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Eine charakteristische Eigenschaft 
des Klassenkôrpers. 


Zweite Mitteilung. 


Von 


Ph. Furtwängler. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 12. Januar 1907 von Herrn D. Hilbert. 


Die Eigenschaft des Klassenkürpers, daB er der umfassendste 
unverzweigte relativ Abel’sche Kürper inbezug auf seinen Grund- 
kôrper ist, ist in der ersten Mitteilung') für diejenigen Teile des 
Klassenkôrpers, deren Relativgrade Potenzen ungerader Primzahlen 
sind, allgemein als bestehend nachgewiesen; von den geraden Re- 
lativgraden sind nur zwei einfache Fälle betrachtet. Es bleibt 
daher noch die Aufgabe, allgemein nachzuweisen, daB die genannte 
Eigenschaft auch für den Teïl des Klassenkôrpers, dessen Relativ- 
grad eine Potenz von 2 ist, gilt. Diese Aufgabe soll in der vor- 
liegenden Mitteilung erledigt werden. 

Wie ich bereits an anderer Stelle *) hervorgehoben habe, hat 
Herr D. Hilbert die allgemeinen Eigenschaften des Klassen- 
kôrpers, zu denen auch die hier behandelte gehôrt, in seinem 
Hauptsatz®) über den Klassenkürper angegeben. Für die speziell 
in dieser Mitteilung betrachteten Kôrper hat Herr Hilbert die 
fragliche Eigenschaft noch besonders in den Sätzen 6 und 13a an 
der genannten Stelle formuliert ‘). Von ihm rührt, wie ebenfalls 
früher schon erwähnt ist, der schärfere Aequivalenzbegriff her, 
der für die ganzen Untersuchungen dieser Mitteilung fundamen- 
tal ist. 


1) Vgl. diese Nachrichten 1906, S. 417. 
2) Vergl. die Eïinleitung zu meinem allgemeinen Existenzbeweise für den 
Klassenkôrper in Math. Ann. 63 (1906), S. 2. 
3) Diese Nachrichten 1898, S. 378, Satz 10. 
4) Die Aussage des Satzes 6 ist aber weitergehend als hier bewiesen wird. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1907. Heft 1. 1 
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Im übrigen sei noch erwähnt, daf bereits der Satz 94 des 
Hilbert’schen Berichtes über die Theorie der algebraischen Zahl- 
kôrper den einfachsten Fall der hier bewiesenen Eigenschaft be- 
handelt, insofern dort gezeigt wird, daB in bezug auf einen Kürper, 
dessen Klassenzahl nicht durch die ungerade Primzahl / teilbar ist, 
auch kein unverzweigter Kôrper vom Relativgrad { existiert. 


1 & 

Wir erinnern zunächst kurz an die Bezeichnungen. Der Grund- 
kôrper sei 4 vom Grade »; unter seinen konjugierten mügen sich 
reelle befinden, nämlich die Kôrper k°”, k°, ...k®. Der Kôrper k 
kann selbst unter diesen Kôrpern enthalten sein. Die Anzahl der 


: . c nm +Ss 
Grundeinheiten von k ist m'—1, wenn man» — à setzt. Be- 


zeichnet man als Einheitenverband ein System von Einheiten, das 
durch Multiplikation einer festen Einheit mit den Que aller 
Einheiten aus k entsteht, so existieren in # im ganzen 2 Eim- 
heitenverbände, unter ihnen »#’ unabhängige, die man mit Hülfe der 
m'—1 Grundeinheiten erhalten kann, indem man zu ihnen noch eine 
Einheitswurzel, deren Quadratwurzel nicht in 4 liegt, pinzasee 


Die Klassenzahl von # bei gewôhnlicher Aequivalenz sei 2! 
wobei wir wieder alle Klassen mit ungeradem Exponenten ds 
Eïnheitselement der Klassengruppe ansehen. Zur Bildung des voll- 
ständigen Klassenkôrpers ist, wie wir früher gesehen haben, die Ein- 
führung des schärferen Aequivalenzbegriffes notwendig, nach dem 
zwei Ideale dann äquivalent heifen, wenn ihr Quotient als total 
positive Kôrperzahl dargestellt werden kann. Die Klassenzahl 
von X bei schärferer Aequivalenz sei 2. 

Um die Beziehung zwischen den beiden Klassenzahlen 2} und 2” 
deutlich hervortreten zu lassen, führe ich den Begriff der ,Vor- 
zeichenreihe“ ein. Ist « eine beliebige Zahl aus k und bezeichne 
ich die zu « konjugierte Zahl in Æ® mit a‘, so soll die Reihe der 
Vorzeichen 
1) sgn « 
die zu « gehôürige Vorzeichenreihe genannt und kurz mit À, be- 
zeichnet werden. Lasse ich in R, die Zahl « alle Kôrperzahlen 
durchlaufen, so erhalte ich alle tiberhaupt RTE Vorzeichen- 
reihen von s Vorzeichen, also im ganzen 2°. Diese Vorzeichen- 


reihen bilden eine Gruppe, wenn man die Zusammensetzung zweier 
Reïhen nach denselben Gesetzen vornimmt, die für die Vorzeichen 


de sgn «° 
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bei der Multiplikation relativer Zahlen gelten. Wir nennen sie 


die Vorzeichengruppe der Kürperzahlen; ihr Grad V(k) ist gleich 2°. 

Läft man in À, die Zahl « nur alle Einheiten des Kürpers 
k durchlaufen, so wird man im allgemeinen nicht sämtliche müg- 
lichen Vorzeichenreïhen erhalten. Wohl aber bilden alle diese 
Vorzeichenreïihen wieder eine Gruppe, weil das Produkt zweier 
Einheiten wieder eine Einheit ist. Wir nennen diese Gruppe die 
Vorzeichengruppe der Einbeiten von X; ihr Grad V,(X) sei gleich 
27, wo p=s ist. 

Beachtet man nun, daB alle Zahlen «, deren Vorzeichenreihe 
in der Vorzeichengruppe der Einheiten vorkommt, durch Multi- 
plikation mit einer Einheit in total positive Zahlen verwandelt 
werden kônnen und darum in der Hauptklasse im engeren Sinne 
liegen, so folgt, daB 


LE 2} 26—P) also k = '+(s—p) 


ist. Setzt man s—p — p', so giebt es demnach bei schärferer 
Aequivalenz % Klassen in k, die bei gewühnlicher Aequivalenz 
in der Hauptklasse liegen würden. 

Mit Rücksicht auf die vorstehenden Ausführungen kann man 
unter den Kôrpern k°,...k"*p in folgender Weise auswählen. Die 
genannte Vorzeichengruppe der Einheiten ist eine Abel’sche Gruppe 
vom Grad 2°; jedes ihrer Elemente hat den Grad 2, weil das 
Quadrat jedes Elementes das Eïnheitselement ergiebt. Damit ist 
die Darstellung der Gruppe gegeben: man mul p Eimheiïten &,,...8, 
so wählen kôünnen, da 


2) (Re) 2. (Re)? (x, = 0, 1) 


die gesamte Vorzeichengruppe darstellt. Die Eimheit &, nun ist 
sicher in einem der reellen Kürper, etwa in 4”, negativ. Von den 
beiden Einheïiten £,#,, &, ist die eine sicher in °° positiv und daher 
in einem der übrigen reellen Kôrper, etwa k°, negativ; ich nenne 
diese Einheit &, und setze auBerdem €, = 6, Von den Einheiten 
et1e%?s, (x — 0,1) ist sicher eine in k° und #° positiv und daher 
in einem der übrigen reellen Kôrper, etwa in k°, negativ; ich 
nenne diese Einheit &,. Ich kann in dieser Weiïse fortfahren und 
erbalte dadurch y Kürper k°,...k, wie ich sie auswählen wollte. 
Gleichzeitig erhalte ich ein System von p» Einheiten &,,...e,, Wo 
e, durch die Bedingungen &{° 0, ... ef" = 0, &° 0 charakterisiert 
ist. Die Wabl der Kôrper kann man über #° hinaus nicht fort- 
setzen, weil sonst der Grad der Vorzeichengruppe der Einheiten 
VE 
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grôBer als 2’ sein würde. Es folgt daraus, daf jede Einheit, 
deren konjugierte in #°,...k® positiv sind, total positiv ist. 

Das Einheïtensystem #,, ... +, wollen wir der bequemeren Dar- 
stellungsweise wegen noch etwas umformen. Indem wir statt &, 
eine geeignete Einheit &, 8% ... &%, statt 6, eine Einheit &, a see 
u.s.w. wählen und die neuen Eïinheiten wieder der Reïhe nach 
mit &,,€,.... €, bezeichnen, kônnen wir es erreichen, daB von den 
konjugierten von &, in den Kôrpern k°, ... 4% nur 8 negativ wird, 
alle übrigen konjugierten aber positiv. Das Einheitensystem &,, ..., 
ist dann durch die folgenden Bedingungen charakterisiert : 

fi _ SD 

+9 
Aus dem Vorstehenden ergiebt sich, da8 man jede Einheit & durch 
Multiplikation mit einer geeigneten Einheit des Systems #71 .., &ÿr 
in eine total positive Einheit verwandeln kann. Man muB dem- 
nach »'—p total positive Einheiten &,,,,&6,,:,...€, 80 wählen 
künnen, daf die Gesamtheit der Einheitenverbände in der Grestalt: 


3) << O0, &° > 0. 


Ti Lo 


4) ë -8, 
wo Ë alle Einheiten aus 4 durchläuft, darstellbar ist. 

Das ausgewählte System der konjugierten Kôrper 4°, ... 4% 
besitzt die charakteristische Eigenschaft, daB man, wenn man die 
Vorzeichenreïihen sämtlicher Eïnheiten aus Æ nur in bezug auf 
diese Kôrper bildet, alle môglichen Vorzeichenreïihen, nämlich 
2, erhält. Die Wabhl des Kôrpersystems ist nicht eindeutig; man 
wird im «ligemeinen, wie schon die einfachsten Beispiele zeigen, 
mehrere solche Systeme wählen kônnen, worauf es indessen im 
Folgenden nicht ankommt. 


LES Ce 
Len net ANR (v = 0,1) 


8 2. 
Das Klassensystem von 4 schreiben wir wie früher, wenn der 
engere Aequivalenzbegriff zugrunde gelegt wird, in der Grestalt : 
1) dl 2 tar pire ar (= 0,1,... dt 13% = 0,1); h+h+eh+e = . 


Die Bezeichnung sei so gewäblt, daB bei dem Uebergang vom ge- 
wôhnlichen zum schärferen Aequivalenzbegriff erstens die neuen 


Klassen d,,...d, hinzutreten und zweitens die Klassen c,,...c,, 
eine Verdoppelung ihres Grades erfahren. Es ist dann 

e’ he” _ p' 
Bezeichnet man die Klassen 

=! ph 1 
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mit c*,...c*, so enthält das System: 


2) DU 2. rer de ns d®" (&,y = 0, 1) 
alle Kôürperklassen, die bei Zugrundelegung des gewübnlichen Aequi- 
valenzbegriffes in der Hauptklasse liegen. 

Durch Maultiplikation mit einer Einheit kann man jede Zahl 
a aus À in eine solche verwandeln, deren konjugierte in 4‘, ... k% 
positiv sind. Ich nenne diese Operation Normierung der Zahl « 
und bezeichne demnach « als normiert, wenn a”, ... «% positiv 
sind. Es seien nun y,,...7,, 0,,... 0, resp. normierte Zahlen aus 
den Klassen c*, ...c*, d,,...d,. Ich kann dann mit Rücksicht 
auf die Klassen c* noch weitere €” Kürper unter den reellen 
Kôrpern #%*°,...k® in folgender Weise auswählen. Die Zahl y, 
ist sicher in einem der genannten Kôrper, etwa in 4?” negativ !. 
Von den Zahlen 77, (x, — 0,1) ist dann sicher eine in #°***? po- 
sitiv und demnach in einem anderen der Kôürper À", ... 4°, etwa 
in 47%? negativ. Weiter ist von den Zahlen 771 y? y, (x — 0,1) 
sicher eine in den Kôrpern #%**#*? und #°+*# positiv und demnach 
in einem anderen Kôürper der Reïhe 4°, ... 4‘, etwa in #7*7*? ne- 
gativ. In dieser Weise kann man fortfahren und mit Hülfe der 
Zahlen y,, y,, ... y. die Kôrper 


LE fi AtP+#+2) F JtPre+e") — ag 


auswählen. 

Wir wollen jetzt noch die Klassen 4,,...d,, in besonderer 
Weise umgestalten, um im folgenden die Theorie môglichst bequem 
darstellen zu kônnen. Wir künnen nämlich die Klassen d, wie 
leicht ersichtlich ist, mit beliebigen Klassen des Systems «#1... Xe 
multiplizieren, ohne da$ dadurch die Klassengesamtheit (1) irgendwie 
geändert wird. Wir multiplizieren nun Jjede Klasse d mit einer 
solchen Klasse «*, daB das System der Klassen d* die folgende 
Eigenschaft besitzt. Bedeutet Ô eine normierte Zahl aus d*, so 
sollen die konjugierten von Ô in k%***°,...k® sämtlich positiv sein. 
Diese Umgestaltung der Klassen d ist nach den obigen Aus- 
führungen stets môglich. Ich nenne die umgestalteten Klassen 
wieder d,,...d, und normierte Zahlen aus ihnen 6,, ... 0,. Schlief- 
lich kann man dann durch geeignete Zusammenfassung der Klassen 
d die Basis dieses Klassensystems so wählen, daf die normierten 
Zahlen aus den Klassen d,,...d, je nur in einem der Kürper 


1) DaB wir nicht k®#1), sondern k(”#*+1 als diesen Kürper wählen, hat seinen 
Grund darin, daB wir die Kôrper kPt1),.., k(P+") für die Klasse d,,...d, reser- 
vieren wollen, wie gleich auseinandergesetzt wird. 


6 Ph. Furtwängler, 


Kot, + eine negative konjugierte besitzen, und zwar 6, in 
Ko49 (G — 1,2...e). DaB dies môglich ist, erkennt man, wenn man 
bedenkt, daB die Vorzeichenreihen der Zahlen à, gebildet für die 


Kôrper A°*, ... k®#, alle überhaupt môglichen sind. Dies ergiebt 
sich daraus, daB die konjugierten der Zahlen à in den Kôrpern 
Ro+e#5 .,,® sämtlich positiv sind und daB andererseits keine zwei 


der Zahlen © im engeren Sinne äquivalent sein kônnen. 

Nach der so vollzogenen Umgestaltung der Klassen d haben 
diese jetzt die Eigenschaft, da für normierte Zahlen Ô aus den 
Klassen d gilt: 


messe À 
8) due V0 D G = 1, #1) 
i+i 

In bezug auf den Kürper k existieren, wie wir früher gezeigt 
haben, genau 2“* — 1 verschiedene unverzweigte relativquadratische 
Kôrper, also e+c' unabhängige. Wir unterscheiden diese Kürper 
in Kôrper erster Art und Kôrper zweiter Art, indem wir 
als Kôürper erster Art diejenigen bezeichnen, die sich bereits bei 
Benutzung des gewühnlichen Aequivalenzbegriffes ergeben. Diese 
Kôrper gehôren zu Untergruppen der Klassengruppe von #, die 
durch eine Kongruenz 


ua &, +-..a,x, = U(2) 


charakterisiert sind, wo die x die Exponenten in (1) bedeuten. Die 
übrigen Kôrper nennen wir Kürper zweiter Art. 

Sämtliche Kôrper erster Art kônnen wir uns konstruieren, 
indem wir die zu den Gruppen x, = 0(2) gehôrigen Kôrper auf- 
suchen. Sie mügen durch die singulären Primärzablen &,, ... ©, er- 
zeugt werden und zwar soll der Kürper (k, Vw,) zu der durch die 
Kongruenz x, = O(2) definierten Untergruppe der Klassengruppe 
von LÀ gehüren. Man erhält dann sämtliche Kôrper erster Art, 
indem man die Quadratwurzel aus einer Zahl des Systems 


s _U 20 
3°) RER re (= 0, 1) 


e 


zu À adjungiert. Die Zahlen w, haben die Eigenschaft, daf 
4) Hi OM Er (à = 1,2...e) 
sämtlich positiv sind !). 
In analoger Weise mügen die singulären Primärzahlen &,, ... æ, 
resp. zu den Kongruenzen y, = 0, ...y, = 0(2) gehôren. Sie def- 


1) Vgl. diese Nachrichten 1904, S. 186—187. 
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nieren dann unverzweigte Kôürper zweiter Art und haben, wie aus 
der Wahl der Klassen d folgt, die Eigenschaften : 


V— 11,2, 1€ 
b) HR 009 0 G = 1, y). 
EX 
Setzt man jetzt: 


D = Op, ... Oy + Op... Op, 


wo die « und v beliebige Werte 1, 2, ...e, resp. 1, 2, ... e! haben, 
so stellt der Kürper X(\Vw, k) einen unverzweigten relativqua- 
dratischen Kôrper in bezug auf # vor, der zu der Kongruenz: 


Ty Lu Yo, + Yy, = 0(2) 


gehôrt. Er ist von der ersten Art, wenn keine Zahl «, in dem 
Produkt vorkommt, sonst von der zweiten Art. 

Für die Kôrper erster Art haben wir früher bereits gezeigt, 
daB die Anzahl der unabhängigen ambigen Komplexe gleich e—1 
ist!) Bei den Kôrpern zweiter Art haben wir für gewisse unter 
ihnen an derselben Stelle gezeigt, daB die Zahl der unabhängigen 
ambigen Komplexe gleich e ist. Wir haben zu zeigen, daf dies 
allgemein für die Kôrper zweiter Art gilt, was im nächsten Para- 
graphen geschehen soll. 


$ 3. 

Satz 1: Ist } ein beliebiger algebraischer Zabl- 
kôrper und besitzt die grôfBte Untergruppe seiner 
Klassengruppe, deren Grad eine Potenz von2ist, bei 
Zugrundelegung des gewühnlichen Aequivalenzbe- 
griffese Basisklassen, so enthält jeder unverzweigte 
relativquadratische Kôürper zweiter Art in bezug auf 
k genau e unabhängige ambige Komplexe. 

Zum Beweise wählen wir einen beliebigen unverzweigten 
Kôrper zweiter Art (k, Vo) und bezeichnen ihn mit A. Für « 
kônnen wir setzen: 

1) oo oo dr; 
wo & ein Produkt beliebiger Faktoren aus der Reïhe &,,...&, be- 
deutet. Von den Zahlen &w, (à — 1,2,...e) haben wir als Faktoren 
lie q ersten gewählt, was offenbar stets gestattet ist, wenn man 
lie Klassen d in entsprechender Weise bezeichnet. Von Bedeutung 


DUT D PIS 0: 
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für das folgende sind in æ nur die Faktoren w,,...,, von denen 
stets mindestens einer vorhanden sein muB, wenn ein Kôrper zweiter 
Art vorliegen soll. Für die Zahl o gilt: 


2) nr Orion re Do 0-00 0. 
Unter den Zahlen æ&‘,... co mügen n, negative sein, nämlich 
8) D Oo 

Die übrigen r — p—n", Zahlen sollen positiv sein, nämlich 
4) ao) = 0, .… a) — 0. 


Die Gesamtheit der negativen Zahlen unter den konjugierten von 
œ bezeichnen wir wie früher mit », so daf 


5) n+g=n. 

Unter Benutzung unserer früheren Bezeichnungen gilt nun: 
6) MZ m-n—e +1 

7) v Zv* +a—(e—e,). 


Die Zahl e, ist, woran erinnert sein môge, dadurch bestimmt, daf 
2% Klassen aus £ bei gewühnlicher Aequivalenz in Æ in die Haupt- 
klasse in gewôühnlichem Sinne übergehen. Durch Addition von (6) 
und (7) folgt ; 
8) vZm-n+l+a—e. 

Der Kôrper X gehôürt zu einer gewissen Untergruppe der 
Klassengruppe von k, die durch die Kongruenz: 
9) Zr+yn+tht..y, = 0() 
wo die x und y die Exponenten von (1) in $ 2 bedeuten, definiert 
wird. Welche Exponenten x in 5x auftreten, hängt von der Wahl 
von & ab. Die Gesamtheit der Klassen d, die in der durch (9) 
charakterisierten Klassengruppe enthalten sind, bilden selbst eine 


Gruppe; man kann sie in folgender Weiïse darstellen : 
OA d,)A (dre. (dd der Rae (w = 0,1), 


Alle Einheiten nun, die Relativnormen von Zahlen aus XÆ sind, 
müssen die folgenden Bedingungen befriedigen : 


a). (4) - 
Le 1,.. 1 (un) 1. 
Ich will zeigen, da8 es g—1 unabhängige Eïinheiten giebt, die, 


obwobhl sie (11) befriedigen, doch nicht Relativnormen von Zahlen 
aus À sind. Ich wähle zu diesem Zweck eine Zahl aus X, deren 


g—1 
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Relativnorm «, in einer Klasse: 


c w: Va w V4 0, [w = 1 

Ca CCM RO 
Dabei bedeutet c* ein Produkt aus beliebigen Faktoren der Reihe 
cY,...c*. Daf es stets eine solche Zahl giebt, folgt daraus, da 
die Relativnormen aller Ideale aus X in #4 eine Klassengruppe vom 
Grade 2°" bei Benutzung des schärferen Aequivalenzbegriffes bilden, 
dagegen in keiner kleineren Klassengruppe liegen. Ich wähle nun 
eine Einheit », in #, sodaf &,n, normiert ist. Da w, in (12) nicht 
durch 2 teilbar ist, folgt dann nach unseren Festsetzungen: 


13) (mn, a,)°# < 0. 
Da auch ©w°*”<0 ist, so folgt: 
1 Li œo 
(ae) = — 1. 
Andererseits ist, weil «, Relativnorm einer Zahl aus Æ ist, 
a, , @ 
(Sr) = +1 
Daraus folgt, daf 
ro] 
14) (ie) LUE: 


ist; infolgedessen ist 7, nicht Relativnorm einer Zahl aus X. 
Andererseits befriedigt », die Bedingungen (11). Denn sind nnter 
den Zahlen &!°, ... «” die Zahlen a) . a(%:) negativ, so sind alle 
Indizes z von allen Indizes uw in (3) und (11) verschieden, weïl « 
Relativnorm einer Zahl aus X ist. Nun kann man nach unserer 
Festsetzung über die Einbeiten & 


15) M = Egg, 


setzen, damit 7,«, normiert ist. Aus (15) folgt dann, daB 9, die 
Bedingungen (11) befriedigt, und aus (14), daB », nicht Relativ- 
norm einer Zahl aus Æ ist. 

In analoger Weise wie 7, kann man noch die Einheiten 7,, 
Ms «+ 7 ermitteln, die ebenfalls die Bedingungen (11) befriedigen 
und trotzdem nicht Relativnormen von Zahlen aus Æ sind, indem 
man Klassen aus (10) heranzieht, bei denen resp. w, = 1,...w,, —1 
ist. Die so bestimmten Einheiten sind unabhängig von einander. 
Daraus folgt in Verbindung mit (11): 


v=<nm-n-q+1 
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oder da n,+q = n ist: 


16) v<m—-n+i. 
Vergleicht man (8) und (16), so folgt 
17) a=e v=m-n+l. 


Aus (6) ergiebt sich dann: 

ù = m—n—e+i 
und demnach ist auch 
18) a = v—v*+(e—e,). 


8 4. 


Auf Grund der Entwickelungen des vorigen Paragraphen 
kônnen wir jetzt einen dem Satz der vorigen Mitteilung analogen 
Satz beweisen. 

Satz 2 Es sei X, ein relativzyklischer Kôrper 


vom Relativgrad 2" in bezug auf den Grundkôrper #, 
der im Klassenkôrper enthalten ist. Ist dann C'eine 
Klasse aus K,, deren Relativnorm in bezug auf kin 
der Hauptklasse vonkimweiteren Sinneliegt, so ist C 
in X, der S,— it Potenz einer Klasseim weiterenSinne 
äquivalent. S, bedeutet eine erzeugende Substitution 
der Relativgruppe von K, in bezug auf #. 

Der Beweis ist ebenfalls analog wie in $ 1 meiner vorigen 
Mitteilung zu führen. Es sei zunächst X, ein unverzweigter rela- 
tivquadratischer Kôrper in bezug auf 4. Es gilt dann für die 
Kôrper 


erster Art | zweiter Art 
a = e—]1 | a =—1e 
= m—-n—e,+l - = m—-n—e +1 
0 = m'—n | C—=m-n+1l 
a = v—v*+(e—c;) u — v—v*+(e—e,). 


Aus den letzten Relationen für «, die für die Kürper erster 
und zweiter Art identisch sind, folgt dann zunächst die Richtigkeit 
unseres Satzes, wenn wir für C eine Klasse c aus k, die also die 
Bedingung c° © 1 in À erfüllt, nehmen. Denn geht c in X, in die 
Hauptklasse über, so ist die Richtigkeit unseres Satzes selbstver- 
ständlich. Geht aber c in Æ nicht in die Hauptklasse über, so 
giebt es eine Klasse À eines ambigen Komplexes in K,, so daf 


ro AT ne 


wird, Denn nach unseren Festsetzungen giebt es e— e, unabhängige 
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Klassen aus k, deren Quadrat in # in der Hauptklasse liegt und 
die in X, nicht in die Hauptklasse übergehen. Es handelt sich 
dabei immer um den gewôhnlichen Aequivalenzbegriff. Anderer- 
seits giebt es, wie aus der Gleichung a = v—1*+(e—e,) folgt, 
genau e—e, unabhängige ambige Komplexe, die keine ambige 
Klasse enthalten. Daraus folgt die Richtigkeit unserer Behauptung 
in dem betrachteten Falle. 
Ist C eine Klasse aus X,, die der Bedingung 


1) CEE at in & 
genügt, aber nicht in # liegt, so kann man C in der Gestalt dar- 
stellen: 


2 C = CAS)... grets) 


1 


wo c' eine Klasse aus X und C,,...C, gewisse Klassen aus X, 
sind, deren Relativnormen in X nicht in die Hauptklasse fallen. 
Die Zahl a hat den Wert e—1 oder e, je nachdem X, ein Kôrper 
von der ersten oder zweïten Art ist. Aus (1) und (2) folgt 


3) LoercO) CONE p 

wenn c,,...€, die Relativnormen von C,,... C, in À bedeuten. Aus 
(3) ergiebt sich 

4) F,(1) = 0(2) .… F,(1) = 0(2). 


Beachtet man nun, daf das Quadrat einer Klasse (’ aus X sich 
immer als Produkt aus einer Klasse aus À und der symbolischen 
S,—1ten Potenz einer Klasse aus X, darstellen läBt, nämlich 


(8 ct (S; +1) eo (S—1 TR (S, —1) 
so folgt aus (2) und (4), da man setzen kann: 
ë) Are ele 
wo C' eine Klasse aus X, und c eine solche aus À bedeutet. Für 
e gilt nach (6) und (1) 
c 1 in }. 
Daher ist c nach dem bereits Bewiesenen ($, —1)te Potenz einer 


Klasse aus X,; daraus folgt nach (5) dasselbe für C! 

Die Ausdehnung unseres Beweises auf unverzweigte relativ- 
zyklische Kôrper vom Relativgrad 9} erfolgt genau wie für un- 
gerades l; ich begnüge mich daher mit dem Hinweis auf $ 1 meiner 
ersten Mitteilung. 
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$ d. 

Der Beweis des Satzes 2 genügt noch nicht, um wie in der 
ersten Mitteilung zum Ziele zu gelangen; wir müssen vielmebr 
noch untersuchen, wie sich in den unverzweigten relativ quadra- 
tischen Kôrpern Æ in bezug auf X die Klassenzahlen bei der 
schärferen und bei der gewôhnlichen Aequivalenz verhalten. Es 
gilt in dieser Beziehung folgender Satz: 

Satz 3 Es sei K ein unverzweigter relativqua- 
dratischer Kôrper in bezugauf/#. Haben dann p—s-p 
und e, die frühere Bedeutung, sind ferner unter den 


total positiven Einheiten in k 2 Relativnormen von 
Einheiten aus À und gehen endlich 2’ Klassen aus #, 
die dort in der Hauptklasse im weiteren Sinne liegen, 
in Kin die Hauptklasse im engeren Sinne über, so ist 
der Quotient der Klassenzahlen von Æ bei schärferer 
und gewôhnlicher Aequivalenz 2}, wo 

1) 1— 25—-p+e —1—-f—(m—2) ist. 

Um den Satz zu beweisen, leiten wir für À eine obere und 
untere Grenze ab, deren gemeinsamer Wert dann den Wert von 
A ergiebt. Wir erhalten zunächst eine untere Grenze auf folgendem 
Wege. 

Das System der Eïinheitenverbände von 4 denken wir uns wie 
früher durch die unabhängigen Einheiten 


2) CPR 


repräsentiert, unter denen &,,,,...e, total positiv sind. Diese 


sind sämtlich Relativnormen von Zahlen aus X, wie aus $ 3 folgt. 
Aufer den total positiven Einheiten befriedigt noch das System 


pr Épir te Ew 


3) ee (wo = 0,1), r =p-n, 


wo die Indizes v dieselben wie in (4) in $ 3 sind, die Be- 
dingungen 11 in $ 3. In dem System sind aber nur, wie eben- 
falls im $ 3 gezeigt ist, 274? — 9P-"# Kinheiten Relativnormen 
von Zahlen aus X, wenn X ein Kôürper zweiter Art ist: für 
Kôrper erster Art ist die Anzahl 2°". Ferner ergiebt sich, 


da 2 total positive Einheiten Relativnormen von Einheiten aus 
X sind, daf 2° — Einheiten des Systems (3) ebenfalls Relativ- 
normen von Einheiten aus Æ sind, da es im ganzen 2°" solche 
Einheiten giebt. 

Aus dem Vorstehenden folgt, daB man unter den Einheiten in 
k, die Relativnormen von Zahlen aus X sind, u — v—0*—(m" —p—2) 
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Eïnheiten #,,...9, derartig bestimmen kann, da der Ausdruck: 


4) Ho dd: 

aufer für x, = :-.4, = O(2) keine Einheiten enthält, die total 
positiv oder Relativnormen von Einheiten aus Æ wären; « be- 
deutet dabei eine beliebige Einheit, die Relativnorm einer Einheit 


aus Æ ist. 


Da #,,...#, Relativnormen von gebrochenen Zahlen aus ÆX 
sind, kann man setzen: 
b) Ÿ, S LE (@ — 1,...u), 


wo die À, gebrochene Zahlen aus Æ sind und S die Substitution 
Vo | —Væ bedeutet. 

Es seien nun À, die Klassen in K, in denen die Zahlen À, bei 
Zugrundelegung des schärferen Aequivalenzbegriffes liegen. Es 
liefert dann das Klassensystem 


6) AE cc: est CR 
nur für æ, —---4, — 0 die Hauptklasse im engeren Sinne. Denn 


soll die Zahl A — A4°...A4%" in der Hauptklasse im engeren 
Sinne liegen, so muB es eine Einheit H in X geben, soda HA 
total positiv in Æ ist. Es muB dann auch die Relativnorm von 
HA in k total positiv sein, d. h. wenn man 


H = & 


setzt, so muB 9...9%"e eine total positive Einheit in # sein. 
Nach (4) ist das nur môglich, wenn x, = -:-x, = 0 (2). 

Das System der Klassen, die in 4 in der Hauptklasse im 
weiteren Sinne liegen, haben wir in $ 2 in der Gestalt: 


7) M A HET vd (2, y == 0, 1) 


geschrieben. Von diesen sollen 2’ in Æ in die Hauptklasse im 
engeren Sinne übergehen. Es mag dann vom System (7) in Æ 
das folgende Klassensystem bleiben: 
su Un pr JV Dire [7] DFE 

8) CAPEEN AL E EC TET ir 1 F"+f =?) 
Ferner bezeichne ich Klassen aus X,, deren Relativnormen bei 
schärferer Aequivalenz resp. in c*,...c*, fallen, mit C?,...C* und 
mit D,,...D, solche b unabhängige Klassen aus X, deren Relativ- 
normen in eine Klasse des Systems der Klassen d in (7) fallen. 
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Die Zahl b hat für die Kôrper erster Art den Wert e’ und für 
die zweiter Art den Wert e'—1. 

Von den Klassen C und D kann ich annehmen, daB sie in K 
in der Hauptklasse im weïiteren Sinue liegen. Um dies bequem 
zeigen zu kônnen, führe ich für die beiden Arten von Aequivalenz 
verschiedene Zeichen ein, nämlich 

rv für die gewühliche Aequivalenz 
c für die schärfere Aequivalenz. 


Ist dann C eine beliebige Klasse unter den C, und gilt: C1 


in ÆX, so ist doch C“** 1 in 4 Daraus folgt nach Satz 2, daB 


es eine Klasse C in X geben muB, so da Cn C1 Wir 


setzen nun: 

CRC uns 
Für die Klasse C’ gilt dann C’ 1 und C’L1. Daf das letzte 
gilt, folgt daraus, daB die Relativnorm von C’ in k in eine Klasse 
c’ aus (8) fällt. Führen wir nun an Stelle von C die Klasse C”’ 
ein, so haben wir damit eine Klasse der verlangten Art, die in 


K in der Hauptklasse im weiteren Sinne liegt. Analoges gilt 
für die Klassen D. Ich bilde jetzt das Klassensystem: 


D D DC O REC LE R UE ot 
(x, y,z,u,v = 0,1) P+P =?) 


dessen sämtliche Klassen in X in der Hauptklasse im weiteren 
Sinne liegen. Ich behaupte, daB keine Klasse des Systems, aufer 
wenn sämtliche Exponenten Null sind, in der Hauptklasse von X 
im engeren Sinne liegt. Denn wenn eine Klasse aus (9) in der 
Hauptklasse im engeren Sinne liegen soll, so mu auch ihre Re- 
lativnorm in k in der Hauptklasse im engeren Sinne liegen. Da- 
aus folgt, daB die sämtlichen Exponenten y und z Null sein müssen. 


w 


Bedeutet nun À eine beliebige Klasse des Systems 4,1... 4%" und 
c eine beliebige Klasse aus ÆX, die bereits in 4 liegt, so folgt 
weiter, daf die Aequivalenz 

10) Ac©lin X 

nur bestehen kann, wenn gleichzeitig 

11) Avlundcæiin X 

gilt. Denn ist À eine Zahl aus À, die wir so annehmen kôünnen, 


da die Relativnorm von À in X eine Einheit liefert, und ist y 
eine Zabl aus k, die in € liegt, so muB man zufolge (10) eine Ein- 
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heit H in À bestimmen künnen, so da HAy in X total positiv 
ist. Es mu dann auch die Relativnorm von HAy und folglich 
auch die von HA in # total positiv sein. Das ist nach der Wahl 
der Klassen À nur môüglich, wenn A©1 in Æ ist. Es folgt also 
aus (10) immer (11) und damit ist unsere obige Behauptung über 
das System (9) bewiesen. 

Das System (9) enthält demnach: 


12) or bnp 


verschiedene Klassen. Setzt man die oben für « und b angegebenen 
Werte ein, so findet man für den Exponenten in (12) bei den 
Kôrpern beider Art: 2p'+e,—f—(m'—2). Es gilt demnach für 
den in Satz 3 eingeführten Exponenten 1: 
13) 122s—-p+(e —1)—f—(m — 2). 

Wir haben jetzt zweitens eine obere Grenze für À zu er- 
mitteln, indem wir eine untere Grenze für den Grad der Vor- 


zeichengruppe der Einheiten von X bestimmen. Von den Ein- 
heiten des Systems: 


14) FE Mo va (w—0,1), = p—n, 


sind genau 2” — 9° —7 Relativnormen von Einheiten aus Æ (vgl. 
(3) in $ 5). Ich kann daher z unabhängige Einheiten H,,...H, 
in À wählen, deren Relativnormen in das System (14) fallen. 
Schreibe ich dann das Einheitensystem: 
15) Hi A sn AE (t,w — 0, 1) 
auf, so folgt aus den Eigenschaften der Einheiten CRETE daf 
das System (15) auBer 1 keine total positive Einheit in X enthält. 
Es sollten nun weiter 2’ Klassen, die in # in der Hauptklasse 
im weiteren Sinne liegen, in À in die Hauptklasse im engeren 
Sinne übergehen; es mügen 0,,...0, normierte Zahlen aus f unab- 
hängigen Klassen der genannten Art sein. Ich mu dann f Ein- 
heiten E,,...E, in Æ wählen kônnen, so daf Ed, (i — 1,2,...f) 
total positiv in Æ werden. 
Diese Einheiten E, füge ich dem System (15) hinzu: 


t ty w Ww, m8 8 
16) Hi H} CP en. LAC 1 (t,w,s = 0,1) 


und untersuche, wieviel total positive Einheïiten in dem System 
(16) vorkommen kônnen. 
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Damit eine Einheit des Systems (16) total positiv sei, müssen 
zunächst die sämtlichen Exponenten f gleich Null sein, wie man 
durch Bildung der Relativnorm in bezug auf # findet, denn die 
Einheiten E, haben total positive Relativnormen in #. Es kann 
also nur eine Einheit der Gestalt &E, wo 


17) s—e...8 "EE = E"...E) 


Di v, L 


ist, in (16) total positiv sein. Wenn aber &E total positiv ist, so 
muB dann auch ed, wo 


18) Ô = 51... 0, 
ist, total positiv sein, folglich: 
19) (0) 0, .… (68) > 0. 


Da nan die Zahlen à in k# normiert sein sollten, so muf 


20) 801) — 0,... 41) — 0 
sein. Aus (19) und (20) folgt dann 

a) 0, RS 0; 
es muB deshalb in (17) w, — :-:w, == 0, also & — 1 sein. Es 
muf daher E und demnach auch ô total positiv in Æ sein, folglich: 
21) Er 0... 8%) — 0. 


Die Bedisgungen (21) kônnen nur für qg unabhängige Klassen, die 
in # in der Hauptklasse im weiteren Sinne liegen, erfüllt werden. 
Denn es giebt im ganzen p’ unabhängige derartige Klassen, von 
diesen fallen s—p—g — p—Q, die den Bedingungen (21) nicht 
genügen, fort; es bleiben also g. Daraus folgt, daB in dem Ein- 
heitensystem (16) hôchstens 2° total positive Einheiten vorhanden 
sein kônnen. Der Grad der Vorzeichengruppe der Einheiten von 
K ist daher grôBer oder gleich: 


eu da ee en er 
Setzt man für v* seinen Wert ein und bedenkt, daf 2(s—n) reelle 
Kôrper unter den konjugierten von X existieren, so ergiebt sich 
22) 1<=2s-p+e —-1—-f—-(m—e). 
Aus (18) und (22) folgt dann: | 
238) 1 = 25+e+e—-p—f—-m—1, 
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Es stellt demnach das System (9) in X alle Klassen dar, die in 
X in der Hauptklasse im weiteren Sinne liegen. 


$ 6. 

Auf Grund der Entwickelungen des letzten Paragraphen 
kônnen wir einen dem Satz 2 analogen Satz beweisen, bei dem 
aber der schärfere Aequivalenzbegriff zugrunde liegt. 

Satz 4: Ist X ein unverzweigter relativzyklischer, 
im Klassenkôrper enthaltener Kôrper vom Relativ- 
grad 2° in bezug auf den Grundkôrper k und ist 
C eine Klasse aus X, deren Relativnorm in k# in der 
Hauptklasse im engeren Sinne liegt, so ist C der (S—1)- 
ten Potenz einer Klasse aus XÀ im engeren Sinne äqui- 
valent. S bedeutet eine erzeugende Substitution der 
Relativgruppe von X in bezug auf 4. 

Indem wir wieder die beiden Zeichen = und © zur Bezeich- 
nung der gewôhnlichen und der schärferen Aequivalenz benutzen, 
kôünnen wir die Voraussetzung für C, indem wir zunächst h — 1 
annehmen, in der Gestalt: 


1) CS LR 
schreiben. Da demnach auch C**'& 1 in # ist, muB es nach Satz 
2 eine Klasse C’ in X geben, so daf 


2) CRICEE in" TK. 
Folglich gilt auch 
3) Con crA inaK; 


wo À eine Klasse aus À bedeutet, die in der Hauptklasse im 
weiteren Sinne liegt. Aus (3) und (1) folgt: 


4) A © 1 in &. 


Da À in À in der Hauptklasse im weiteren Sinne liegt, muB À 
eine Klasse des Systems (9) des vorigen Paragraphen sein. Dabei 
müssen dann aber sämtliche Exponenten y und + gleich Null sein, 
weil nach (4) die Relativnorm von À in # in der Hauptklasse im 
engeren Sinne liegt, was von den Relativnormen der Klassen 
D,,C, nicht gilt. Ferner kônnen wir auch die Exponenten « 
Null setzen, weil die Klassen c! in dem System (9) von $ 5 die 
Forderung unseres Satzes erfüllen, nämlich der (S—1)}-ten Potenz 
einer Klasse aus À im engeren Sinne äquivalent sind. Denn cs 
giebt Klassen C} in X, die in der Hauptklasse im weiteren Sinne 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1907. Heft 1. 2 
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liegen und für die Aequivalenz 
b) Nc MmE 
gilt. Da nun C}° in der Hauptklasse im engeren Sinne liegt, folgt 
aus (5) 
CAS can K, 
Wir kôünnen demnach die Klasse À in der Gestalt ansetzen: 
6) AT sd diañpil, 


wo die Klassen À, d', dieselbe Bedeutung wie in (9) in $ b haben, 
es ist nur statt des Index e”—/f” hier kürzer g geschrieben. Wir 
wollen zeigen, daB alle Klassen aus 6), wenn wir darin den x, v 
beliebige Werte 0,1 beilegen, (S—1)ten Potenzen von Klassen 
aus À im engeren Sinne äquivalent sind. Die Klassen 4, zunächst 
enthalten ihrer Entstehung nach Zahlen À, aus X, deren Relativ- 
normen in * Einheïten sind. Es giebt demnach Ideale $, in X, 
so daf 


7) 4 = F7 


ist. Liegt nun S$, in der Klasse B, von X bei schärferer Aequi- 
valenz, so gilt: 
A, Bi 


Damit ist für die Klassen 4,,... 4, die Richtigkeit unseres Satzes 
gezeigt. Um auch die Klassen d',...d, zu erledigen, bemerken 
wir, daB wir diejenigen Klassen der Hauptklasse im weiteren Sinne 
in k, die nicht [-te Potenzen von Klassen sind, früher mit 


AA 4 


bezeichnet haben. Setzen wir À — (4, Vo) und nehmen für «© 
die frühere Gestalt (1) in $ 3 an: 


© — &@.o ro; 


1 

so folgt, daB die Klassen d,,...d, in X in die Hauptklasse im 
engeren Sinne übergehen. Denn bedeutet z. B. à, eine normierte 
Zahl aus d,, so ist nach unseren früheren Festsetzungen unter 
den reellen konjugierten von à, nur 6” negativ (vgl. (8) in & 2). 
Da nun der Kôrper K°” ein imaginärer ist, weil &°<0Q ist, so 
folgt, daf à, eine total positive Zahl in X ist. Analoges gilt für 
8,,...0. Wir haben demnach 


4 
d, v1,...d, 1 in ZX, 
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Es brauchen also nur noch die Klassen d,,,,...4,, betrachtet zu 
werden. Ist aber d, eine beliebige dieser Klassen, s0 giebt es, 
wie aus der Definition der zu «© gehôrigen Klassengruppe in k 
folgt, in der Hauptklasse im weiteren Sinne in X eine Klasse D, 
so da 

8) D; Sd, in Er 


Da D} in der Hauptklasse von X im engeren Sinne liegt, folgt 
aus (8) 


De d, in K. 


Hiermit ist der aufgestellte Satz für den Fall À — 1 bewiesen ; 
die Ausdehnung auf beliebiges » erfolgt analog wie im $ 1 meiner 
ersten Mitteilung. 


$ 7. 

Mit Hülfe der Sätze 2 und 4 kônnen wir jetzt zum gewünschten 
Ziele gelangen. Um den Gang der Ueberlegungen nicht unter- 
brechen zu müssen, schicke ich noch folgenden Hülfssatz vorweg : 

Hülfssatz. Es sei G eine Untergruppe der Klassen- 
gruppe einesalgebraischen Zahlkôrpers k, deren kom- 
plementäre Gruppe zyklisch vom Grade p' ist, wo p 
eine beliebige Primzahl bedeutet. ŒÆExistiert dann 
keine Untergruppe G’ von G&, deren komplementäre 
Gruppe zyklisch vom Grade p"* ist, so giebt es eine 
Klasse c in k mit der Eigenschaft 
p* 


nil; 


so da sich die gesamte Klassengruppe von # in der 
Gestalt 

F.G (æ = 0,1,...p —1) 
schreiben läBt. 

Der Satz gilt für beliebige Abel’sche Gruppen und läft sich 
durch einfache gruppentheoretische Ueberlegungen beweisen. Be- 
trachte ich alle Klassen in k, deren Grad zu » prim ist, als Ein- 
heitselement, so kann man die Klassengruppe von # schreiben: 


Ti 
1 


hi 


NC GR 1, 0 = 1). 


Dabei denke ich mir das Klassensystem c,,...c, so geordnet, daf 

h,<h,., ist. Es läft sich dann eine Untergruppe G der Klassen- 

grappe, deren komplementäre Gruppe zyklisch vom Grade ?" ist, 
2* 
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durch eine Kongruenz: 

1) ax,+at+...az, = 0 (p') 

definieren. Ist a, der erste nicht durch p teilbare Koeffizient, so 
muB die Klasse c, genau vom Grade p' sein. Denn wäre ihr Grad 
grôBer, so kôünnte man die Kongruenz (1) modulo p'"*' ansetzen 
und erhielte dadurch eine Untergruppe G’ von G, deren komple- 
mentäre Gruppe zyklisch vom Grade p'*' wäre. Wäre aber der 
Grad von c, kleiner als p', so würde (1) überhaupt keine Gruppe 
definieren, deren komplementäre Gruppe zyklisch vom Grade p" 
ist. Denn da die Grade aller auf c, folgenden Klassen ebenfalls 
kleiner als p° wären, so kämen für alle Unbestimmten x,,...x, 
hôchstens die Reste modulo p"* in Frage. Aus dem Vorstehenden 
folgt, daB c, vom Grade p" sein muf; man kann daher die Klasse 
c, als Klasse c des Hülfssatzes für die Gruppe G& benutzen. 

Wir beweisen jetzt, da8 der umfassendste relativ Abelsche 
unverzweigte Kôrper, dessen Relativgrad eine Potenz von 2 ist, 
inbezug auf einen Kôrper k gleich 2” ist, wenn die Klassenzahl 
von k bei schärferer Aequivalenz genau durch 2° teilbar ist. Wir 
bezeichnen diesen Kôrper, wie wir ihn früher konstruiert haben, 
mit X. Soll dann noch ein umfassenderer relativ Abel’scher un- 
verzweigter Kürper, dessen Relativgrad eine Potenz von 2 ist, 
existieren, so kônnen wir annehmen, da8 er Æ enthält, da wir K 
zu ihm adjungieren kônnen. Es folgt dann, daB, wenn X nicht 
der umfassendste Kôrper der angegebenen Art ist, notwendig ein 
Kôrper Æ' existieren muB, der relativ quadratisch in bezug auf 
Æ und relativ Abel’sch und unverzweigt in bezug auf k ist. Be- 
zeichnen wir die Relativgruppen von X' und ÆX in bezug auf /: 
resp. mit [” und 1, so muf, wenn wir mit T eine gewisse Substi- 
tution bezeichnen, 

l'—=TT (tt =710%1) 


gelten. T' ist eine Untergruppe von I", deren komplementäre 
Gruppe vom Grade 2 ist. Wir bestimmen nun eine Untergruppe 
T, von T°, deren komplementäre Gruppe in bezug auf 1” zyklisch 


1 
vom Grade 2 T1! ist, derart daB keine Untergruppe mit um- 
fassenderer zyklischer Komplementärgruppe existiert. Es muf 
dann nach unserem Hülfssatz eine Substitution $S, geben, so daf 


1) Fes SEL ee dd ed 


2) LS TUE Ces 0,1, 00 eu) 
und 
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3) SE 2 


Der zu 1} gehôürige im Kôrper ÆÀ enthaltene Unterkôrper x) 


ist dann relativ zyklisch vom Relativgrad 2h in bezug k. Die 
Klassengruppe G in k, zu der x) gehôürt, besitzt dann eine 


zyklische Komplementärgruppe vom Grade 2" und wir kônnen 
daher nach unserem Hülfssatz die Klassengruppe von # in der 
Gestalt : 


G tes 0 ra ST 

schreiben, wo c, eine Klasse mit der Aequivalenzeigenschaft : 
2h ; 

4) “escléintk 
ist. Indem wir die Gruppe G& ebenfalls durch eine Basis dar- 
gestellt denken und dabei alle Klassen mit ungeradem Grade als 
Einheitselement nehmen, schreiben wir das Klassensystem von z: 
b) de AS DE 1) 


e 


Es gilt der schärfere Aequivalenzbegriff; wir haben aber die 
früber unterschiedenen Klassen c und 4 jetzt in der Bezeichnung 
nicht mehr unterschieden, weil es für das Folgende nicht not- 
wendig ist. 


Der Kôrper K() gehürt zu der durch die Kongruenz 
6) z, = 0 (2%) 
charakterisierten Untergruppe von (5). Der oben genannte Kôrper 
K°' besitzt in bezug auf X die Gruppe 1”; wir bezeichen den in 
ibm enthaltenen Unterkôrper, der zur Gruppe 1, gehôürt, mit 


KT). Der letzte ist dann relativ zyklisch vom Relativgrad 


2h+l in bezug auf * und enthält KV) als Unterkôrper. Wir 
haben nachzuweisen, daB ein Kôrper von der Art des Kôrpers 
AT vicht existieren kann. 


Das Klassensystem von K! 


h) kôünnen wir in der Gestalt dar- 


stellen : 
7) Giea HiGFB hdi À B#C' (&, y = 0,1), 
wo B,,...B, Klassen bedeuten, deren Relativnormen in k in der 


Hauptklasse im engeren Sinne liegen. Die Relativnormen von 
C,,... C, fallen in k in die Klassen e,,...c, und C’ durchläuft alle 
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Klassen aus Æ(*). Denn ist C* eine beliebige Klasse aus KM), 
so muB ihre Relativnorm in bezug auf # von der Gestalt 
Ces 


e 


sein, weil K(1) zu der durch (6) definierten Untergruppe der 
Klassengruppe von # gehôrt. Es fällt also die Relativnorm von 


C*C, ®...C7* in k in die Hauptklasse im engeren Sinne und 
damit ist die Müglichkeit der Darstellung des Klassensystems von 


K1) Gurch (7) dargetan. 
Ein unverzweigter relativquadratischer Kôrper in bezug auf 


KV) jäft sich deshalb durch die Kongruenz: 
8) dtt+- ar, +0,y,+:..0b,y, = 0(2) 


charakterisieren, wo x,,y, die Exponenten in (7) bedeuten. Ich 
zeige nun zunächst, daB die zu den Kongruenzen y, = 0 (2) ge- 
hôrigen Kôrper keine relativ Galois’schen in bezug auf # sind, in- 
dem ich als Beispiel den zu y, = 0(2) gehôrigen Kôrper À wähle. 


Das Klassensystem von K4) kônnen wir mit Rücksicht auf X 
in die Gestalt 


9) BG  \Gr=0,1) 


setzen, wo G die Gruppe ist, zu der À gehôrt. Soll dann X 
relativ Galois’sch in bezug auf k sein, so muB, wenn S eine er- 


zeugende Substitution der Relativgruppe von KM) in bezug auf 
E bedeutet, 


10) SG = G 
gelten. G mu dann, wie man ganz analog wie in meiner ersten 
Mitteilung beweist, alle Klassen enthalten, die (S— 1)-te Potenzen 
von Klassen sind. 


Da die Relativnorm von B, in k in der Hauptklasse im engeren 
Sinne liegt, ist nach Satz 4 B, der (S— 1}-ten Potenz einer Klasse 
ausÆ (4) im engeren Sinne äquivalent und müfte daher selbst in 
G liegen, was zu einem Widerspruch führt. 

Auch diejenigen Kôrper, die zu Kongruenzen gehôren, in 
denen x und y gleichzeitig auftreten, kônnen nicht relativ Galois’sch 
in bezug auf Æ sein. Denn wäre z. B. der zur Kongruenz 


dt +0, Yi = 0 (2) 


gehürige Kôrper Æ* relativ Galois’sch in bezug auf #, so wäre er 
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auch relativ Galois’sch in bezug auf den Kôrper X, — (k, Vo), 
der zur Kongruenz x, = O(2) gehôrt. Dieselben Ueberlegangen 
wie oben führen dann zu einem Widerspruch. 

Aus dem Vorstehenden folgt, daB die einzigen unverzweigten 


relativquadratischen Kürper in bezug auf xt), die relativ Ga- 
lois’sch in bezug auf # sind, durch eine Kongruenz 


11) at, +.--.a,x, = 0 (2) 


definiert werden, wo die x, die Exponenten aus (7) bedeuten. Diese 
Kôürper kônnen aber nicht relativzyklisch in bezug k sein. Denn sie 


lassen sich auch durch Adjunktion von Vo zu KkU) erzeugen, WO 
œ eine solche Zahl aus # bedeutet, da8 der Kürper (4, Vw) zu der 
durch (11) definierten Untergruppe der Klassengruppe von k# ge- 
hôrt, wo die x, die Exponenten aus (5) bedeuten. 


Hiermit ist nachgewiesen, daf ein Kôrper von der Art des 


Kôrpers KT) nicht existieren kann, und dadurch ist bewiesen, 
daB in bezug auf einen Kôürper #, dessen Klassenzahl bei schärferer 
Aequivalenz genau durch 2” teilbar ist, kein unverzweigter relativ 
Abel'scher Kôrper vom Relativgrad 2° existiert. 


$ 8. 


Auf Grund der Entwickelungen dieser und der ersten Mit- 
teilung kônnen wir jetzt leicht beweisen, daB der Klassenkôürper 
der umfassendste relativ Abel’sche unverzweigte Kôrper in bezug 
auf einen gegebenen Grundkôrper ist. Es sei À der Grundkôrper 
und Xk der zugehôrige Klassenkôrper. Wäre nun ZX" ein unver- 
zweigter relativ Abel'scher Kôrper in bezug auf 4, der nicht in 
Kk enthalten ist, so kônnen wir annehmen, daB er XX enthält, in- 
dem wir Kk zu ihm adjungieren. 

Es läBt sich dann zunächst zeigen, daB der Relativgrad von 
K' in bezug auf k nicht durch eine Primzahl teilbar sein kann, 
die nicht in der Klassenzahl von k aufgeht. Denn wäre / eine 
solche Primzahl, so würde folgen, daf in bezug auf # ein unver- 
zweigter relativzyklischer Kôrper vom Relativgrad ! existieren 
müfte, obwohl die Klassenzahl von * nicht durch ! teilbar ist. 
Das ist unmôüglich; denn ist / ungerade, so gilt, wie wir früber 
gezeigt und mit Benutzung der früheren Bezeichnungen, für jeden 
relativzyklischen Kôrper vom Relativgrad ! in bezug auf k: 


1) at <t+u*—m—1+e.. 
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Ist die non hl von k zu l prim, so ist e, = 0; daher folgt 
aus (1) 
2) > m +1—+a*—é. 


Da nun v* nicht grôfer als »’ sein kann, mu notwendig { = 1 
sein, d. h. es muB mindestens ein Primideal in der Relativdiskri- 
minante aufgehen und der betrachtete Kôürper kônnte daher nicht 
unverzweigt sein. Ist ! — 2 so gilt: 


3) at <t+uw—-m—-1l+n+e.. 


Wäre nun die Klassenzahl von k auch bei schärferer Aequivalenz 
ungerade, so wäre €, = O0 und » — 0. Es würde daher folgen: 


> m + 1+ a*—1, 
daher wieder 41, woraus sich die Verzweigtheit des betrach- 
teten Kôürpers ergäbe. 

Der Kôürper XÆ' kôünnte also nur dadurch umfassender als XX 
sein, daB es eine Primzahl !, giebt, die zu einer hôheren Potenz 
im Relativgrade von X' in bezug auf # als in der Klassenzahl 
von k aufgeht. Es sei also etwa der Relativgrad von X' genau 


durch pi und der von Kk genau durch gl teilbar und k!—h. Es 
müfte dann in bezug auf X ein unverzweigter relativ Abel’scher 


Kôrper vom Relativgrad pi existieren, während die Klassenzahl 


von k nur durch pa teilbar wäre. Das ist unmôglich, wie wir in 
der ersten Mitteilung für ungerades /, und in dieser Mitteilung 
für Z, = 2 nachgewiesen haben. 
Wir kônnen daher folgenden Schlufsatz aussprechen: 
SchluBsatz: Ist Æ ein beliebiger algebraischer Zahlkôrper 
und X ein unverzweigter relativ Abel’scher Kôrper in bezug 
auf k, so ist im Klassenkôrper von XÆ enthalten. 


Über einen Konvergenzsatz. 
Von 
Edmund Landau in Berlin. 
Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 12. Januar 1907. 
Die Herren Hellinger und Tôplitz haben auf $S. 353 ihrer Ar- 
beit ,Grundlagen für eine Theorie der unendlichen Matrizen“ im 
Jahrgang 1906 dieser Nachrichten den Satz mitgeteilt : 


Es sei a, a,,... eine unendliche Folge positiver 
GrüBen; die unendliche Reihe 


ce) 
LS aa, 
=" 


konvergiere für alle Systeme positiver GrôBen 2,, 
z,,..., für welche 


ist. Dann liegt die Linearform ZL für alle jene Systeme 
&,,%,, ... unterhalb einer endlichen Schranke; es ist 
nämlich 


konvergent und 


@ [ee] 
L= »3 RENE a. 
=] {æil 


Indem ich mir einen Beweis für diesen Satz zurechtlegte, 
fand ich folgende Verallgemeinerung, welche vielleicht für die 
Zwecke der Herren Hellinger und Tôplitz nützlich sein kann, und 
in welcher der obige Hilfssatz als Spezialfall p — 2 enthalten ist. 
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Es seip eine reelle GrôBe > 1, 
a, > 0 ("1 20"); 
die unendliche Reiïhe 
Q0 


L = a, %, 
{= 1: 


sei für alle Systeme positiver GrôBen x,(i = 1,2,...) 
konvergent, für welche 


(2 
Dar. = À 


$=1 


ist. Dann liegt L für alle jene Systeme x, unterhalb 
einer endlichen Schranke, und zwar ist 


p 
(1) re 
i=1 
konvergent und 
p—1 

à Net LUS 
@) L= Suas($ a7) 

= = 


Zum Beweïse ist offenbar nur erforderlich, die Konvergenz 
der Reihe (1) zu zeigen; denn nach der bekannten Relation !) 


folgt daraus 


p—1 p—1 
S À CORTE E 2 L , ?—1 
; Ra Li] < 2 4 2 a = 2 d 
Æ ! — i—= ÿ— 


also 


und damit (2). 


1) Vergl. z. B. Hôlder, ,über einen Mittelwertsatz“, diese Nachrichten, 1889, 
S. 44; Pringsheim, ,zur Theorie der ganzen transcendenten Funktionen“, Sitzungs- 
berichte der mathematisch-physikalischen Klasse der Kôniglich Bayerischen Aka- 
demie der Wissenschaften, Bd. 32, 1902, S. 174; Jensen, ,sur les fonctions con- 
vexes et les inégalités entre les valeurs moyennes“, Acta mathematica, Bd. 80, 
1906, S. 181. 
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Gesetzt nun, die Reihe (1) wäre divergent, so setze ich 
M = 0, 


M, = > As (n = 1). 
t=1 
Dann wären die M, (n — 1,2,...) eine monoton ins Unendliche 
wachsende Folge positiver GrôBen; also wäre nach einem be- 
kannten Satz von Herrn Dinif 


T M, +” M, 
À M, 
divergent und nach einem bekannten Abel-Dini’schen Satze ?) 
= MW, Te M,, 
2 M? 


konvergent. Ich setze nun 


ist. Dann ist 


etre peer NE 
divergent, gegen die Voraussetzung. 
Damit ist der Satz bewiesen. 


Berlin, den 6. Dezember 1906. 


1) Vergl. z.B. S. 85 in Herrn Pringheims Artikel ,Irrationalzahlen und 
Konvergenz unendlicher Prozesse“, Encyclopädie der mathematischen Wissen- 
schaften, Bd. 1, 1898—1904. 

2) Vergl. den in Anm. 1 angeführten Ort. 


Ueber den allgemeinsten Begriff der cbenen 
stetigen Kurve. 


Von 


A. Schoenflies. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung am 12. Januar 1907. 


In einem auf der Stuttgarter Versammlung gehaltenen Vor- 
trag habe ich die gestaltlichen Eigenschaften derjenigen Punkt- 
mengen angegeben, die analytisch durch zwei für 0 = s £ 1 stetige 
Funktionen 

t = f(s), y = p(s) 

dargestellt werden, und damit den allgemeinsten stetigen 
ebenen Kurvenbegriff liefern. Es ist zunächst klar, daf 
diese Punktmengen geschränkt, perfekt und zusammen- 
hängend sein müssen. Als weitere notwendige und hinrei- 
chende Eigenschaft habe ich die Erreichbarkeit bezeichnet, 
die folgende Bedeutung hat. Ist J irgend ein Gebiet derjenigen 
Gebietsteilung, die durch die Punktmenge T bewirkt wird, und # 
ein Punkt von %, der zur Grenze von J gehôürt, so mu man 
jeden inneren Punkt m”» von J mit { durch einen einfachen in J 
verlaufenden Weg verbinden kôünnen') Insbesondere soll # für 
das Gebiet J allseitig erreichbar heifen, wenn die genannte 
Eigenschaft auch für jedes Teilgebiet von J erfüllt ist, zu 
dessen Grenze { gehürt. 

Dieser Satz soll zunächst für den Fall, da die Ebene durch 
die Menge T in eine endliche Zahl von Gebieten zerfällt, im 
Folgenden bewiesen werden?); ich beweise also den folgenden 


1) Ein Weg besteht aus einer endlichen Zahl von Strecken, oder aus un- 
endlich vielen, die in # ihren Grenzpunkt besitzen. 

2) Für den Fall unendlich vieler Gebiete bedarf die in meinem Vortrag ver- 
mutete Bedingung einer kleinen Modification. 
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Lehrsatz. Eine ebene geschränkte, perfekte, zu- 
sammenhängende Punktmenge %, die in der Ebene 
eine endliche Zahl von Gebieten bestimmt, ist dann 
und nur dann stetiges Bild der Strecke, wenn jeder 
ihrer Punkte, für jedes Gebiet, zu dessen Grenze er 
gehôrt, allseitig erreichbar ist. 

Bedenkt man, daf von den der Menge T auferlegten Eigen- 
schaften die ersten drei, nämlich Geschränktheit, Perfektheit, Zu- 
sammenhang unmittelbar einleuchten, und da zu ihnen als weitere 
notwendige und hinreichende Bedingung nur die allseitige Erreich- 
barkeit ihrer Punkte tritt, so dürfte in der Erreichbarkeit der 
dem stetigen Kurvenbegriff anhaftende gestaltliche Charakter seinen 
einfachsten und naturgemäfen Ausdruck gefunden haben, und in 
der That ein objektives Merkmal darstellen. 

Unter den im Satz genannten Gebieten sind einfach zu- 
sammenhängende Gebiete zu verstehen. Die im Folgenden zu be- 
trachtenden Gebiete sind stets dieser Art, auch wenn es nicht 
ausdrücklich gesagt wird. Ihre Grenze kann jedoch die mannig- 
fachsten gestaltlichen Formen haben und unterliegt sonst nur der 
im Satz enthaltenen Bedingung. 

Was die allgemeine Beweismethode betrifft, so operire ich 
auch hier zunächst mit den Eigenschaften von gewissen Polygonen, 
und übertrage sie durch Grenzbetrachtungen auf die allgemeinen 
Punktmengen. 


$ 1. Die methodischen Hilfsmittel und Hilfssätze. 


Die methodischen Hilfsmittel, die zum Beweise des Satzes 
dienen, sind im wesentlichen in meinen Beiträgen zur Theorie der 
Punktmengen’) enthalten; ich lasse sie hier in Kürze nebst einigen 
Zusätzen und in teilweise vereinfachter Form nochmals folgen. 

1. Zu jeder Menge & läft sich eine Polygonfigur 
I1 finden, die sie in einem mittleren Abstand & appro- 
ximirt. Man erhält sie am einfachsten nach einem von Runge 
angegebenen Verfahren?). Man legt dazu eine quadratische Teilung 
mit der Quadratseite 4e zu Grunde. Es giebt dann Quadrate, 
die von © frei sind, d.h. deren Inneres und Umfang keinen 
Punkt von T enthält. Diejenigen von ihnen, bei denen auferdem 
auch die sämtlichen acht anstofenden Quadrate von T frei sind, 


1) Math. Ann. 58 p. 195, 59 p. 129, 62 p. 286. 
2) vgl. Acta math. Bd. 6, S. 230. 
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bilden ein von einer endlichen Zahl von Polygonen begrenztes 
Gebiet. Diese Polygone bilden die Figur 11; die Menge T liegt 
auBerhalb dieses Gebiets. Aus seiner Definition ergiebt sich 
unmittelbar folgende Eigenschaft. Jst p ein Punkt von J1, und 
bezeichnet p (p,T) den Abstand des Punktes p von ®, 50 ist 

1) : pe<o(n D <te 

Dieser Relation halber sage ich, daB II die Menge T im Ab- 
stand & approximirt. 

2. Sei C eine geschlossene Curve, die also die Ebene in 
zwei Gebiete J(C) und A(C) zerlegt, und seien c’ und €” zwei 
von einem inneren Punkt "m erreichbare Punkte von C. Die von 
m zu ihnen führenden Wege l' und !” zerlegen J (C) in zwei Teil- 
gebiete J, und J, und C in zwei Kurvenbôgen C, und C, und 
jede zusammenhängende Teilmenge von C, der c' und €” ange- 
hôren, muB einen der beiden Kurvenbôgen als Bestandteil ent- 
halten. 

Wenn die Grenze & eines Gebietes J auBer einer geschlossenen 
Kurve C auch solche Punkte t, enthält, die Grenzpunkte nur von 
J sind, so daf 

T = C+T, 


zu setzen ist), zerfällt J durch zwei Wege l’ und l' immer noch 
in zwei Gebiete J, und J,, zu deren Grenze zwei wohlbestimmte 
Teilmengen T, und T, von Æ gehôren. Diese brauchen keine 
Kurvenbôügen zu sein. Immer aber giebt es auch in diesem Fall 
zwei Kurvenbôgen C, und C,, die f’ und t” enthalten, so daf 
jeder zusammenhängenden Teilmenge von %, der {’ und {” ange- 
hôren, einer dieser Kurvenbôgen angehôürt. 

8. Wird t’ mit t{” durch einen im Teiïlgebiet J, verlaufenden 
Weg 1 s0 verbunden, daB (Fig. 1)?) kein Punkt von 


Le EE 
T innerhalb des durch 1, /’, !” gebildeten Polygons 
liegt®), und ist w ein variabler Punkt von m, 50 
lp giebt es für die Entfernungen 6 (#,w) und o(f”,#) 


ein Maximum e, und für alle durch J, laufenden 

Wege tw dieser Art hat e eine untere Grenze 7. 

Fig .1. Sie soll die zu t’ und {” für das Gebiet J, zuge- 
hôrige Wegdistanz heifen‘) Auf der Grenzmenge 7, von J, 


1) wie z.B. ein Kreis mit einem seiner Radien. 

2) Die Figuren sind nur schematisch gezeichnet. 

3) Diese Wege machen die früher benutzten Rückkebrwege (Beiträge III, 
p. 300) entbehrlich. 

4) Frübher als Ausbiegung bezeichnet. 
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giebt es mindestens einen Punkt r, dessen Abstand von t’ oder t" 
den Wert n hat. 

4. Eine Folge {f,} von Punkten, die zur Grenze jeines Ge- 
bietes J gehôren, für J erreichbar sind, einen Grenzpunkt #, 
besitzen, deren Abstände von {, mit wachsendem v abnehmen, und 
die so liegen, daB der zu t, führende Weg !, zwischen /,, und L,., 
liegt, habe ich einfache Folge genannt. Jede Teilmenge von 
{t,}, deren Indizes wachsen, ist selbst eine einfache Folge. 

Durch 

1) J,, 2) 7,, 8)C, 4 E, 


bezeichne ich 1) das durch /, und !,,, bestimmte Teilgebiet von YJ, 
das keinen Weg /, enthält, 2) den zur Grenze von J, gehôrigen- 
Bestandteil von T, 3) den zugehôrigen Kurvenbogen, der auch mit 
T, identisch sein kann, sowie endlich 4) den Streckenzug, den Y, 
von dem approximirenden Polygon $ abschneidet. Ferner be- 
zeichne ich durch 


T=ËT, = Do À, 
1 = v=àÀ 


diejenigen Teiïlgebiete von J, denen die inneren Punkte aller unter 
dem Summenzeichen stehenden Teilgebiete zugehôüren; endlich 
sollen 


T, Tu To; Ps, Be; Po) 


die diesen Gebieten entsprechenden Teilmengen von T resp. $ 
sein, die naturgemäB stets abgeschlossen sind. 

Die Mengen 7, kônnen sowohl unter sich, wie mit 7, Punkte 
gemein haben!) Eïiner besonderen Erôürterung bedarf nur der fol- 
gende Fall. 

6. Es Ist môglich, daB alle Mengen T, mit T, einen für sie 
alle erreichbaren Punkt { gemein haben, dann ist abert der 
einzige Punkt dieser Art. Zieht man nämlich 
(Fig. 2) in J,, und J,,, je einen Weg l, und /!,, 
zu t, 80 bilden diese Wege ein Polygon P,. Dieses 
Polygon schlieft das Gebiet J, notwendig ein, denn 
da ?, und ?,,, die Wege !! und //_, nicht kreuzen, 
muB der Endpunkt von /, und !,,, entweder inner- 
halb P} liegen oder in { fallen. Daher fällt auch die Fig. 2. 
Grenzmenge 7, — von t abgesehen — in das Innere von P. 


1) Beiläufig bemerke ich, da8 alle Punkte von T, den einzelnen Mengen 
T, angehôren kônnen. 
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Da aber andrerseits kein Punkt einer Menge 7,,, und daher auch 
kein Punkt von 7, innerhalb von P/ enthalten ist, so ist damit 
die Behauptung bewiesen. 

Das gleiche gilt, wenn überhaupt unendlich viele Teilgebiete 
J, einen Punkt { von 7, gemein haben. Man braucht nämlich 
nur je eine gewisse Zahl consecutiver Gebiete J, zu einem Gebiet 
J} zusammenzufassen, so wird dadurch dieser Fall auf den vorigen 
zurückgeführt. 

Die hier betrachteten Teilgebiete von J sind die- 
jenigen, auf die man sich für den Beweis des obigen 
Satzes methodisch beschränken kann, was daher in Fol- 
gendem geschehen soll. 

6. Für jedes Gebiet J, giebt es eine zu t, und #,,, gehôürige 
Wegdistanz »,. Ist H ïihr oberster Limes, so brauchen die #, 
nicht direct gegen H zu convergiren. Man sieht aber leicht, daf 
man aus der Folge {{,} eine einfache Teilfolge {#,} so ausscheiden 
kann, da die zu je zwei consecutiven Punkten té! und f!,, gehôrigen 
Wegdistanzen 7, sich schliefilich beliebig wenig von H unter- 
scheiden; bei vorgegebenem 6 giebt es dann ein N, so daf für 


jedesv>N 
H-6<<H+6o 


ist. Eine solche Folge {f!} soll reduzirte einfache Folge 
heifen; ich setze fest, daB die im Folgenden zu betrachtenden 
Folgen stets reduzirt sind. Für sie hat auch jede Teilfolge 
{#} die Figenschaft, da8 für jedes »—N die obige Relation 
besteht. 

GemäB 3) enthält jede Menge 7, mindestens einen Punkt 7,, 
dessen Abstand von é, resp. £,,, gleich ", ist. Diese Punkte 7, 
liefern auch einen zu 7, gehôrigen Punkt v,, so da p(£,, 7.) 
=) ist. 

7. Ich führe noch folgende Bezeichnung ein. Sind f' und {” 
zwei Punkte der abgeschlossenen Menge €, so soll das Maximum 
von @({’,{”)!) die grôBte Breite von & oder kurz Breite von 
& heifen und durch 8(®) bezeichnet werden. 

Wenn dann die Mengen 


eine Grenzmenge %,, haben, und wenn für jedes » 
8 (&,) > e ist, so ist B(T) Ze. 


1) Durch e(t,t”) oder durch #,t” bezeichne ich die Entfernung von #’ 
und t”. 


über den allgemeinsten Begriff der ebenen stetigen Kurve. 33 


8. Wie ich an anderer Stelle bewiesen habe!), kann man das 
Gebiet J so in eine endliche Zahl von Teiïlgebieten J, zerlegen, 
da die in den J, enthaltenen Streckenzüge P, die Eigenschaft 
haben, daB die Breite 8B(P,) mit & gleichmäfig gegen Null con- 
vergirt. Sei d, das Maximum der Entfernung eines Punktes £, 
der Menge 7, von P, und D das Maximum aller 4, ; sei also 


e (tx, Pr) = dy = D. 


Wenn dann $, eine Folge von Polygonen ist, die gegen die 
Menge ZT approximiren, so sollen sie gleichmäBig gegen T 
convergirend heiBen, falls mit &, auch D, gegen Null conver- 
girt. Bei gegebenem 6 kann man dann ein N finden, so da für 
v > N die Relation 


2) (br) Pr) < 6 


für jedes Teilgebiet JY, resp. jeden Punkt {} seiner Grenze 
TY und den zugehôrigen Streckenzug PŸ erfüllt ist. 

Die Einführung der gleichmäfigen Konvergenz der Polygone 
B, stellt dasjenige neue Hilfsmittel dar, das mir die Führung des 
Beweises wesentlich erleichtert hat. 

9. Sind endlich #',#"”,...#® Punkte in endlicher Zahl, die für 
das Gebiet J erreichbar sind, so kann man «& so bestimmen, daf 
das Polygon $ die Punkte {® sämtlich approximirt, was einer 
näheren Begründung nicht bedarf. 


$ 2. Sätze über Erreichbarkeïit und gleichmässig convergirende 
Polygonfolgen. 


Ich schicke zunächst einen leicht beweisbaren Hilfssatz über 
gewühnliche Streckenzüge voraus. 

Hülfssatz: Sei $ ein gewôhnliches Polygon, M ein äuferer 
und À, und B, zwei innere Punkte, endlich p = M... 4, und 
q — M... B,zwei Streckenzüge, die sich nicht kreuzen, so kann 
man von M aus zwei Wege l' und !” ziehen, die durch p und q 
getrennt werden, und in das Innere des Polygons eindringen. 
Diese Wege kreuzen das Polygon innerhalb zweier eindeutig be- 
stimmter Streckenzüge p' — 4'...B’ und p" — 4"...B". Der 
eine von ihnen — es sei À’... B’ — bestimmt mit den Weg- 
stücken M... 4’ und M... B’ ein Polygon ?’, das die Punkte 
A, und B, ausschlieft. Auch gehôürt kein innerer Punkt von 
A'...B' den Wegen p oder q an. Läft man diese Wege nicht 
von M, sondern von zwei verschiedenen Punkten M und N aus- 


1) Math. Aun. 62, S. 310. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1907. Heft 1. 3 
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gehen, so tritt an die Stelle des Polygons ein analoger Strecken- 
zug, der p’ enthält und M und N verbindet. 

Diese Eigenschaft kann sich nicht ändern, wenn man die 
Streckenzüge p und q über À, und B, so verlängert, daB die Ver- 
längerang innerhalb von $ liegt. Der Satz bleibt insbesondere 
auch dann noch bestehen, wenn man À, und B, mit demselben 
Punkt P innerhalb $ durch Wege verbindet, die in ? einen 
Grenzpunkt haben. 

Hieraus folgt fast unmittelbar der folgende 

Satz 1: Ist |f,} eine einfache Punktfolge, deren Wegdistanzen 
”, gegen Null convergieren, so ist ihr Grenzpunkt é, für das 
durch sie bestimmte Teilgebiet J, erreichbar. 

Seien nämlich t#,, und t#, die Wege, die in den Gebieten 
J,_, und J, von f, zu /,, und von é, zu 4#,,, fübren, und sei w, 
resp. w,, je einer ihrer Punkte. Legt man nun um f, ein Quadrat 
der Seite &, das die übrigen Punkte f, sowie w, und w,, aus- 
schlieBt, so bestimmen dem Hilfssatz zufolge die Punkte w, und w,., 
mit Teilen der Wege w,, und tv, und einem Teil des Quadrats einen 
Streckenzug, der teils zu J, teils zu J,._, gebôrt und dadurch dem 
Hilfsatz gemäB eindeutig bestimmt ist. Wird dies für alle Werte 
1—1<v<N ausgeführt, so ergibt sich ein zusammenhängender 
Streckenzug, der in J,, ($ 1,5) enthalten ist. Da nun sowobl #, 
als auch e, für wachsendes » gegen Null convergiert, so hat 
dieser Streckenzug nur einen Grenzpunkt, nämlich t, während 
er zugleich ganz in J, liegt. 

Satz 2: Falls die Polygone $, gegen die ‘rerze & des Ge- 
bietes J gleichmäBig convergiren, sind alle Pankte von © all- 
seitig erreichbar für J. 

Wenn nämlich ein Punkt { von & für ein Teilgebier ’ nicht 
erreichbar ist, kann es nach Satz 1) keine Folge 4, mit { als 
Grenzpunkt geben, deren Wegdistanzen », gegen Null convergiri 1. 
Die 7, besitzen daher für jede derartige Folge einen Limes H > 0; 
die Folge denken wir uns in reduzirter Form angenommen. 

Zur Grenze des durch diese Folge bestimmten Gebietes J, 
gehôrt sowobl f, wie auch der Punkt r,, für den p(r,,t) — H 
ist ($ 1,6). Beide Punkte gehôren also auch zur Grenze jedes 
Gebietes J,,. Sei nun $ irgend eines der approximirenden 

Polygone, so wird der in J, enthaltene Teil ?, von 
ax den Wegen /, in Punkten », gekreuzt, die einen zu 
bu de: gehürigen Grenzpunkt P, besitzen gegen den sie 

rase von der gleichen Seite convergiren. Wir kônnen daher 
Fig. 5. (Fig. 8) N resp. ein Gebiet J,, so bestimmen, daf für 
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den Streckenzug P,, die Relation 


B (P,) < 6 
besteht. Andererseits ist, wie unmittelbar evident, 
4) H = Qt) < (6, Pr) + 0 (Tous Pr) + 8 (Prw) 


es muB daher mindestens eine der beiden GrôBen po (t, P,.) und 
ets, P,) grôBer als 4 (H— 6) sein. 

Da nun $ ein beliebiges Polygon war, so würde es, falls # 
für J’ nicht erreichbar wäre, für jedes Polygon $ ein Teilgebiet 
Jw Von J' geben, in dem der Maximalabstand o(f, P,.) grôBer als 
eine endliche positive GrüBe bliebe; d.h. die Polygone conver- 
girten nicht gleichmäBig. 

Satz 3: Ist die Grenze Æ des Gebietes J allseitig er- 
reichbar, so convergiren die in J approximirenden Polygone gleich- 
mäBig gegen T. 

Falls die Polygone nämlich nicht gleichmäBig convergiren, os 
giebt es für unendlich viele von ihnen je ein Teilgebiet J, so daB 
für einen Punkt { seiner Grenze und den es durchziehenden 
Streckenzug P 


5) ef, P)>e—0 


ist. Sei noch p der Punkt, in welchem der in J zu t führende 
Weg ! den Streckenzug P kreuzt. 

Sei nun $° die bezügliche Polygonfolge, seien 
PB — RP und P® — B, zwei dieser Polygone, 
so daf &,<e, ist, und seien t’ resp. {” zwei 
Punkte der Grenze von J, und J, (Fig. 4), für die 


e(t, P)>c und eff”, P)=>e 
ist’). Wir wählen nun das Polygon R® — , 
insbesondere so, dafi es in dem in $ 1,2 ge- Fig. 4. 
nannten Sinn auch den Punkt {’ approximirt; es giebt dann ein 
gewisses Teilgebiet J}, zu dessen Grenze {’ gehôrt, und so daf 
für einen Punkt y, von PF, 


o(,r,) = of, P)<$E, 
ist, wo p} zugleich der Kreuzungspunkt von !’ mit P} ist. Endlich 
sei J'' das durch die Wege l’ und /” bestimmte Teilgebiet*), s0 
daf der zugehôrige Streckenzug 7” die Endpunkte », und p, hat. 


1) Es ist klar, da £’ und £” verschieden von einander gewählt werden künnen. 
2) Es giebt zwar zwei, doch kommt für das folgende immer nur ein be- 
stimmtes in Betracht. 


3* 
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In dem durch die Punkte #',{”,p,,p} gebildeten Viereck ist 


dann mine. 
6) lp, <lt+ pit +p;ps. 
Nun ist aber 

PSS) HP S4a PR > 
folglich ergiebt sich 
7) e<t#"+B(P')+88. 


Man wähle nun wieder ein Polygon $% — R, so aus, da 
es den Punkt {” approximirt und daf für ein Teilgebiet J, und 
einen Punkt f” seiner Grenze 


eo”, P)>e 


ist, und setze dies unbegrenzt fort, so erhält man eine Folge 
ride so da für je zwei consecutive Punkte eine Relation der 
Form 7) gilt. Aus ihr kann man eine eïnfache Folge Îr,} aus- 
wählen, die den Grenzpunkt r, haben môüge. Beachtet man 
nun, daB mit ®$% — %, auch jedes Polygon $® den Punkt # 
approximirt, wenn @ = À ist, ebenso den Punkt {”, falls o = w ist, 
u.s.w., s0 folgt, daB die Relation 7) für je zwei consecutive 
Punkte der Folge {r,} Geltung hat. Nimmt man nun wieder N 
s0, daB p(r,,t,,,) <6 ist, bei gegebenem 6 und für v = N, so wird 


8) B(P)>e—d—8e,. 


Nun gehôrt aber zur Grenzmenge T', des durch die Folge 
Îr,} bestimmten Teilgebietes J!, jeder Punkt, der Grenzpunkt der 
Streckenzüge P°® ist. Daher ist notwendig auch ($ 1,7) 


BTE e, 


so daB sich 7”, nicht auf einen Punkt reduciert. 

Sollte nun ein Punkt # von T!, für jedes Teiïlgebiet J! und 
damit auch für jedes Teilgebiet J!, erreichbar sein, so kann doch, 
wie wir oben sahen, ($ 1,5) nur ein solcher Punkt existieren. Seien 
nun {’ und {” zwei von diesem eventuellen Punkt { verschiedene 
Punkte von 7°, so kann man N 80 finden, daB #’ und ?” für v—N 
zur Grenze keines Gebietes J'} gehôren, wohl aber zur Grenze 
von Jun Ist nun $ irgend ein die Menge T approximierendes 
Polygon und sind }, seine Kreuzungspunkte mit den zu den 
Punkten r, führenden Wegen, so kann ein Weg, der in J!,, zu f! 
oder {” fübrt, das Polygon $ niemals zwischen zwei Punkten L, 
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und /?, kreuzen, vielmehr müfte der Kreuzungspunkt notwendig 
auf ?, fallen. Dies ist aber ebenfalls unmüglich, da sonst die zu 
t’ und #” führenden Wege identisch wären. Es kônnen also nicht 
beide Punkte #! und #” für J!, erreichbar sein, obwohl sie zu 
seiner Grenze gehôüren. Dies ist aber ein Widerspruch und der 
Satz damit bewiesen. 


$ 3. Beweis des Satzes für den einfachsten Fall; die Menge 
ist eine geschlossene Kurve. 


Lehrsatz. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, da$ eine geschlossene Kurve eindeu- 
tiges und stetiges Bild der Strecke 0O<s<i ist, be- 
steht in der allseitigen Erreichbarkeit ihrer Punkte. 

Eine geschlossene Curve € ist so definirt, daf sie die Ebene 
in ein äuferes Grebiet A(C) und ein inneres Gebiet J(C) zerlegt, 
so daf jeder Punkt von © gemeinsamer Grenzpunkt von J und 
X ist. 

Ich beweise zunächst, daf die Bedingung notwendig ist. Sei 
le,} eine einfache Folge von Punkten, die von einem inneren Punkt 
m erreichbar sind, mit dem Grenzpunkt c,, so ist zu zeigen, daf 
auch c, von #1 aus erreichbar ist. Man wähle nun irgend einen 
Punkt s, der Strecke aus, dessen Bildpunkt c, ist so haben die 
so ausgewählten zu den Punkten c, gehôrigen Punkte s, mindestens 
einen Grenzpunkt s,, und man kann links oder rechts von s, un- 
endlich viele Punkte s, so auswählen, daB s, ihr einziger 
Grenzpunkt ist. Sei S die bezügliche Punktmenge, und sei 5, 
einer ihrer Punkte, so giebt es notwendig einen ersten Punkt 5, 
zwischen s,, und 5,,, sodaB +, = v, ist, ebenso einen ersten Punkt 
zwischen s,, und s,, so daf v, = v, ist u. s. w. Seien 


She 1, 


L2 


, 


diese Punkte, so wird ihnen auch eine Teilmenge von {c,} ent- 
sprechen, deren Indices wachsen, sie sei {c,}. 

Der Strecke s! s! entspricht nun notwendig eine zusammen- 
hängende Teilmenge ©, der geschlossenen Curve €, die die 
Punkte c! und c! enthält; ihr gehôrt daher notwendig mindestens 
einer der beiden Kurvenbôügen an, die gemäB $ 1 durch die Punkte 
c! und c, bestimmt werden. Diese Kurvenbôgen seien C, und C;; 
C, sei derjenige, der keinen Punkt «/ aufer « und c, enthält. 
Dasselbe gilt für die Strecke s, s;; ihr entspricht eine zusammen- 
hängende Teilmenge ©, von ©, der mindestens einer der beiden 
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durch r! und c! bestimmten Curvenbôgen C, und C; angehôrt, wo 
wieder C, keinen Punkt r, aufer c, und c, enthalten soll, und das 
gleiche gilt für jedes Intervall s!s/,,. Wählt man nun auf den 
Teilmengen 


9) G,,6,,...6,,… 
je einen Puankt ; 
10) EAU Are PE 


beliebig aus, so entspricht ihnen mindestens je ein Bildpunkt 


11) TT à 


vire. 


auf den Strecken s! s!, si; s!... Diese Punkte haben aber den 
Puankt s, als Grenzpunkt. Wegen der Stetigkeit müssen daher 
die Punkte c, den Punkt c als Grenzpunkt haben. Dies gilt, 
in welcher Weise man auch die Punkte c« auf den Teil- 
mengen ©, wählen mag. 

Daraus folgert man aber leicht, da der Punkt c erreichbar 
sein muf. Um dies in aller Form darzutun, kann man folgender- 
mufen verfahren. 

Sei wieder ($ 1,4) J' = J, das durch die Wege l! bestimmte 
Teilgebiet von J, sei J” das Complementärgebiet und seien ©’ resp. 
€” die zugehôrigen Teilmengen von ©, so ist klar, da8 jeder 
Curvenbogen C' die Menge €” als Teilmenge enthält. Es ist 
daher zunächst ausgeschlossen, daB €” in unendlich vielen Teil- 
mengen 6, als Bestandteil enthalten ist, da sonst dem obigen zu- 
folge dem Punkt s, alle Pankte von ©” entsprechen müssen. 
Es mao daher eine Zahl N geben, von der Art, daB für »=>N 
jede Teilmenge ©, den Curvenbogen C, als Bestandteil enthält. 
Wenn nun aber der Punkt c nicht erreichbar ist, so haben nach 
$ 1,6 die bezüglichen Curvenbôgen C, mehr als einen Grenzpunkt 
und jeder dieser Grenzpunkte müfte wiederum dem Punkt s, ent- 
sprechen, was nicht môglich ist. 

Dasselbe läft sich in gleicher Weïise für das äuBere T'eil- 
gebiet nachweïsen. Damit ist zunächst gezeigt, daf die im Satz 
genannte Bedingung notwendig ist. 

Wir zeigen nun, daB sie auch hinreichend ist. Dazu benutze 
ich diejenige fortgesetzte Zerlegung von J in Teilgebiete, die ich 
in meinen Beiträgen ausführlich erôrtert habe. Man kann danach 
wenn man das approximirende Polygon $ beliebig annimmt, das 
Grebiet J so durch Wege !, in Teilgebiete J, zerlegen, daB für 
jedes J, resp. für den zugehôrigen Streckenzug P, die Relation 
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besteht, wo Ô mit « gleichmäBig gegen Null convergirt') Ueber- 
dies tritt die fortgesetzte Zerlegung in Teilgebiete immer 80 ein, 
daf jedes J, wieder in gewisse Teilgebiete J,, zerfällt u.s.w. 
Ich bezeichne noch die Punkte von $ und €, die durch die Wege 
l, bestimmt werden, durch »,, resp. c,, und setze, wie oben, falls 
ce, ein Punkt des Curvenbogens ©, ist. 


12) eu PJ ZA; d,<D. 
Man kann nun das Polygon $ durch zwei stetige Funktionen 
18) z = f(s), y = p(s) 


stetig auf die Strecke 0 £ s < 1 abbilden, z. B. s0, daf man die 
Strecke durch die Punkte s, in so viele gleiche Teile teilt, als 
die Zahl der Gebiete J, beträgt und den Intervallen, die 6, 
heïfen sollen, die Streckenzüge P,, von irgend einem anfangend, 
consecutiv entsprechen läft. Ferner soll die herzustellende Ab- 
bildung der Curve © auf die Strecke so bewirkt werden, daB den 
Punkten s, die Punkte c, und den Intervallen 6, die Curvenbôgen 
C, zugewiesen werden, was eine erlaubte Festsetzung ist. 

Nun sei wieder {$°} eine gegen © approximirende Polygon- 
folge, so gelten für jedes $° die Relationen 


e (cs, PE) <dÿ € D° 


und es convergirt wegen der gleichmäfigen Konvergenz D° mit 
wachsendem » gegen Null. Daraus folgert man leicht, daf die 
Funktionen 

z=f,(6) y = p.( 


gleichmäBig gegen zwei Grenzfunktionen convergiren. 

Sei nämlich J'Y ein durch $° bestimmtes Teilgebiet, und J® 
ein solches, das für pv durch $% bestimmt ist, und das zu- 
gleich Teilgebiet von Jy ist. Ist dann c ein Ponkt, der sowohl 
zu C}, wie zu C#® gehôürt, so hat man 


CAP) SD Po (0) PRY =D 
Sind daher p°” und p® irgend zwei Punkte von P} und P, 80 
ist offenbar 
14) o(p°,p°)<D°+D°+8(P%)+8(P°)<D°+D%+0+06%); 


1) vgl. Math. Ann. 62, S. 310. Es genügt z. B. d 24e zu wählen. 
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eine solche Relation gilt daher auch für zwei solche Punkte von 
P® und P®, die demselben Wert von s entsprechen. Da aber 
mit e, auch D° und 0° gegen Null convergirt, so ist damit die 
gleichmäBige Konvergenz der Funktionen f,(s) und æ,(s) dargetan. 
Nach einem bekannten Satze bestimmen sie daher zwei stetige 
Grenzfunktionen 


15) D = fa(s), y = p(s), 


und es ist nur noch zu zeigen, daB diese Funktionen die Curve € 
darstellen. 

Dazu bemerke ich zunächst, daf auch die Breite der Curven- 
bôügen CŸ gegen Null convergirt. Für irgend zwei Punkte 
c, und c, von CŸ ist nämlich, wie unmittelbar ersichtlich, 


16) ete, 4) £e(c,, Pr) +o(é, P$)+8(P%) < 2D°+8°, 


woraus die Behauptung folgt. 
Bezeichnen wir noch durch 


17) Os Oyrs Oum * ++ 


die auf der Strecke durch fortgesetzte Teilung entstehenden Inter- 
valle, so daB jedes 6,, ein Teilintervall von 6, ist, u.s.w. und 
durch $S, die von ïihren Endpunkten auf der Strecke gebildete 
dichte Menge. Sind dann 


18) Ce, Cu Cr CRC LS 


die entsprechenden Curvenbôgen, so ist auch C,, für jedes ? Teil- 
menge von C, u.s.w. und wegen lim 8B(CŸ) — O0 ist auch die 
von ihren Endpunkten auf © bestimmte Menge C. überall dicht. 
Jeder Punkt s' der Strecke ist nun einziger gemeinsamer Punkt 
gewisser Intervalle 17) mit wohlbestimmten Indices x, {, m, ... 
Die entsprechenden Curvenbôgen 18) haben andererseits die Eigen- 
schaft, daB jeder eine Teilmenge des vorhergehenden ist, und da 
ihre Breite gegen Null convergirt, sie kônnen daher ebenfalls nur 
einen Punkt c' gemein haben, den wir dem Punkt s' zu ordnen. 

Damit haben wir eine eindeutige und stetige Beziehung 
zwischen der Strecke und der Curve hergestellt. Da aber bei 
dieser Beziehung den Punkten von $S, dieselben Punkte von € 
entsprechen, wie bei dem Funktionenpaar 15), so stellen diese 
Funktionen wirklich die Curve € dar. 

Aus dem Vorstehenden ziehen wir noch die Folgerung, da 
die allseitige Erreichbarkeit der Punkte von & entweder nur für 
J oder nur für % bekannt zu sein braucht und daf das eine 
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eine Folge des andern ist. In der Tat, wenn alle Punkte 
von © von J aus allseitig erreichbar sind, so läBt sich T durch 
stetige Funktionen x = f(s), y — q(s) darstellen und nunmehr 
folgt die Erreichbarkeit ihrer Punkte auch für Y. 

Dies gestattet die Umkehrung des Jordanschen Curvensatzes 
etwas zu modificiren. Denn man braucht auch für ibn die all- 
seitige Erreichbarkeit nur für J oder nur für  vorauszusetzen. 
Inhaltlich wird übrigens der Satz selbst dadurch nicht modificirt. 
Denn die hier vorausgesetzte allseitige Erreichbarkeit für J 
oder X ist mit der einfachen Erreichbarkeit für J und Y identisch. 
Es ist aber methodisch zweckmäBig, hier mit der allseitigen d. h. 
also für jedes Teiïlgebiet verlangten Erreichbarkeit zu operiren. 

Bemerkung. Es ist klar, daf man die Curve © so auf die 
Strecke abbilden kann, daf man den Punkten 0 und 1 be- 
liebige Punkte €, und c, entsprechen läft. 

Zunächst leuchtet ein, daf dies für ein Polygon môüglich ist; 
naturgemäB wird dabei ein Teil des Polygons mehrfach abgebildet. 
Werden nun die Wege !, und /, gezogen, so hat man nur die Po- 
lygone $, in entsprechender Weise auf die Strecke abzubilden, d.h. 
so daf immer die Punkte p® und »® den Punkten O0 und 1 ent- 
sprechen. Man kann sogar jedes Polygon in dieser Weise beliebig 
oft durchlaufen und kommt stets zu einer analogen stetigen Dar- 
stellung der Curve. 


$ 4 Beweis für den Fall, dass die Menge € nirgends dicht ist 
und die Ebene in hôchstens zwei Gebiete zerlegt. 


Sei jetzt J irgend ein einfach zusammenhängendes Gebiet und 
T seine volle Grenze, so daB © auch Punkte enthalten kann, die 
Grenzpunkte nur von J sind, und sei wieder T stetiges Bild 
einer Strecke, alsdann lassen sich die Betrachtungen von $ 3 fast 
unmittelbar übertragen. Dies beruht darauf, daf gemäB $ 1,6 zwei 
erreichbare Punkte {’ und #” immer noch zwei Curvenbôgen C 
und C’ definieren, und daf jede zusammenhängende Teilmenge 
von ©, die die Punkte #’ und ‘” enthält, notwendig einen dieser 
beiden Curvenbügen als Bestandteil enthalten muf. 

Sei nun wieder {{,} eine einfache Folge, deren Punkte von 
einem innern Punkt " erreichbar sind. Nimmt man dann wiederum 
zu jedem Punkt f, je einen entsprechenden Bildpunkt s, beliebig 
an, so kann man wiederum genau wie vorher die Folge {f,} und die 
Folge }s!} bilden und an sie dieselben Schlüsse knüpfen. Dem 
Intervall s! s, muB nämlich wiederum eine zusammenhängende 
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Teilmenge von T entsprechen, der die beiden Punkte #; und # 
angehôren, und diese Teilmenge 7, enthält daher wiederum min- 
destens einen der beiden bezüglichen Curvenbôügen C} resp. C; 
C\ sei wieder Grenze desjenigen (ebietes, das keinen Weg [, im 
Innern enthält. Dasselbe gilt wiederum für die Strecken 5,5! 
u.s. Ww. Die weïiteren Schlüsse bleiben unverändert, sie beruhen 
auch hier darauf, da die beliebig herausgegriffenen Punkte 11) nur 
den einen Grenzpunkt s, haben und daf daher beliebige auf den 
Teilmengen 7,, T, herausgegriffene Punkte ebenfalls nur einen 
Grenzpunkt und zwar t besitzen kônnen. 

Diese Betrachtung ist unverändert übertragbar auf den Fall, 
daB an die Stelle des Gebietes J(T) das Gebiet A(T) tritt, sowie 
auch auf den Fall, daB die Punktmenge © eine Gebietsteilung 
überhaupt nicht bewirkt. Die einzige Modification, die im letzt- 
genannten Fall eintritt, ist die, das zwei Wege, die von einem 
Punkt # zu zwei Punkten von & führen, nicht zwei, sondern nur 
einen zusammenhängenden Curvenbogen bestimmen kônnen, dem 
sie angehôren, was jedoch den Beweis in keiner Weise beeinfluft. 

Der zweite Teil des Beweises überträgt sich zunächst un- 
mittelbar auf jedes einzelne Gebiet, da für ihn die Eigenschaft, 
ob © eine geschlossene Curve ist oder nicht, nirgends benutzt 
wird. Der Fall, daf ® eine Gebietsteilung nicht bestimmt, ist 
damit unmittelbar erledigt. Falls aber € ein Gebiet J und ein 
Gebiet A bestimmt, so läft sich zunächst die Grenze von J und 
von {À durch je ein Funktionenpaar f(s), q(s) resp. f.(s), g,(s) dar- 
stellen, für 0Z<s<Ss, und s, <s<1l; auch kônnen wir es, wie 
wir eben sahen, so einrichten, daBf dem Pankt s, bei beiden 
Funktionenpaaren ein und derselbe Punkt von T entspricht, der 
gemeinsamer Grenzpunkt von J und Y ist. Damit ist dann aber 
auch © selbst durch zwei stetige Funktionen dargestellt, nebenbei 
bemerkt in der Weise, daf jeder Punkt, der gemeinsamer Grenz- 
punkt von J und Y ist, zu mindestens zwei Werten von s gehôrt 
(von s, eventuell abgesehen). 

Es ist klar, daB die am Schluf von $ 3 enthaltene Bemerkung 
auch auf den vorliegenden Fall ausdehnbar ist. 


$ 5. Die Menge © ist ein von einer geschlossenen Curve 
begrenztes (Peanosches) Gebiet. 


Ist T ein von einer geschlossenen Curve begrenztes Gebiet, 
wie das Peanosche Quadrat, so kommt die Erreichbarkeit nur für 
die Punkte der Gebietsgrenze in Frage, und es gilt der Satz: 
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Ein von einer geschlossenen Kurve begrenztes ab- 
geschlossenes Gebiet ist dann und nur dann stetiges 
Bild der Strecke, wenn die geschlossene Kurve eine 
einfache Kurve ist. 

Um den ersten Teil des Satzes zu beweisen, genügt der 
Nachweiïs, daB alle Punkte der Grenzcurve € vom äuferen Gebiet 
A (C) aus erreichbar sind; gemäB $ 8 sind sie es. dann auch von 
J(C). 

Die bisher benutzte Beweismethode bedarf hierzu einer Mo- 
dification. AufBer den beiden Curvenbôügen C und C,, die gemäB 
$ 1, durch zwei Punkte c' und c'' von © bestimmt werden, giebt 
es jetzt nämlich noch andere zusammenhängende Teilmengen von 
T, denen c’ und €” angehôren, und zwar solche, die durch das 
Gebiet J(C) fübren. Daher verlieren die früheren Schlüsse ihre 
unmittelbare Anwendbarkeit. 

Seien nun zunächst {’ und #” irgend zwei von { erreichbare 
Punkte, À ein durch die Wege l' und /" bestimmtes Teilgebiet 
von Y und C der zugehôürige Kurvenbogen. Sei ferner 7 das 
Maximum der Abstände @(c,t’), wo c ein Punkt von C ist, so kann 
man auf dem Bogen C einen für { erreichbaren Punkt r 50 
bestimmen, daB bei beliebigem 6 


19) En —-6<e(t,t)<kr+o 


ist; und falls noch 7’ ein solcher Punkt von C ist, für den 
o(t’,1t") —= 9! ist, hat man noch 


19a) o(r’,t)>kn—0. 


Wenn nun ein Punkt { von © für ein Teilgebiet von À nicht 
erreichbar sein sollte, so construiren wir zunächst wieder eine 
Folge !t,} mit # als Grenzpunkt und bestimmen für das von den 
Wegen /, und ?,.,, gebildete Teilgebiet') À, die eben definirten 
zu den Punkten {, zugehôrigen Punkte r,. (Fig. b). RS à 
Falls dann die Punkte r, nicht von selbst eine ein 
fache Folge bilden, so kann man doch eine Teilfolge ‘%+|/|% 
dieser Art von ihnen absondern und alsdann eine 
Teilfolge von {f,} so bestimmen, daB die Punkte beider %., 
Folgen abwechselnd auf einander folgen. Der Einfach- Fig. 6. 
heit halber werde angenommen, da8 {f,} und {r,} bereits diese 


1) vergl. die Anmerkung auf S. 86. 
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Eigenschaft besitzen. Wir bestimmen dann noch zu ihnen die 
oben definirten Punkte 7;. 

Für beliebiges 6 läft sich dann ein geeignetes N finden, so 
daB für jedes v > N 


M > M — 6; Ty Tyy € D l, toy < 0 


ist und demgemäf die folgenden Relationen bestehen 


20) 44>4m-30, bus To > 4 N = 8 
21) > EME tin > EME. 


Aus den beiden letzten folgt zunächst, daB mit & auch der 
Grenzpunkt r, der Folge {r,} unerreichbar ist, und zwar ist die 
zugehôrige Wegdistanz sicher grôfer als À H—$0. 
= Auf die Folgen {t,} und !r,} wenden wir nun die oben be- 
nutzte Beweismethode an. Zwei Punkte r, und #,,, bestimmen 
zunächst wieder zwei Kurvenbügen C, und C!, deren Breite, falls 
t unerreichbar ist, nicht gegen Null convergirt, was ebenso folgt, 
wie in $3. Das gleiche haben wir für jede andere zusammen- 
hängende Teilmenge T!} von T nachzuweisen, die +, und r,,, ent- 
hält, der also auch Punkte von J(©) angehôren. Sei dazu $ ein 
Polygon, das die Kurve © von Ÿ aus so approximirt, daB auch 
Ty Tony UN f,,, von ibm approximirt werden, sei À, das Teilgebiet, 
das die zu +, und r,,, führenden Wege 4, und 4,,, bestimmen, 
P, wieder der zugehôürige Streckenzug, endlich x,, x,,,,p,,, seine 
Kreuzungspunkte mit den Wegen 1,,4,., und ?,,,, so da ($ 1,8) 


TTL RE, Toys Ty CRE lus Din << Ÿ E 


ist. Man hat dann weiter 


Ty Dy41 > Lu La GE bou Pr) TyDyrs >< LEE T, = bou Py#1 


und daher 


22) Ton bin > EM SC —EE, TPn>tm—So—ée. 

Die Wege 1,,4,,, und P, bestimmen nun ein Polygon, und 
die Menge T} liegt auBerhalb dieses Polygons. Man kann daher 
ein die Menge T' approximirendes Polygon %$’ so bestimmen, daf 
es ebenfalls auBerhalb dieses Polygons enthalten ist. Jedes der- 
artige Polygon mu andererseits die Punkte, +, und +, ein- 


schlieBen und den Punkt p,,, ausschliefen; für seine Breite folgt 
daher 


28) 8 (F) — TDR — 3e und B(P)>7,p,,, — 8e 


über den allgemeinsten Begriff der ebenen stetigen Kurve. 45 


und damit ist gemäf $ 1,7 der verlangte Beweis erbracht. Für 
jede zusammenhängende Teilmenge T} von &, die r und r,,, ent- 
hält, gilt also, da ihre Breite grôBer als 4 H' ist, wo H' beliebig 
wenig kleiner ist als 71. 

Alles übrige ergibt sich nun genau wie in $ 4; denn der dort 
geführte Beweis beruht nur darauf, daf wenn es einen unerreich- 
baren Punkt gäbe, jede zusammenhängende Teilmenge von Œ, zu 
der zwei consecutive Punkte #, und #,,, gehôren, eine grôfite Breite 
besitzen würde, die für limv — © nicht gegen Null convergirt. 

Um zu zeigen, da$ die Erreichbarkeitsbedingung auch hin- 
reichend ist, benutze ich einen früher bewiesenen Lehrsatz, der 
folgendermaBen lautet: 

Ist eine einfache Curve © umkehrbar eindeutig und stetig 
auf den Umfang eines Quadrates D bezogen, so kann man diese 
Abbildung zu einer umkehrbar eindeutigen und stetigen Abbildung 
der von € und © eingeschlossenen Flächenstücke erweitern !). 

Sei nun T die bezügliche Fläche, © die sie begrenzende ein- 
fache Curve und © ein Quadrat, so künnen wir zunächst die Curve 
€ auf © also auch die Menge auf die Quadratfläche 3 umkehr- 
bar eindeutig und stetig beziehen; seien 


24) E = Fay), n — D(x,)) 
die bezüglichen Funktionen, wo Ë, n ein Punkt von ® und x, y ein 
Punkt von % ist. Andererseits kônnen wir nach Peano die 


Punkte der Quadratfläche % eindeutig und stetig auf die Strecke 
abbilden, durch die Funktionen 


z=f(s), y = p() 
Daraus folgt unmittelbar 
2b) E—fi(s), n = (6), 
und es sind f,(s) und oœ,(s) stetige Funktionen von s, die für 
OZs<1 jeden Punkt Ë, 7 mindestens einmal darstellen. 


Der Kürze halber soll die Menge T ein Peanosches Gebiet 
heiben, 

Da man bei der Abbildung von € auf © zwei (regenecken 
von © zwei beliebige Punkte von € zuweisen kann, so ist die 
Abbildung von € auf die Strecke wieder so müglich, daB den 
Punkten 0 und 1 irgend zwei Punkte von € entsprechen. 


1) vgl. Math. Ann. 62, p. 319. 
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$ 6. Bewcis des Satzes für eine beliebige endliche Zahl 
von Gebieten. 


Falls die Menge T die Ebene in eine endliche Zahl von Ge- 
bieten zerlegt, so sei J’ ein solches, das nicht zu © gehôrt, und 
T' seine Grenze. Dann kann die Erreichbarkeit der Punkte von T' 
genau nach der Methode des vorigen Paragraphen bewiesen werden. 
Der Unterschied ist nur der, daB T' keine geschlossene Curve zu 
sein braucht, doch ist dies ohne Belang. Denn man schlieft 
analog, wie in $ 5, daf zwar zusammenbängende Teilmengen von 
T, die zwei Punkte f/ und #/,, von ©’ enthalten, auch so môglich 
sind, dafi ihnen Punkte von A(J') zugehôren; für jede solche 
Teilmenge, gelten aber die Schlüsse von $ 5; sie zeigen, daB auch 
hier jede zusammenhängende Teilmenge von %, zu der die Punkte 
t, und #},, gehüren, eine nicht gegen Null convergirende Breite 
besitzt, falls für irgend ein Teilgebiet von J' der Grenzpunkt # 
einer Folge !#!} nicht erreichbar ist. Damit ist der erste Teil 
des Satzes wiederum bewiesen. 

Für den Beweis des zweiten Teiles wollen wir uns zunächst 
jedes Peanosche Gebiet, das zur Menge T gehôrt, falls es nicht 
von selbst einfach zusammenhängend ist, durch einfache Wege in 
einfach zusammenhängende Bestandteile zerlegt denken. Man er- 
hält dann eine immer noch endliche Zahl von Gebieten, deren 
Grenzpunkte ebenfalls noch allseitig erreichbar sind. Sei N ihre 
Zahl. 

Ich stütze mich nun weiter auf den Satz, daB es müglich ist, 
diese Gebiete in einem Zuge zu durchlaufen, wobei allerdings ein 
Gebiet mehrfach berührt werden darf. Man gehe dazu von einem 
Gebiete J, aus, gehe von ihm in ein benachbartes Gebiet J,, als- 
dann in ein Gebiet J,, das zu J, benachbart ist und fahre so fort 
bis das letzte erreichte Gebiet an lauter (ebiete grenzt, die schon 
durchlaufen sind. Hat man dann noch nicht alle N Gebiete durch- 
laufen, sv zerfallen die nicht durchlaufenen Gebiete in eine end- 
liche Zahl zusammenhängender Gebietsgruppen, deren jede an 
mindestens eines der schon durchlaufenen Gebiete grenzt. Ist T' 
eine solche Gruppe, so wird der Satz bewiesen sein, falls man © 
in einem Zuge durchlaufen kann. Ist nämlich J, eines der schon 
durchlaufenen Gebiete, an das ein (ebiet J' von T' grenzt, 80 
braucht man nur noch die Wege von J, zu J' und von J' zu J, 
hinzuzufügen. Da aber hier eine Reduction in der Anzahl der 
Gebiete eintritt, so ist der Satz damit bewiesen. 
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Sei nun 
T'RPOREITIS AT 


die so bestimmte Reiïhenfolge, und seien 
PARAPENTE PER 


die bezüglichen ihnen entsprechenden Mengen, so da T° die 
Grenze von J® ist, oder aber, falls JŸ ein Peanosches Gebiet ist, 
mit J® und seiner Grenze identisch, so haben je zwei consecutive 
Mengen Punkte gemein und man wähle den Punkt 1* auf T° 50, 
daB er gemeinsamer Punkt von T® und T°" ist. Man zerlege dann 
die Einheïtsstrecke in @ Teile 6,, 6, ... 6, ... 6, und bilde T1 ein- 
deutig und stetig so auf das Intervall 6,,, ab, da8 #* und {%*° den 
Endpunkten von 6,,, entsprechen, was, wie gezeigt, môüglich ist. 

Dann ist damit auch die ganze Menge T eindeutig und stetig 
auf die Einheitsstrecke abgebildet und damit ist der an der Spitze 
stehende Satz in seinem ganzen Umfang bewiesen. 


$ 7. Ueber Punktmengen, die eindeutige und stctige Bilder 
beliebiger perfecter lincarer Mengen sind. 


Der Begriff der stetigen Abbildung resp. der stetigen Funk- 
tion ist bekanntlich von der continuirlichen Strecke auf jede per- 
fecte lineare Menge als Bereich der unabhängigen Variabeln über- 
tragbar. Jedes eindeutige und stetige Abbild einer geschränkten 
perfecten Menge ist nach bekannten allgemeinen Sätzen ebenfalls 
geschränkt und perfect; andere gestaltliche Eigenschaften 
kommen ihm aber nicht mehr zu. Diese Tatsache begründet 
einen prinzipiellen Unterschied zwischen den stetigen Funktionen 
einer continuirlichen und denen einer zusamenhanglosen 
Veränderlichen. Es besteht also der Satz: 


Jede beliebige geschränkte perfecte Menge eines 
PF, kann eindeutiges und stetiges Abbild einer ge- 
schränkten linearen perfecten Menge sein. 

Dieser allgemeine Satz läft sich sehr einfach folgendermafen 
beweisen. Sei wieder & die bezügliche Menge, so lege man um 
sie einen *-dimensionalen Würfel W, und bilde ihn zunächst nach 
Peanoscher Methode eindeutig und stetig auf die Einheitsstrecke 
0OZ<s<1 ab. Dann ist T eine Teilmenge von W,, und ibr ent- 
spricht daher eine gewisse Teilmenge S der Einheitsstrecke, die 
T zu Bildpunkten hat, und zwar soll S die Gesamtheit aller 
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dieser Bildpunkte sein. Dann ist zunächst klar, daB S eine ab- 
geschlossene Menge ist. Ist nämlich {s,} eine Punktfolge mit 
dem Grenzpunkt s, und {f,} die entsprechende Punktfolge von %, 
so muB wegen der Stetigkeit dem Punkte s, der Punkt {, ent- 
sprechen. Da aber Æ eine abgeschlossene Menge ist, so enthält 
sie den Punkt #, und da $S die Gesamtheit aller Bildpunkte dar- 
stellt, so gehôürt der Punkt s, der Menge S an. 

Die Menge $ läft sich nun weiter, falls sie nicht etwa schon 
perfect ist, auf den in ihr enthaltenen perfecten Bestandteil @ 
reduciren. In diesem Fall hat man nämlich bekanntlich 


SD ne 


wo Z? eine abzählbare Menge isolirter Punkte bedeutet. Sei 
nun {, ein Punkt von &, der Bildpunkt eines Punktes r von R 
ist, so ist doch gleichzeitig # Grenzpunkt unendlich vieler Punkte 
von ®, die daher auch Bildpunkte unendlich vieler Punkte von S 
sind und falls s, einer ihrer Grenzpunkte ist, so mu ihm wegen 
der Stetigkeit der Punkt f, entsprechen. Der Punkt s, gehôrt 
aber notwendig zu S,. Jeder Punkt von & ist also Bildpunkt 
eines Punktes von S,. Man hat nun weiter 


S, = R+5,, 


und folgert ebenso, daf jeder Punkt von T auch Bildpunkt eines 
Punktes von $, ist u.s.w. Dieser SchluB gilt aber nicht blos 
von » auf +1, sondern auch von |v} auf w, wie leicht ersicht- 
lich ist. ei nämlich 


S = DR, +5, 


so ist folgendes nachzuweisen. Man hat anzunehmen, daf es in 
unendlich vielen Teilmengen À, je einen Punkt 7, giebt, der den 
Punkt { als Bildpunkt besitzt und zu zeigen, da dieser Punkt 
auch Bildpunkt eines Punktes von $, ist. In der Tat gehôürt aber 
jeder Grenzpunkt der unendlich vielen Punkte 7, zu S, und ihm 
muB wegen der Stetigkeit wieder der Punkt { selbst entsprechen. 
Damit ist die Zulässigkeit der transfiniten Induktio erwiesen. Be- 
acbtet man nun, daB die Zerlegung 


S 2 R+S&, 


wo © der perfecte Bestandteil von $ ist, durch alleinige Anwen- 
dung der Schlüsse von » auf v+1 und von {v} auf w erreichbar 
ist, so folgt, daf jeder Punkt von € in der perfecten Menge & 
einen Bildpunkt besitzt. Damit ist aber der Satz bewiesen. 
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Für die stetige Abbildung auf zusammenhangslose lineare 
Mengen wird also weder der Zusammenhang noch auch 
die Erreichbarkeit gefordert. Beispielsweise kann auch 


jedes endliche Stück der Curve y = sin = wenn man es als ab- 


geschlossen nimmt, stetiges Abbild einer solchen Menge sein. 


&gl. Ges, d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse. 1907. Heft 1, 4 


Ueber das Auftreten der Gattungen und Gruppen 
von Ammonitiden in den einzelnen Zonen der 
Unteren Kreide Norddeutschlands. 


Von 
A. von Koenen. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 12. Januar 1907. 


Als ich meine Arbeit über die Ammonitiden des norddeutschen 
Neokom verôffentlichte, hob ich gleich hervor, daf die von mir 
beschriebenen Arten nur einen Theil der betreffenden Faunen 
bildeten, da ich eine Anzahl von Formen wegen ungenügender Er- 
haltung unberücksichtigt lassen mufte, und da voraussichtlich 
durch neue Aufschlüsse und neue Fundorte es erforderlich werden 
würde, noch weitere Zonen zu unterscheiden. So hatte ich später 
Veranlassung genommen, die Schichten mit Crioceras rarocinctum 
v. K. und C. Strombecki v. K., die ,Crioceras-Bank“ G. Müller’s, 
von den darunter liegenden Thonen des oberen Hauterivien mit 
Simbirskites Phillipsi zu trennen und als besondere Stufe zum 
Unteren Barrêmien zu stellen. 

Mancherlei Wichtiges hat neuerdings auch Stolley mitgetheilt 
(Ueber alte und neue Aufschlüsse und Profile in der unteren 
Kreide Braunschweigs und Hannovers, Braunschweig 1906), aber 
auch diese Angaben bedürfen noch mancher Vervollständigungen 
und Berichtungen. 

Durch sorgfältige Ausbeutung der Thongrube bei Jetenburg 
habe ich allmählich von dort eine Reïhe besserer Exemplare er- 
halten, und andere neue Formen sind in einer neuen Thongrube 
bei Lindhorst, ôüstlich Stadthagen, gefunden worden, wie sie 
übrigens auch in den allerobersten Schichten der Thongrube an 
den SchieBständen bei Jetenburg vorkommen, allerdings fast stets 
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in kleineren, beschädigten Exemplaren und oft ohne Loben. Diese 
Schichten habe ich als Zone des Polyptychites Clarkei unter- 
schieden. Die übrigen Schichten von Jetenburg scheinen aber 
2 oder 3 verschiedenen Zonen zuzugehôüren, soweit sich dies nach 
dem Vorkommen von zum Theïil verschiedenen Arten zu ver- 
schiedenen Zeiten beurtheilen läfit, in denen verschiedene Schichten 
der Thone ausgebeutet wurden; es ist unmôüglich, etwa selbst 
Ammoniten aus dem anstehenden Gestein zu entnehmen, da sie 
doch ziemlich selten und noch seltener für eine genaue Bestim- 
mung genügend erhalten sind. Es sind, ebenso wie bei Lindhorst, 
ausschliefilich Polyptychites-Arten, und ich habe eine Beschreibung 
derselben, soweit sie eine solche gestatten, kürzlich vollendet. 

Es sei hier auch noch bemerkt, daB ich zwar von den beiden 
Stufen des oberen Valanginien die mit Polyptychites terscissus 
und Crioceras curvicosta mit Vorbehalt für die jüngere gehalten 
batte, weil darin zuerst Hopliten auftreten, die mit solchen un- 
seres Hauterivien einige Verwandtschaft aufweisen, daB aber in 
den unteren Thonen der Thongrube von Ottensen in den letzten 
Jahren einige wenige Exemplare gefunden worden sind, welche 
für diesen Horizont charakteristisch sind, während in den Thon- 
eisensteinknollen der darüber folgenden Schichten einige Bruch- 
stücke von Hoplitides Arnoldi vorgekommen sind. Diese Art 
konnte ich aber aus der Zone des Saynoceras verrucosum und des 
Olcostephanus (Astieria) psilostomus von Hoheneggelsen anführen, 
so daf diese Zone somit die jüngere von beiden ist. 

Das Valanginien enthält daher jetzt folgende Eintheilung : 
5. Zone des Saynoceras verrucosum und Hoplitides Arnoldi; 4. Z. 
d. Polyptychites terscissus und Crioceras curvicosta; 3. Z. d. P. 
Clarkei; 2. Z. d. P. Brancoï und P. Keyserlingi (wahrscheinlich 
ist noch abzutrennen eine obere Stufe mit P. ascendens und eine 
unterste mit P. bullatus; 1. Z. d. P. diplotomus und Oxynoticeras 
Gevrili. 

Bei der Untersuchung der verschiedenen Faunen hat sich nun 
immer deutlicher herausgestellt, daB, ähnlich wie in den Zonen 
der Juraformation und Anderer mebr nicht nur gewisse Gattungen, 
sondern auch gewisse Gruppen, die man zu Untergattungen oder 
Gattungen erheben kônnte, für bestimmte Stufen recht bezeichnend 
werden, so daB schon das Vorkommen von einer vielleicht nicht 
einmal sicher bestimmbaren Art einer solchen Gruppe meistens 
schon auf einen speciellen Horizont schliefen läft. 

Zu bemerken ist vor Allem, daf die Faunen des unteren 
Valanginien zwar eine recht grofe Zahl von Arten enthalten, aber 

4* 
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ganz vorwiegend solche der Gattung Olcostephanus (Polypty- 
chites), so daB unstreitig nahe Beziehung zu der ebenfalls sehr 
eintônigen Fauna unserer obersten Jurabildungen existiert, soweit 
in diesen überhaupt Ammoniten vorkommen, nämlich mit den 
Amm. gigas, À. Gravesi und A. portlandicus der A. gigas-Schichten. 
Dagegen fehlen namentlich in den unteren Zonen alle die Phyllo- 
ceras und Hoplites, welche im südwestlichen Frankreich in den 
gleichalterigen Schichten in so groBer Zahl auftreten und als Nach- 
folger der Arten der betreffenden Gattungen gelten künnen, welche 
dort im obersten Jura verbreitet sind. Die recht seltenen Poly- 
ptychiten, welche zugleich im Valanginien auftreten, sind verkieste 
Jugendformen und lassen sich vorläufig nicht mit den grofen 
Exemplaren der norddeutschen Arten identifizieren. 

Auffällig ist aber das gleichzeitige, unvermittelte Auftreten 
der Oxynoticeras-Arten (Platylenticeras Hyatt — Garnieria Sayn) 
im untersten Valanginien Südfrankreichs, Norddeutschlands etc. 


Valanginien. 

1) Im untersten Valanginien, in der Gevrili-Zone, finden 
sich neben dem ©. Gevrili, O. heteropleurum, O. Marcoui etc. auch 
einige Polyptychites-Arten, wie P. diplotomus, P. latissimus etc. 
die sich dadurch auszeichnen, da sie bauchig und stark involut 
sind, eine ziemlich scharfe Nabelkante, zahlreiche Nabelknoten 
und in deren Fortsetzung meist zweimal gespaltene Rippen be- 
sitzen und dabei breite und lange Stämme der Loben haben. Ver- 
einzelte F.:men dieser Gruppe finden sich noch bis zum oberen Valan- 
ginien, doch weichen sie meistens in dem einen oder anderen jener 
Merkmale etwas ab. 

2) Die Zone des Polyptychites Brancoi dürfte noch in 
2 oder gar 3 Zonen zu theilen sein und enthält vorwiegend weniger 
bauchige aber ziemlich stark involute Polyptychites - Arten mit 
besser abgerundeter Nabelkante und stärkeren, zuweilen spitzigen 
aber weniger zahlreichen Nabelknoten — meistens etwa 11 bis 13 
pro Windung; dieselben erheben sich bei ausgewachsenen Exem- 
plaren oft auf der Mitte der Wohnkammer besonders hoch, erhalten 
grôBere Abstände, werden später wieder niedriger, und die von 
ihnen auslaufenden Rippen biegen sich immer schärfer nach vorn, 
jedoch ohne stärkere Vorbiegung auf der Externseite. Im untersten 
Theile der Zone treten bauchige Formen wie P. bullatus auf, im 
oberen aber auch einzelne Arten mit 15 bis 16 Nabelknoten pro 
Windung, und zu oberst schon eine flachere Form mit zablreichen 
feinen Rippen, P. ascendens. 
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8) Die Zone des Polyptychites Clarkei führt vorwiegend 
Formen mit weniger starken, aber etwas zahlreicheren Nabelknoten, 
meiïstens zwischen 15 und 18 pro Windung, schwächeren Rippen, 
ziemlich stark involuten Windungen mit rundlichem Querschnitt 
und treppenfôrmigem Nabel. Die Loben haben meist ziemlich 
dicke, oft nach unten verjüngte Stämme. Es finden sich aber 
auch einzelne Formen mit mehr als 20 Nabelknoten, welche einen 
Uebergang zu den Formen der nächsten Stufe bilden. 

4) Die Zone des Polyptychites terscissus und P. bi- 
dichotomus hat sehr bezeichend flachere Formen ohne eigentliche 
Knoten auf der Nabelkante, hôchstens knotigen Anschwellungen 
der Rippen, welche sich mehrfach spalten und gewühnlich auf der 
Externseite noch etwas stärker vorbiegen. Diese Gruppe kônnte mit 
Dichotomites bezeichnet werden. Bei einzelnen sehr grof werdenden 
Arten, wie P. obsoletecostatus und P. Grotriani Neum. et Uhlig 
werden aber im Alter die Rippen auf den Seitenflächen ziemlich un- 
deutlich, so daf ein gewisser Uebergang zu den Craspedites-Arten 
existirt, deren Skulptur in der Jugend auch wesentlich deutlicher 
ist. In dieser Zone treten bei uns die ersten Hopliten auf, von 
denen Crioceras curvicosta ein wenig tiefer zu liegen scheint. 

5) Die Zone des Saynoceras verrucosum und Olcoste- 
phanus (Astieria) psilostomus enthält S. verrucosum und Hopli- 
tides-Arten, Hopliten mit unsymmetrisch-zweitheiligen Lateralloben, 
wie H. Brandesi und H. Arnoldi, welche mit franzôsischen und 
schweïizerischen Typen des obersten Valanginien mindestens nahe 
verwandt sind, ferner Crioceras und die B einzigen Craspedites- 
Arten, deren Horizont sicher festgestellt werden konnte, und die 
ersten Arten der Gattung Astieria, welche dann noch in das Untere 
Hauterivien hinaufreicht. 


Hauterivien. 

6) Die Zone des Hoplites radiatus und H. noricus, 
mit der Fauna der Mergel von Hauterive entspricht jedenfalls 
dem untersten Hauterivien der Schweiz und Südfrankreichs und 
enthält zuerst auch zahlreiche Hopliten neben Crioceras-Arten, 
wie C. Roemeri Neum. et Uhlig, und endlich die letzten Astieria- 
Arten, abgesehen von der sehr zweifelhaften A. cf. Atherstoni 
von Ablum. 

Baumberger stellte nun zwar in neuester Zeit die ,Astierien- 
Zone“ noch in das Valanginien, und bei Stadthagen waren zeit- 
weise unter den Hoplites noricus-Schichten graue Mergel mit 
Astieria Astieri, A. convoluta und anderen fast durchweg ver- 
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drückten Formen aufgeschlossen, neben denen sich ein grofes 
Bruchstück fand, das nach Gestalt und Skulptur zu Phylloceras 
Winkleri Uhlig gehôren kônnte, jedenfalls zur Zeit die erste 
Kreide-Art der Gattung Phylloceras in Norddeutschland sein 
würde. Ich müchte diese Schicht aber vorläufg nicht als be- 
sondere Zone ansehen, da die Astieria-Arten sich auch mit den 
Hoplites noricus etc. zusammen finden, so am Elligser Brink, im 
Hilsbornsgrund, bei Ihme etc. Eine weitere Gliederung dieser 
Zone scheint nicht môüglich zu sein. Die direkte Auflagerung der 
folgenden Zone wurde in neuerer Zeit in der Nähe von Hannover 
beobachtet. 

7) Die Zone des Crioceras capricornu ist durch diese 
Art bezeichnet, die sich ôfters allein darin findet, oder begleitet 
von Crioceras Wermbteri, zuweilen auch mit C. semicinctum Roem. 
und C. torulosum, doch treten diese wohl auch allein auf, wie es 
scheint. Auffällig ist das Fehlen der nicht-evoluten Hopliten vom 
Beginn dieser Zone an. 

8) Die Zone des Simbirskites (Olcostephanus) 
Phillipsi ist in ihrer Fauna noch ungenügend bekannt, da sie 
in ibhrer Thon-Facies bisher fast nur sehr kleine, verkieste Jugend- 
stadien von Ammoniten geliefert hat oder grôfiere mehr oder 
minder stark verdrückte; es sind aber fast ausschlieflich Simbirs- 
kites-Arten und diese Gattung, zu der ich auch die ursprünglich 
als Cruspedites tenuis beschriebene Form jetzt rechne, ist auf 
diese Zone beschränkt, wie es scheint. Zweifelhaft ist es immerhin, 
ob ein und derselben Zone alle die Arten der Gattung angehôüren, 
welche O. Weerth aus dem Teutoburger Wald-Sandstein beschrieben 
hat, sowie die, welche ich selbst nach den beschädigten und abge- 
riebenen Phosphorit- und Schwefelkies-Steinkernen von Helgoland 
auffübrte. 


Barrêmien. 


9) Die Zone des Crioceras rarosulcatum und C. 
Strombecki, die ,Crioceras-Bank“ G. Müller’s, das unterste 
Barrêmien, ist durch eine Bank oder eine Geodenlage von 
grauem, mergeligem Kalk vertreten und wird durch Thone über- 
lagert, welche Stolley als Zone des Belemnites Speeto- 
nensis unterscheiden will, aus denen aber Ammonitiden mir nicht 
bekannt sind. 


10) Die Zone mit Crioceras fissicostatum und An- 
cyloceras crassum wird sonst noch durch die kleineren An- 


Ueber das Auftreten der Gattungen und Gruppen von Ammonitiden etc. Bb 


cyloceras-Arten und durch Hamites minutus bezeichnet und ist 
die nächste z. Z. unterscheidbare über der vorhergehenden. 

11) Die Zone des Crioceras elegans, nur von Hildes- 
heim bekannt, mit grôBeren Crioceras mit kräftigen, Spitzen oder 
Knoten tragenden Rippen und ganz freien Windungen. 

12) Die Zone des Crioceras Andreae und C. Denck- 
manni enthält mittelgroBe Crioceras-Formen, deren Windungen 
sich nahezu berühren und im Alter ziemlich glatte Rippen tragen, 
früher aber in der Regel sowohl Extern- als auch Lateral- und 
Nabel-Knoten besitzen. In der tiefen alten Thongrube bei Mellen- 
dorf fanden sich auBer diesen Crioceras auch nicht selten Bruch- 
stücke des grofien Ancyloceras costellatum, immerhin in etwas 
anderer Erhaltung; ob in denselben Schichten, konnte ich nicht 
ermitteln, da die Thongrube gerade aufgegeben wurde, als ich 
sie zum ersten Mal besuchte. Bei Hildesheim fehlt diese Art 
ganz, aber zwischen der Zone mit C. Denckmanni und der folgenden 
liegen Schichten mit Feld und Wiese bedeckt, in denen allenfalls 
A. costellatum stecken kônnte, der dann eine besondere Zone be- 
zeichnen würde. 

13) Die Zone des Ancyloceras innexum enthält bei 
Hildesheim aufer Belemniten anscheinend nur diese eine Art, und 
es scheint, als ob dies auch bei Mellendorf der Fall wäre, da sie 
hier seit längeren Jahren nicht mehr vorgekommen ist; wohl aber 
fanden sich weiter nach Westen, vermuthlich in etwas hôheren 
Schichten vereinzelte Exemplare von Crioceras pingue nebst 
Hamulina nitida, welche mir nur von dort bekannt sind und viel- 
leicht eine besondere Zone bezeichnen. Was hier zunächst darüber 
folgt, ist zur Zeit nicht bekannt. Zu Ancyloceras innexum kôünnten 
aber auch beschädigte und meist verdrückte Stücke gehôren, welche 
in mürben, grauen Kalken in den untersten Schichten einer Thon- 
grube bei Behrenbostel gefunden worden sind, zusammen mit Crio- 
ceras cf. robustum, den ich jetzt für den Alterzustand von An- 
cyloceras trispinosum halten muf, so daf vielleicht die 14. Zone 
des A. trispinosum (C.robustum) mit der des A. innexum zu 
vereinigen sein wird. (Siehe Anmerkung am Schluf.) 


Aptien. 

Das Aptien (incl. Bedoulien) ist von mir bisher im nord- 
westlichen Deutschland ganz ebenso gegliedert worden, wie in Frank- 
reich, und enthält wieder nicht-evolute Hopliten nebst Oppelien, in 
seiner untersten Zone (15 oder 16) der des H. Weissi, namentlich 
Ancyloceras Urbani, bei Kastendamm aber auch Hoplites Deshayesi, 
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Oppelia nisoïdes und eine Anzahl kleinerer Ancyloceras mit jedenfalls 
sehr kleiner Spirale, dem ersten Douvilleiceras, Belemnites Ewaldi 
und Duvalia Grasi etc; Hierüber folgen dann wohl die eigent- 
lichen Schichten mit H. Deshayesi. 

Nach den übereinstimmenden Angaben von G. Müller und 
Stolley liegen aber bei Timmern unter den Deshayesi-Schichten 
die Schichten mit Hoplitides Bodei und Ancyloceras Urbani, aus wel- 
chen Stolley (Aufschlüsse der unteren Kreide in Braunschweïig und 
Hannover $S. 12) den Hoplites Weissi anführte, so daf der Ge- 
danke nahe lag, es wäre dies die Zone des H. Weissi, in welcher 
an Stelle des H. Deshayesi der H. Bodei und laeviusculus auf- 
träten. Das Exemplar, welches Herr Stolley als H. Weissi ange- 
sprochen hatte, stimmt aber in der Gestalt nicht genügend mit 
dieser Art überein, und die Lobenlinie, welche sich gut frei legen 
lieB, weicht durch weit kürzere Loben davon ab und gleicht eher 
der von grofen Formen, die ich mit zu H. laeviusculus gestellt 
hatte. Es scheint also hier ein Horizont (15?) vorzuliegen, der bei 
Kastendamm fehlt, falls man nicht annehmen will, daf die Fauna 
von Kastendamm (abgesehen von Anc. Urbani, Oppelia nisoïdes 
und den Belemniten) bei Timmern durch die Hoplitiden vertreten 
sei. Stolley’s ,abgeplattete Mutation des Bel. brunsvicensis“ ge- 
hôürt jedenfalls dem unteren Aptien an. 

Die Zonen des H. Deshayesi (17) und des H. furcatus 
(18) sind in den letzten Jahren nicht näher als bisher bekannt ge- 
worden, und über das Alter der Schichten, welche in einzelnen 
Thongruben ôstlich von Sarstedt anstehen und fast sämmtlich dem 
unteren Aptien angehôren dürften, habe ich kein sicheres Urtheil. 
Es sei aber hervorgehoben, daB im oberen Aptien und im Albien 
wieder gro$e Phylloceras bei uns auftreten, wenn auch recht selten. 


* Albien. 

Das Albien (Gault der Engländer) wurde bisher in zwei 
Abtheilungen getheilt, die des Amm. Milletianus und die Minimus- 
Thone. Wie G. Müller und Stolley angaben, liegt an der Basis 
Sonneratia cf. bicurvata Mich., aber die Vorkommnisse, die Stolley 
anführte, gehôren verschiedenen Arten an, von welchen keine mit 
der ächten $S. bicurvata übereinstimmt, und welche wohl in ver- 
schiedenen Niveaus liegen, so daB hierüber zur Zeit noch weitere 
Untersuchungen erforderlich sind. 

Das untere Albien enthält aber an einzelnen Stellen in grofer 
Zahl Hoplites tardefurcatus Leym., der vielleicht für eine 
besondere Zone 21)? bezeichnend ist, ferner Parahoplites- nebst Dou- 
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villeiceras (Acanthoceras)-Arten mit rundlichem Querschnitt der 
Windungen und erhabenen Rippen, welche einfach oder gespalten 
über die Rôhre gerade hinweglaufen, üfters mit Knoten oder doch 
Kanten versehen. 20) Eine Fauna solcher Formen, allerdings nur 
in sehr kleinen Jugend-Exemplaren, erwähnte Stolley aus dem 
untersten Albien von Bettmär, und dieses kônnte füglich ein 
Aequivalent der Fauna der Zone von Clansaye sein, die 
Jacob in neuester Zeit beschrieb und dem untersten Albien zu- 
rechnete. Er bemerkte dabei, daB im südwestlichen Frankreich 
Parahoplites-Arten aus der Verwandtschaft des P. Milleti schon 
im obersten Aptien beginnen und zusammen mit Douvilleiceras- 
Arten aus der Verwandtschaft des D. Martini vorkommen, als 
Bindeglieder zwischen Aptien und Albien. Das Gleiche künnte 
also füglich auch bei uns noch beobachtet werden. 

22) Die Zone des Ammonites (Parahoplites) Millet: 
dürfte auf die Fauna von Algermissen-Vôhrum zu beschränken 
sein, deren Ammoniten-Fauna ich unternommen habe, zu beschreiben. 
Der echte Hoplites tardefurcatus kommt darin nicht mehr vor. 

Das untere Albien würde somit 3 oder 4 verschiedene Zonen 
enthalten. Die Faunen des oberen Albien oder Gault, der Minimus- 
Thone und Flammenmergel 23) sind ja schon vor langer Zeit durch 
von Strombeck aufgeführt worden und stimmen mit ihren Ana- 
hoplites- und Hoplites-Arten sehr nahe mit denen Englands und 
Frankreichs etc. überein. Es sind vorwiegend Formen mit kantiger 
Externseite oder einer tiefen Einsenkung darauf, oft mit kräftigen 
Rippen. Ob sie bei uns eine Gliederung in einzelne Zonen zu- 
lassen, lä8t sich wohl zur Zeit nicht entscheiden; von Strombeck 
stellte dies in Abrede. 


Es lassen sich daber folgende Stufen nach Ammonitiden im 
nordwestlichen Deutschland unterscheiden : 


Valanginien. 
1) Gevrili und diplotomus-Schichten — Oxynoticeras (Platylenti- 
ceras)-Sch. 
2) Brancoi- und Keyserlingi-Schichten 
3) Clarkei-Schichten 
4) Terscissus-Schichten (Dichotomites-Sch.). 
5) Verrucosum- und Arnoldi-Sch. (Craspedites-Sch, Beginn der 
Astierien). 


| Polyptychites-Schichten. 
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Hauterivien. 

6) Radiatus- und Noricus-Schichten. Ende der Astierien, Acan- 
thodiscus und Lyticoceras und der Belemniten aus der 
Verwandtschaft des B. subquadratus. 

7) Zone des Crioceras capricornu. 

8) Simbirskites-Schichten, Zone des $S. Phillipsi. 

Barrêmien. 
Fast ausschliefilich evolute Formen, daneben Desmoceras, 
Belemnites brunsvicensis. 

9) Zone des Crioceras rarosulcatum. 

10) Zone des C. fissicostatum und Anc. crassum. 

11) Zone des Cr. elegans. Formen mit starken Rippen. 

12) Zone des Cr. Andreae und C. Denckmanni, mittelgroBe Formen, 
deren Windungen sich nahezu berühren. 

12a)? Zone des Anc. costellatum. 

13) Zone des Ancyloceras innexum. 

14) ? Zone des Crioceras robustum (trispinosum), nach Angabe Stolley's 
an der oberen Grenze schon mit Oppelia. 


Aptien. 
Oppelia nisoïdes etc, Belemnites Ewaldi. 
15) ? Zone des Hoplitides Bodei 
16) Zone des H. Weissi 
17) Zone des H. Deshayesi. 
18) Zone des Acanthoceras (Douvilleiceras) Martini. 
Albien (Gault) 

unten Belemnites Strombecki oben (23) B. minimus. 
19) Zone der Soenneratia cf. bicurvata. 
20) Zone von Clansaye. 
21) Tardefurcatus-Schichten. 
22) Milleti-Schichten. 
23) Zone des A. interruptus etc. 


| Ancyloceras Urbani. 


Anmerkung. Zu den Jugendformen (Leptoceras), die ich 
als Ancyloceras trispinosum und A. obtusatum beschrieb (Ammo- 
nitiden $. 366 und 369, Tafel 35 fig. 2—8 und 9—10), habe ich 
seitdem einige grôBere Schwefelkieskerne erhalten, welche freilich 
hüchstens je eine Windung enthalten, aber zum Theil bis an das Ende 
gekammert sind und bis zu 125 mm Durchmesser haben. Die ersten 
crhaltenen Windungen einzelner Stücke schliefen sich aber in 
Gestalt, Skulptur und Loben ganz an die letzten erhaltenen jener 
Arten an, so daf ich sie für die Altersformen dieser halten muf 
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und es dahin gestellt lasse, ob die gestreckten Bruchstücke, die 
ich darauf bezogen hatte, lediglich Monstrositäten sind, wie sie 
bei den Leptoceras-Formen üfters vorzukommen scheinen. Es hat 
sich aber weiter ergeben, daB das als Crioceras robustum be- 
schriebene Stück zwar etwa eine halbe Windung mebr erreicht, 
als das grôfite jener Exemplare, aber derselben Art angehürt, 
also Altersform von Anc. trispinosum ist; dieser Name ist daher 
zu den Synonymen zu stellen, während die andere Art Crioceras 
obtusatum heifen muf. Der erste Laterallobus liegt bei diesen 
Arten ziemlich genau auf der Mitte der Seitenflächen. Zu diesen 
Arten dürften auch meist etwas verdrückte aber ziemlich voll- 
ständige Exemplare gehôren, welche sich in grauem, mergeligem 
Kalk in den untersten Schichten einer Thongrube bei Kastendamm- 
Behrenbostel gefunden haben, in nahezu denselben Schichten mit 
Desmoceras Hoyeri, unter den Schichten des Aptien mit Oppelia 
nisoïdes etc. 

In der Vieweg’schen Thongrube an der Moorhütte bei Volk- 
marode finden sich nicht selten im Thon kleinere, von mir zu 
Oppelia nisoïdes gerechnete Formen, und aus der Kalkbank mit 
Crioceras sparsicosta besitzt Herr Stolley auch grüBere, deren 
Lobenlinie der von jener Art äuferst ähnlich ist. Wenn von einem 
Hobhlkiel nichts zu erkennen ist, so kann dies durch Verdrückung 
bedingt sein; ich kenne diese Art aber nicht älter als im Aptien, 
während der hier häufige Belemnites brunsvicensis eine typische 
Form des Barrêmien ist. Stolley gab aber neuerdings an, daf 
Oppelia nisoïdes sowohl über als auch erheblich unter der Sparsi- 
costa-Bank vorkäme, aus der er auch Ancyloceras Urbani anfübrt 
(auch eine typische Form des unteren Aptien). Vielleicht liegt 
hier eine Stôürung der Lagerung vor, jedenfalls nehmen die sonst 
flach liegenden Schichten längs einer Linie plôtzlich ein ziemlich 
steiles Einfallen an; sonst müfte man annehmen, daB das Aptien 
bier auf Barrémien liegt, oder daB hier, und zwar nur hier, jene 
Arten mit Bel. brunsvicensis zusammen in derselben Schicht vor- 
kämen, und das ist hôchst unwahrscheinlich. 


Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium 
zu Gôttingen. 


XVI. 
Von 


0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 23. Februar 1907. 


I. Ueber Karbonsäuren cyclischer Kohlenwasserstoffe. 

Die Synthese derartiger noch wenig bekannter Verbindungen 
ist auf folgendem Weg durchgeführt worden. Die einfachsten 
cyclischen Ketone, Cyklopentanon, Cyklohexanon, Cykloheptanon 
wurden mit Bromessigester bei Gegenwart von Zink condensiert, 
die entstehenden Oxyester mit Bromwasserstoff umgesetzt und s0 
das Hydroxyl gegen Brom ausgetauscht. Die so erhaltenen ge- 
bromten Säureester oder freien Säuren kônnen mit Zink und 
Essigsäure zu halogenfreien Verbindungen reduciert werden. Zu 
denselben halogenisierten Säuren gelangt man auch, wenn man den 
Oxysäuren erst Wasser entzieht und an die gewonnenen unge- 
sättigten Säuren Halogenwasserstoff anlagert. 

Folgende verschiedenen Ringsystemen angehôrende Verbin- 
dungen wurden auf diesem Wege dargestellt. 


1) Aus Cyclohexanon. 
CH2 CO: H 
Cyclohexanolessigsäure « mr 


Schmelzp. 63—64°. Siedepunkt fat unter 12m», 


70: CO:H 
Monochlorcyklohexylessigsäure Kÿ 
CI 


Schmelzp. 83°. 
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—— CH: CO: H 
Monobromcyklohexylessigsäure AT 
Br 
Schmelzp. 89— 90°. 


M : d kI h l . CE CO:H 
onojodce 0 à 
]j y exylessigsäure sel 
Schmelzp. 99—100. 


——— CH: CO: H 
Bibromecyklohexylessigsäure« er 


Br 
Schmelzp. 119—120°. 


CHBr CO: H 


Bibromcyklohexylessigsäure DS 
— Br 


Schmelzp. 133—134°. 


Cyklohexylessigsäure >— CH: CO: H 


Schmelzp. 30—31°. Siedep. 245—247°. 


Cyklohexylacetamid Ce His. CH: CONH2 
Schmelzp. 168°. 


Cyklohexylacetonitril Ce Hi1 . CHe CN 
Siedep. 215—217°. 


Cyklohexyl-Methylamin« —CH2 NH: 


Gewonnen aus dem Cyklohexylacetamid durch Umsetzung 

mit Brom und Natronlauge. 

Siedep. 162—164. 
Chlorhydrat Schmelzp. oberhalb 210°. 
Carbamid Ce Hi: . CH2 NHCONE 

Schmelzp. 170—172°. 
Trimethylammoniumjodid C6His . CHe N(CHsJ 

Schmelzp. 225°, 
Chlorplatinat Schmelzp. 240° unter Zersetzung. 


B. Cyklohexylaethylamin €  »—CHs CHe NH 


Durch Reduction des Cyklohexylacetonitrils dargestellt. 
Siedep. 188—189°. 
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Chlorhydrat Schmelzp. 252—253. 

Carbamid CeHi1 . CHe CHe NHCONH: 
Schmelzp. 85—86°. 

Trimethylammoniumjodid CsHu . CHe CH N (CHs)s J 
Schmelzp. 221—222°. 


Dicyklohexyl-Aceton,< © 9 CHs—CO— CH: —< > 


welches auch als vollkommen hydriertes Dibenylketon 
aufgefaft werden kann, entsteht bei der trockenen Destillation 
von Cyklohexylessigsaurem Kalk. Es erstarrt bei niederer Tem- 
peratur, das Semicarbazon schmilzt bei 142—145°. 


2) Aus Suberon. 


CH CH: CH 
CH CH cH, CH . CH: CO: H 


Siedepunkt 165° unter 19". 


Suberylessigsäure 


Monobromsuberylessigsäure (C6 His): cr SEE 


Schmelzp. 68—69°, 
CH: CO: H 


Monojodsuberylessigsäure (Ce Hi): C<Ly 
Schmelzp. 80—81. 


Beide hologenisierte Säuren schmelzen nicht scharf und zer- 
setzen sich beim Aufbewahren. 


Suberylacetamid C7Hi13 CH: CONH: 
Schmelzp. 146—148°, 


Suberyl-Methylamin Cr His CH: NH 
Siedep. 195—196. 

Carbamid C7 His CH2 NH CO NH: 
Schmelzp. 127—129. 


3) Aus Cyklopentanon. 
(Mitbearbeitet von Karl Fleischer.) 


Cyklopentylessigsäure | CR. CO: H 
Siedep. 226—230°. 

Cyklopentylacetamid | CH CO.NH, 
Schmelzp. 143—145°. 


Cyklopentyl-Methylamin | >—cæ NH 
Siedep. 139—145°. 
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CB 
Cyklopentenisobuttersäure| Dar CHs 
Siedep. 148—150° unter 27m, Con 
_ CBs 
C—CHs 
Monochlorcyklopentylisobuttersäure ke NCOH 
Schmelzp. 122,5 —123,5°. 
CH: 
C—CH: 


Monobromcyklopentylisobuttersäure ue CO 


Schmelzp. 113—114° (nicht glatt). 
CHs 


C—CH: 
M : k ; # | je 
onojodcyklopentylisobuttersäure (y CO: H 
Schmelzp. 107—1082. 


4) Aus 1.4-Cyklo-Methylhexanon. 
(Mitbearbeitet von Edgar Evans.) 


Cyklo-14-Methylhexanolessigsäure 


dre Ge CO: H 


Wurde in zwei Modificationen erhalten. Schmelzp. 139.5 — 140,5° 
und 88—90. 


Monochlor-Cyklo-14-Methylhexylessigsäure 


CH CO: H 


Schmelzp. 88—89°. 
Mono‘brom-Cyklo-14-Methylhexylessigsäure 


CH: CO: H 
CH Fe 


Schmelzp. 85 —86°. 


Bibrom-Cyklo-14-Methylhexylessigsäure 
Schmelzp. 97— 992, 
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Cyklo-14-Methylhexylessigsäure 
RS 
CHs—< dois CO: H 
Schmelzp. 63—65°, un 
Cyklo-14-Methylhexylacetamid 
CH3—< >— CH: CONH: 
Schmelzp. 161 —162°. 


5) Aus Menthon. 
(Mitbearbeitet von E. Schellack.) 


Mentholessigsäure CHi— NS CH(CHs): 
| OH 
CH: COOH 
Schmelzp. 82—83°, Siedep. 193—197° unter 11". 


Mentholessigsäuremethylester 
Siedep. 136—137° unter 10%. Schmelzp. 32—33°. 


ie 


CH: CO: H 
Schmelzp. 135—137° (bei schnellem Erhitzen). 
Bei der Behandlung mit wasserabspaltenden Agentien entsteht 


aus der Mentholessigsäure neben Menthenessigsäure (flüssig) 
ein 


Brommenthylessigsäure CH > CH(CHo 
be 


Lacton CH: 
| 

CH 
A 


N 
CH: CH 


| | 
CH:  CH—CH: C00 


EN 
C 


CH(CH) 
von folgenden Eigenschaften : 
Siedep. 300—305°, d — 0.915, np = 1.4781, M — 54.7 (be- 

rechnet tür Cis H2o O2 — 56.0). 

Bei der Behandlung mit Jodwasserstoffsäure verwandelt sich 
dies Lacton in ein isomeres vom Schmelzp. 88.5—89.5°, welches in 
groBen Glaubersalzähnlichen Krystallen krystallisiert. 

Beide Modificationen verhalten sich wie y-Lactone. 
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IL Ueber das Verhalten der Nitrite primärer Basen 
und über Ringerweiterung carbocyklischer Systeme. 


Es ist eine allgemein verbreitete, aber nichtsdestoweniger 
unrichtige Ansicht, daB die Nitrite primärer Amine der aliphati- 
tischen Reïhe ganz unbeständige und im Augenblick der Ent- 
stehung zerfallende Verbindungen seien. Das ist nicht der Fall 
und trifft noch weniger für die primären alicyklischen Amine zu. 
Es existieren da sogar Nitrite primärer Basen, welche so be- 
ständig sind, daB sie sich aus heifem Wasser gut umkrystallisieren 
lassen und in trockenem Zustande jedenfalls Monate lang (länger 
reichen meine Erfahrungen noch nicht) ganz unverändert bleiben. 

Wenn man die Nitrite primärer Basen isolieren will, so ist 
allerdings eine Bedingung einzuhalten, auf die man bis dahin wohl 
wenig geachtet hat und darum zu irrigen Anschauungen gelangt 
ist: es muB jede Spur freier Säure ferngehalten wer- 
den. Denn sobald man zu einem sogar in heifer wäfriger Lüsung 
beständigen Nitrit auch nur die kleinste Menge freier Säure, z. B. 
Essigsäure, hinzufügt, beginnt alsbald eine Zersetzung, die unter 
lebhafter Stickstoff-Entbindung in der nachher zu beschreibenden 
Weise abläuft. Die Anwesenheit freier Säure wirkt also in hohem 
Grade beschleunigend — katalytisch — auf die Umsetzungsreaktion. 

Die Beobachtungen über die relative Beständigkeit organischer 
Nitrite stehen übrigens ganz im Einklang mit Erfahrungen, welche 
bezüglich des Ammoniumnitrits vorliegen. Von diesem hat 
z. B. Arndt!) gezeigt, daf durch die Anwesenheit von Säure- 
ionen die Zersetzung ungemein befürdert wird. 

Am leichtesten sind natürlich die Nitrite zu isolieren, welche 
schwer lôüelich in Wasser sind. Das gilt von einer ganzen Reihe 
von Nitriten alicyklischer Basen. 

Was secundäre Basen anbelangt, so habe ich derartige be- 
ständige und schwer lôsliche Nitrite schon vor längerer Zeit z. B. 
im Dibornylamin-Nitrit?), Dicyklohexylamin-Nitrit®) 
kennen gelehrt. Bei primären Basen batte ich gleichfalls schon 
vor langer Zeit die Beständigkeit des Fenchylamin-Nitrits) 
beobachtet. Diese Beispiele môchte ich nun durch die folgenden 
ergänzen. 


1) Z. f. phys. Ch. 39, 64 (1901); 45, 571 (1903); Centralbl. 01, I, 1294; 
04, I, 10. 
2) Annalen 269, 357 (1891. 
3) Ebenda 272, 124 (1892); 346, 265. 
4) Annalen 269, 359 (1891). 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1907. Heft 1. b 
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Das Nitrit des l-Menthylamins (aus l-Menthonoxim 
durch Reduktion hergestellt !) und das Nitrit des Pinylamins 
kann man ebenso wie Fenchylaminnitrit sehr gut erhalten, wenn 
man môüglichst concentrierte wäBrige Lôsungen der Chlorhydrate 
der Basen mit 1 Mol. Natriumnitritlôsung vermischt. Es eignet 
sich für die Umsetzung das käufliche, gewôhnlich alkalisch rea- 
gierende, Natriumnitrit sehr gut. 

Die Nitrite scheiden sich bald aus und kônnen zur Befreiung 
von Chlorhydrat aus warmem Wasser umkrystallisiert werden. 

Das 1-Menthylamin-Nitrit krystallisiert in schônen 
Nadeln, deren Zersetzungspunkt bei etwa 139° liegt. Wird die 
wäfrige Lôsung unter Zusatz einiger Tropfen Essigsäure gekocht, 
so entsteht unter Stickstoffentwicklung das gewôhnliche krystalli- 
sierte Menthol, neben etwas in Folge eingetretener Dissoziation 
gebildeten Menthylamins, welches man dem Reaktionsprodukt 
durch Schütteln mit Oxalsäure entziehen kann. 

Das Pinylamin-Nitrit krystallisiert aus Wasser in 
derben Krystallen, die sich bei etwa 125° zersetzen. Der Zerfall 
des Salzes erfolgt in angesäuerter Lôsung ganz ähnlich wie bei 
den anderen Nitriten, in diesem Fall unter vorzugsweiser Ent- 
stehung von Pinocarveol. 

Wie in den vorstehend besprochenen Beispielen wird sich auf 
dem angegebenen Wege immer dann das Nitrit einer Base aus 
säurefreier Lôsung isolieren lassen, wenn das Nitrit merklich 
schwerer lôslich ist, als das Chlorid. Ist das Umgekehrte der 
Fall, so wird die in verdünnter Lôsung sich abspielende Reaktion 


R.NH:.HCI+NaNOe: = NaCl+R.NEH: NO: H 


bei fortschreitender Konzentration unter Ausscheidung des Chlor- 
hydrats der organischen Base rückläufig werden kônnen. Das ist 
z. B. zu beobachten, wenn man Benzylaminchlorhydrat mit Natrium- 
nitrit in Umsetzung bringen will. Mischt man warme concentrierte 
Lôsungen beider Salze und kühlt die Lüsung ab, so krystallisiert 
ein organisches Salz aus, welches aber in der Hauptsache aus 
Benzylaminchlorhydrat besteht. 

In den zahlreichen Fällen, wo sowohl das Chlorid als auch 
das Nitrit der organischen Base sehr lôslich ist, kann man bei der 
in Rede stehenden Umsetzung beim Abdunsten der Lüsungen 
Kochsalz zur Ausscheidung bringen und wenigstens Nitrit- 
lôsungen erhalten und sich immer davon überzeugen, da8 solche 


1) Annal. 276, 300: 300, 279. 
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Lüsungen eine relative Beständigkeit besitzen, solange nur das 
Vorhandensein von Säureionen hintangehalten wird. 


Unter diesen Umständen entstand die Frage, ob es nicht viel- 
leicht auch môglich sei, das Nitrit einer aromatischen Base 
zu isolieren, da wo die Auscheidungsbedingungen in Folge von 
Schwerlôslichkeit des gesuchten Salzes besonders günstig sind. 


Schwerlôslichkeit der Nitrite wird man nun immer da am 
ehesten erwarten kôünnen, wo schwerlôsliche Nitrate bekannt 
sind. Ein solches schwerlôsliches Nitrat babe ich z. B. früher 
beim 4-Amino-1.3-xylol bevbachtet "). Vermischt man eine concen- 
trierte wäfrige Lüsung des Chlorbydrats dieser Base mit einer 
Lôüsung von Kalisalpeter, so scheidet sich sofort das Nitrat des 
Xylidins in krystallinischer Form aus. Auch die Darstellung des 
Xylidinnitrits gelingt auf entsprechendem Wege, man muñ 
aber von sehr reinem Xylidinchlorhydrat ausgehen, sonst erhält 
man harzige oder stark gelb gefärbte Produkte. 5 g ganz weiles, 
reines Xylidinchlorhydrat (aus 4 Amino-1.3-Xylol) werden in 20 
cem Wasser gelôst und in die mit Eis abgekühlte Lüsung 23 g 
Natriumnitrit, gelôst in 5—6 ccm Wasser. eingetragen und um- 
geschüttelt. Die abgekühlte Flüssigkeit erstarrt bald zu einem 
weiBen oder schwach gelblich gefärbten Krystallmagma, das als- 
bald abgesaugt und auf Thontellern getrocknet wird. Das trockene 
Präparat färbt sich bald gelb und zerflieft nach einiger Zeit zu 
einem rothbraunen Oel. Daf man es in den ursprünglich abge- 
schiedenen Krystallen mit einem Nitrit des Xylidins zu thun hat, 
geht aus folgendem Verhalten hervor. 

Die Krystalle lôsen sich ganz klar in Wasser. Wird die 
Lüsung mit Essigsäure angesäuert und gekocht, so entweicht Stick- 
stoff unter Abscheidung eines Phenols. Werden die Krystalle mit 
Natronlauge übergossen, so wird Xylidin frei und die Flüssigkeit 
färbt sich gelb. Nach dem Ausäthern der aromatischen Base und 
der gelben Zersetzungsprodukte wurde die alkalische Lôsung ein- 
gedampft. Im Rückstand lief sich die Anwesenheïit groBer Mengen 
Natriumnitrit konstatieren. Beim UebergieBen der ursprünglich 
abgeschiedenen Krystalle mit verdünnter Schwefelsäure wird keine 
salpetrige Säure frei. Eine Lôüsung der Krystalle giebt aber mit 
Silbernitrat einen reichlichen Niederschlag von Sillernitrit, dem 
nur sebr wenig Chlorsilber beigemengt war, das beim Tüsen des 
ausgeschiedenen Salzes in Salpetersäure zurückbleibt. 


1) Annalen 319, 98. 
b* 
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Das auf dem angegebenen Wege dargestellte, nicht umkry- 
stallisierte Xylidinnitrit enthält natürlich noch Spuren unorga- 
nischer Substanz. 


Während die ganz neutralen wässrigen Lôsungen der Nitrite 
namentlich der alicyklischen Basen recht beständig sind und sich 
erst bei längerem Kochen in Folge von Dissoziation und Frei- 
werden von geringen Mengen salpetriger Säure langsam zu ver- 
ändern beginnen, werden die warmen Lôsungen — wie oben schon 
bemerkt wurde — durch Eintragen eines Tropfens Essigsäure oder 
Mineralsäure zu sofortiger Zersetzung angeregt. Dieser ProzeB 
verläuft dann unter lebhafter Stickstoff-Entwicklung in der Regel 
nach mehreren Richtungen gleichzeitig und es scheint 
in jedem Einzelfalle von der Natur der vorliegenden Base einer- 
seits und von den gewählten Versuchsbedingungen andererseits 
abzuhängen, welche Zersetzungsrichtung bevorzugt wird. 

Als Hauptrichtungen, nach denen die Umsetzung sich ab- 
spielt, hat man zu unterscheiden: 

1) Die Bildung von Kohlenwasserstoffen (also Wasser- 
abspaltung), 

2) die Bildung von einem oder auch mehreren (unter sich 
isomeren) Alkoholen. 

Nebenreaktionen (Bildung von Nitrosaminen) sollen einstweilen 
unberücksichtigt bleiben. 

Als Beispiel dafür, wie sehr die Natur der Base für die Um- 
setzungsrichtung bestimmend ist, môchte ich meine frühere Beob- 
achtung !) in Erinnerung bringen, da8 1-Menthylaminnitrit 
bei der Zersetzung ziemlich glatt l-Menthol liefert (s. auch oben), 
während d-Menthylaminnitrit unter denselben Bedingungen 
wesentlich Menthen giebt. Als weiteres Beispiel môchte ich 
heut noch anführen, daB man aus Isothujylaminnitrit fast 
nur Kohlenwasserstoff erhält, während Thujylaminnitrit 
unter denselben Bedingungen auch reichlich Alkohol liefert. Räum- 
liche Konfigurationen beeinflussen augenscheinlich die Richtung 
des Reaktionsverlaufs sehr wesentlich. DaB die Versuchsbedin- 
gungen auf den Reaktionsverlauf gleichfalls von EinfluB sind, daf 
es z.B. nicht immer gleichgültig ist, ob man das Chlorhydrat 
einer Base mit molekularen Mengen Natriumnitrit in Umsetzung 
bringt oder ob man eine essigsaure Lôsung freier Base mit der- 
selben Menge Natriumnitrit erwärmt, läft sich u. a. am Beispiel 
des Fenchylamins deutlich zeigen. 


1) Annalen 300, 278. 
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Nähere Mitteilungen und Ermittelungen in dieser Hinsicht 
müssen noch vorbehalten bleiben. 


Die Annahme, daf$ im Fall der Bildung eines Alkohols 
aus primärem Aminnitrit die Umsetzung stets nach dem Schema 


R.CH: CHe. NO: H = H2O + N2 + R.CH: OH 


verlaufen soll (wie man es in manchen verbreiteten Lehrbüchern 
immer noch als Dogma aufgeführt findet), d. h. daf immer nur 
oder vorzugsweise der dem angewandten Amin korre- 
spondierende Alkohol entsteht, ist längst als unzutreffend 
erwiesen. V. Meyer’) hat bereits vor vielen Jahren auf den 
»anormalen“ Verlauf, den die Reaktion nehmen kann, aufmerksam 
gemacht, indem er zeigte, daf n-Propylaminnitrit unter Ent- 
stehung von Propylen, n-Propylalkahol und Isopropylalkohol zer- 
fallen kann und aus späterer Zeit liegen sehr schône Arbeiten von 
M. Freund”°) vor, der u. a. nachwies, da das Nitrit der Base 
(CHs)s.C.CH2 NH> den Alkohol (CH3)2.C(OH).CH2.CH3 zu liefern 
vermag. Neuerdings endlich hat N. Demjano w *) Beobachtungen 
verôffentlicht, auf die ich nachher noch zurückkommen werde, 
denen gemäB aus Tetramethylenmethylamin Cyklopentanol und 
aus Hexamethylenmethylamin Suberylalkohol sich gewinnen läft. 

Diese interessanten Beobachtungen von N. Demjanow wiesen 
auf die Müglichkeit der Ringerweiterung bei cyklischen Verbin- 
dungen hin. Würde diese Reaktion sich verallgemeinern lassen, 
so hätte man es mit Vorgängen zu tun, welche sowohl in theo- 
retischer als auch in praktischer Hinsicht für die cyklischen Ver- 
bindungen von allergrüfiter Bedeutung wären. 

Denn wenn man bei niederen Temperaturen einen Kohlenstoff- 
Sechsring zu einem Siebenring und einen Siebenring zu einem 
Achtring erweitern kann, so wird man mit der Ansicht brechen 
müssen, daf die hôheren Ringsysteme unter allen Umständen die 
unbeständigeren sind. Ferner würde man eine Methode gewonnen 
haben, bisher kaum zugängliche Verbindungen mit 7 und mit 8 
Kohlenstoffatomen im Ring synthetisch aufzubauen. 

Der Entscheidung dieser Frage stand bisher nur die grofie 
Schwierigkeit im Wege, welche mit der Gewinnung des geeigneten 
Beobachtungsmaterials verknüpft war. Ein wesentlicher Zweck 
der in dem vorhergehenden Abschnitt beschriebenen Versuche ist 
es nun gewesen, die für die Untersuchung notwendigen Basen 


1) Ber. 9, 536 (1876). 
2) Ber. 23, 2865 (1890); 24, 2150, 3350 (1891). 
3) Centralbl. 1908, I, 5628; 1904, I, 1214. 
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zu beschaffen. In der Tat ist es gelangen, die Reihe der Cyklyl- 
Methylamine 


CHi—CHe CH—CHa 
CHCH:NH; CHeC DCHCHe Ne; 
CH: CH CH:— CH 
CH—CH:3—CH,. 
CH CH: NHo 
CH:— CH: — CH 


aus den zugehôürigen Ringketonen aufzubauen und ihr Verhalten 
gegen salpetrige Säure zu prüfen. Auch hôhere Homologe des 
Cyklohexylmethylamins sind bereits dargestellt und werden auf 
ihr Verhalten untersucht. Einstweilen sollen die an den einfachsten 
Verbindungstypen beobachteten Erscheinungen kurz dargelegt 
werden. 

Im allgemeinen zeigt sich, daB ganz neutrale wässrige Lôsungen 
der Cyklylmethylaminnitrite sich kurze Zeit ohne weitgehende 
Zersetzung zu erleiden kochen lassen. Durch Ansäuern mit Essig- 
säure kann die Umsetzung leicht eingeleitet werden, die auch hier 
wesentlich nach den oben schon besprochenen drei Richtungen 
verläuft, d.h.: es bildet sich etwas Kohlenwasserstoff, etwas 
von dem dem angewandten Methylamin correspondierenden 
Alkohol und endlich ein Alkohol des nächst hôheren 
Ringsystems. Da es bei der gegenwärtigen Untersuchung 
wesentlich darauf ankam, die nach letzterer Richtung verlaufende 
Zersetzung festzulegen, so sind die gleichzeitig entstehenden anderen 
Produkte nicht näher studiert. Folgendes sind die gewonnenen 
Resultate. 


1. Ueberführung von Cyklopentanonin Cyklohexanon. 


Das aus dem Cyklopentanon auf dem in dem vorigen Abschnitt 
beschriebenen Wege dargestellte Cyklopentylmethylamin 


CH—CH 
| CH CH: NH: 
CH,—CH/ 


wurde in essigsaurer Lôsung mit 1 Mol. Natriumnitrit in Um- 
setzung gebracht. Der unter Mitwirkung von Hr. C. Fleischer 
ausgeführte Versuch ergab, daB sich unter den Reaktionsprodukten 
ein Alkohol vorfand, der bei der Oxydation mit Chromsäure und 
Schwefelsäure ein sofort an Semicarbazid gehendes Keton lieferte. 
Das aus Methylalkohol umkrystallisierte Semicarbazon schmolz 
bei 165—166° und gab beim Vermischen mit Semicarbazon aus 
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Cyklohexanon keine Schmelzpunktsdepression. Nun wurde aus 
dem Semikarbazon durch Zerlegen mit verdünnter Schwefelsäure 
das Keton regeneriert und mit Wasserdampf abdestilliert. Zu dem 
wässrigen Destillat wurde ohne weiteres 2 Mol. Benzaldehyd (be- 
rechnet auf die Menge des angewandten Semikarbazons) gegeben, 
ferner etwas Alkohol und Natronlauge. Es schied sich sehr bald 
ein gelber Krystallbrei aus, der nach dem Abfiltrieren und Um- 
krystallisieren aus Alkohol bei 116—117° schmelzende Krystalle 
lieferte, welche sich als vüllig identisch mit Dibenzylidencyklo- 
hexanon herausstellten. Nun wurde die von der Oxydation des 
ursprünglich entstandenen Cyklohexanols mit Chromsäure entstan- 
dene Flüssigkeit, aus der das Hexanon abdestilliert war, ausge- 
äthert. In den Aether ging eine Säure, welche nach dem Um- 
krystallisieren bei 146—148° schmolz und mit Adipinsäure 
identifiziert werden konnte. Auch daraus ging hervor, daf bei 
der Umsetzung der Cyklopentylbase mit salpetriger Säure ein 
Kohlenstoff - Sechsring entstanden war. Damit ist die Ueber- 
führung von Cyklopentanon in Cyklohexanon rea- 
lisiert. 


2. Ueberführung von CyklohexanoninCykloheptanon 
(Suberon). 


Es wurde unter Anwendung von Hexahydrobenzylamin 
(Cyklohexylmethylamin) 


CH;— CH 
CH ÿCH CHe NH 
CH: — CH 


die Umsetzung mit salpetriger Säure und die Verarbeitung des 
erhaltenen Reaktionsprodukts genau so geleitet, wie im vorigen 
Versuch. Es lieB sich die Entstehung eines Alkohols nachweïsen, 
der bei der Oxydation Suberon lieferte. Dieses wurde identi- 
fiziert 1) durch Ueberführung in das bei 160° schmelzende Semi- 
carbazon und 2) durch Umsetzung mit 2 Mol. Benzaldehyd. 
Dabei entstand das charakteristische hell gefärbte, bei 107—108° 
schmelzende Dibenzylidensuberon). 

Diese Ueberführbarkeit von Hexahydrobenzylamin in Suberon 
ist nun, wie eingangs schon erwähnt worden ist, bereits von N. 
Demjanow beobachtet worden. Demjanow hatte die Base 
aber nicht aus Hexanon, sondern aus Hexahydrobenzonitril 
aufgebaut, während das zu obigen Versuchen verwendete Cyklo- 


1) Wallach, Ber. 29, 1600 (1896). 
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hexylmethylamin aus dem Keton synthetisiert worden ist. Somit 
isterst jetzt der Uebergang von Hexanonin Heptanon 
vollständig verwirklicht. 


8. Ueberführung von Cykloheptanon (Suberon) in 
Cyklooktanon (Azelaïnketon). 


Der Entscheidung der Frage, ob es auf dem im Vorstehenden 
gekennzeichneten Wege môglich sein würde, zu einer Erweiterung 
des Siebenringes zum Achtring zu gelangen, durfte beson- 
deres Interesse beanspruchen. Da sie im bejahendem Sinne zu 
beantworten ist, wird aus dem Folgenden hervorgehen. 

Suberylmethylamin, C: H13 CH: NE, wurde in essigsaurer Lôsung 
mit Natriumnitrit umgesetzt, der entstandene Alkohol in essig- 
saurer Lôüsung mit Chromsäure oxydiert und das gewonnene Pro- 
dukt an Semicarbazid gebunden. Das so gewonnene Semicar- 
bazon schmolz nach dem Umkrystallisieren bei 163—164,5° und 
ergab bei der Analyse folgendes Resultat: 

0,1303 g gaben 0,2808 CO: mit U,1098 H20 


Berechnet für C9 Hi7 N30O Gefunden 
C 58,93 58,78 
H 9,385 9,45 


DaB die dem Semicarbazon zu Grunde liegende Verbindung 
ein Keton Cs H140 und zwar nichts anderes als Cyklooktanon 
war, ging aus einem Oxydationsversuch hervor. 

Eine gewogene Menge des reinen Semicarbazons wurde mit 
Oxalsäurelôsung zerlegt und in das erhaltene wässrige Destillat 
so viel CrOs eingetragen, daf für die Oxydation der zu erwartenden 
Ketonmenge 3 Atome Sauerstoff zur Verfügung standen. Nach 
Hinzufügen von etwas Schwefelsäure wurde dann unter Unm- 
schütteln auf dem Wasserbad erwärmt, bis die Flüssigkeit eine 
rein grüne Farbe angenommen hatte. Schon nach dem Erkalten 
der Flüssigkeit krystallisierte in reichlicher Menge 
cine Säureaus, die direkt abfiltriert und aus kochendem Wasser 
umkrystallisiert werden konnte. Die in guten farblosen Krystallen 
erhaltene Säure schmolz bei 139—140", zeigte also den Schmelz- 
punkt der Korksäure und eine vollständige Analyse des 
Silbersalzes bewies, daf diese Säure wirklich vorlag: 

0,2080 g gaben 0,1878 CO:, 0,0597 H20 und 0,1156 Ag. 


Berechnet für Cs His Ou Aga: Gefunden : 
C 24,74 24,63 
H 8,12 8,22 


Ag 55,64 55,58 
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Die glatte Bildung der Korksäure aus der aus dem Suberylme- 
thylamin erhaltenen Verbindung Cs H:140 ist nur erklärlich, wenn 
die letztere aus Cyklooctanon bestand. 

Die Môglichkeit, daf man auf dem angegebenen Wege Cyklo- 
heptanon in Cyklooctanon abwandeln kann, ist damit 
erwiesen. 


Ueber die Eigenschaften des Cyklooctanons. 
CH2—CHs — CH2—CO 


| | 
CH: —CHi—CH2—CHo 


Gelegentlich seiner grundlegenden Versuche über die cyklischen 
Ketone verschiedener Ringsysteme hat Joh. Wislicenus in 
Gemeinschaft mit Hugo Mager auch das ,Azelaïnketon“ durch 
trockene Destillation von azelaïnsaurem Kalk darzustellen gesucht !). 
Das erhaltene Produkt war aber wenig einheitlich. Aus 10 g 
einer zwischen 180—240° siedenden Fraktion konnten nur 2 g 
einer ,pfefferminzartig riechenden“ Flüssigkeit vom Siedepunkt 
90—91° unter 23 mm gewonnen werden, welche die erwartete 
Zusammensetzung besass, aber ,mit diesem Präparat ausgeführte 
Oxydationsversuche ergaben keine befriedigenden Ergebnisse“. 

Dann haben Miller und Tschitschkin?) Azelaïnsäure mit 
Natronkalk destilliert. Ueber die Resultate wird berichtet: ,Die 
Anteile zwischen 180—200° geben dem Azelon entsprechende Zahlen 
der Elementaranalyse, aber erst die Fraktionen oberhalb 200° geben 
bei der Oxydation mit rauchender Salpetersäure Korksäure“. 

Etwas ausführlichere Angaben macht Hans Derlon*). der 
im Laboratorium von Wislicenus die Versuche von Mager fortsetzte. 
Er erhielt aus dem im Vacuum zwischen 80—91° siedenden An- 
teile des Destillats aus Azelainsaurem Kalk ein bei 85° schmelzendes 
Semicarbazon und bei der Oxydation geringe Ausbeuten an Kork- 
säure. 

Man kann also wohl sagen, da über das Cyklooktanon etwas 
Zuverlässiges noch nicht bekannt ist und daf es in reinem Zu- 
stand bisher überhaupt noch nicht vorgelegen hat. Der von Derlon 
angegebene Schmelzpunkt des Semicarbazons ist augenscheinlich 
irrtümlich und auch die Beschreibungen des freien Ketons stimmen 
nicht mit meinen Bevbachtungen überein. 

Das aus dem bei 168—164,5° schmelzenden Semicarbazon durch 

1) Annalen 275, 363 (1893). 

2) Ceutralbl. 1899, II, 181. 

8) Ber. 31, 1957 (1893). 
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Erwärmen mit Oxalsäure regenerierte reine Cyklooctanon 
zeigt folgende Eigenschaften: Die Verbindung riecht dem Suberon 
auBerordentlich ähnlich, etwas bittermandelülartig, wie es übrigens 
auch für reines Cyklopentanon und Cyklohexanon zutrifft. 

Der Siedepunkt wurde bei 195—197° gefunden. Beim Ab- 
kühlen erstarrt das Keton leicht. und schmilzt wieder bei 2b° 
bis 26°. Auferdem wurde ermittelt : 


— 0.9584, nn — 1.4694 bei 20°. 


Die Tatsache, daf man von den Cyklylmethylaminen ausgehend 
ganz allgemein durch Umsetzung jener Basen mit salpetriger Säure 
Ringerweiterung erzielen kann, stellt uns nun vor die Frage, wie 
man den Mechanismus dieser Umsetzung zu deuten hat. 

Die Môglichkeit einer Erklärung aller beobachteten Er- 
scheinungen bietet sich meines Erachtens in der Annahme, da 
sich die Uebergänge unter intermediärer Bildung eines unter den 
gegebenen Bedingungen unstabilen bicyklischen Systems vollzieht, 
vielleicht unter primärer Entstehung einer Diazoverbindung. 

Ich môchte das am Beispiel des Uebergangs von Cyklopentyl- 
methylamin in Cyklohexanol mit Hülfe folgender Formelbilder 
verdeutlichen: 


CH2—CH CH—CH 
| DCHCH: NH:.NO:H— | CH CH Ne OH —> 
CH—CH; CH2—CH2 


CH:>—CH2 CH 
CH: — CH CH: 


+ N: + H0 


Nach dieser Vorstellung würde sich bei der Reaktion an den 
bestehenden Fünfring ein Dreiring anschliefen, der nun an drei 
Stellen bydrolytisch gespalten werden kann. Tritt die Spaltung 
unter Lüsung der Bindung 1 ein, so hat man 

CHR CH CH CH— CH —CH 
| 3 + H0 = | | 
CH:—CH / \CHs CH:—CH(OH) — CHs 


d.h. es ist der sekundäre Alkohol des nächsthôheren Ringsystems 
(Cyklohexanol) entstanden, 


Setzt die Spaltung dagegen an der Bindung 2 oder 3 des 
Dreirings ein (was auf dasselbe herauskommt), so entsteht entweder 
der dem Ausgangsamin entsprechende primäre Alkohol, oder ein 
sekundärer desselben Ringsystems. 
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Beide Alkohole kôünnten auch unter Wasserabspaltung in 
Kohlenwasserstoffe übergehen, die ja, wie eingangs bemerkt wurde, 
ein fast regelmäBig auftretendes Nebenprodukt ausmachen. Folgende 
Formelbilder verdeutlichen das : 


ÊH, CH CH. 1. « CH CE | CH:—CHe 
Nm DCH CH | NC.CHs 
CH:— CH (OH) CH 


Für den Uebergang von Cykloheptylmethylamin in Cyklooctanol 
gewinnt man folgendes Bild: 


CH:—CH2—CH 


| DCH—CH: NH . NO: H—> 
CH:—CHe— CH 


CH:—CHi—CHe —CH 
pe CE > | : | à 
CHRROAE CHR NCHAUHECHE CH OU) CH 


u. $. W. 


So wären in einfachster Weise alle beobachteten Vorgänge er- 
klärbar. 


Eine ähnliche Betrachtungsweise läft sich auch den Vorgängen 
der Nitritzersetzung bei den aliphatischen Aminen zu Grunde 
legen und ich finde, daB M. Freund sie auch beiläufig angedeutet 
bat !), um dann aber einer anderen Interpretation den Vorzug zu 
geben ?). 

Mag nun aber die angeführte Vorstellung von dem Reaktions- 
mechanismus zutreffend sein oder nicht, so regen doch jedenfalls 
die tatsächlichen Beobachtungen zu Versuchen an, die Ringer- 
weiterung gegebener Systeme auch noch in anderer Richtung zu 
realisieren und womôglich das Problem zu lôsen, bicyklische Ver- 
bindungen mit stabilen Ringsystemen aufzubauen. 


1) Ber. 24, 2152. 

2) Eine gewisse Analogie mit den besprochenen Umformungen wird man 
auch beim Verlauf der ,Beckmannschen Umlagerungen“ finden, wenn man für 
deren Verlauf sich der Erklärungsweise anschlieBt, welche ich neulich [Ann. 346, 
273 (1906)] gegeben habe. Der Unterschied besteht nur darin, da bei den 
Beckmannschen Umlagerungen das bei der Ringbildung beteiligte Stickstoffatom 
dem neuen Ring erbalten bleibt, während im vorliegenden Fall, wie bei den 
Diazoverbindungen, N, leicht in Form von freiem Stickstoff eliminiert wird. 
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Die bisherigen Versuche nahmen nur Cyklylmethylamine zum 
Ausgangspunkt. Wie werden sich Cyklylaethylamine und Cyklyl- 
propylamine bei der Umsetzung mit salpetriger Säure verhalten? 
Werden wir aus 

CH—CH: 
| DCH—CH:— CH NH 
CH:2—CH: | 


einen Siebenring bilden kônnen oder einen methylierten Sechsring, 
oder wird sich das Molekül vielleicht zu einem dipentacyklischen 
schliefen, wie es im Campher vorliegt? Versuche, welche diese 
Fragen entscheiden sollen, sind bereits in Angriff genommen. 


Messungen des elektrischen Vertikalstromes 
in der Atmosphäre. TI. 


Von 


H. Gerdien. 


Vorgelegt von E. Wiechert in der Sitzung vom 28. Juli 1906. 


Einleitung. Das Problem der elektrischen Strômung in der 
Atmosphäre ist zur Zeit noch weit von seiner Lôüsung entfernt; 
der Grund dafür scheint mir vor allem in der Schwierigkeit zu 
liegen, alle in Betracht kommenden Faktoren dieses vielgestaltigen 
Vorganges messend zu verfolgen und ibre Wechselwirkung durch 
einfache Fragestellungen zu analysieren. Man muf hier, wie 
auch sonst vielfach in der Geophysik, darauf verzichten, die Ver- 
suchsbedingungen in jedem Falle so zu vereinfachen und zu va- 
rlieren, wie es der Physiker im Laboratorium als seine Haupt- 
aufgabe jedem ungeklärten Phänomen gegenüber betrachtet. Die 
analysierenden Methoden der Experimentalphysik lassen sich 
in der Geophysik nur in hôchst unvollkommener Weise durch 
die statistische Verarbeitung des Beobachtungsmaterials ersetzen: 
sie wird der Natur der Sache nach nur für [Institute durchführbar 
sein, die über eine hinreichende Anzahl geschulter Hilfskräfte ver- 
fügen. Nur an wenigen Stellen sind zur Zeit die erforderlichen 
Arbeitskräfte sowohl für Sammlung als auch für Verwertung des 
Beobachtungsmaterials in den Dienst der luftelektrischen Forschung 
gestellt; will man als Einzelner aufBerhalb des Rahmens dieser 
Untersuchungen zur Fôrderung des Problems beisteuern, so scheint 
mir dieses nur dann angebracht und erfolgverheifend zu sein, 
wenn es sich um die Ausarbeitung und Prüfung neuer Methoden 
handelt oder um die Erforschung spezieller, ihrer Natur nach als 


78 H. Gerdien, 


Extremphänomene leichter zugänglicher Fälle. — Das Problem des 
Elektrizitätshaushaltes der Atmosphäre zerfällt in die Fragen 
nach dem normalen und dem gestôrten elektrischen Strom; man 
kann im Zweifel sein, welches von beiden Gebieten der indivi- 
duellen Arbeit leichter zugänglich ist. Für mich war zunächst 
der Umstand bestimmend, da$ ich bei meinen luftelektrischen Unter- 
suchungen im Freiballon ‘) an dem normalen vertikalen Leitungs- 
strom eine auffällig geringe Veränderlichkeit mit der Hôhe ge- 
funden hatte, die mich auf Grund von theoretischen Ueberlegungen, 
die weiter unten noch berührt werden sollen, zur Untersuchung 
der zeitlichen Veränderlichkeit des vertikalen Leitungsstromes 
veranlassten. 

Instrumentarium und Methode. Das Potentialgefälle 
wurde den Registrierungen des im geophysikalischen Institut auf- 
gestellten Benndorf’schen Elektrometers entnommen; das Instru- 
ment ist mit einer im Freien nahe unterhalb der Plattform des 
Hauptgebäudes unter einem Schutzdach angebrachten Radiotellur- 
elektrode verbunden, deren Relativ-potentiale in bekannter Weise 
durch Simultanbeobachtungen auf ebenem Gelände auf das ,absolute“ 
Potentialgefälle reduziert wurden. Leider ist in der unmittelbaren 
Nachbarschaft kein besonders zu diesen Reduktionsbeobachtungen 
geeigneter Platz vorhanden; derjenige Ort, an dem die Beobach- 
tangen schlieBlich vorgenommen wurden, liegt in einer Entfernung 
von 180m vom Hauptgebäude, sodaf bei gewissen Wetterlagen 
die zeitlichen Aenderungen des Gefälles an beiden Plätzen sehr 
merklich von einander abweichen. Wesentlich diesem Umstande 
ist es zuzuschreiben, da der Reduktionsfaktor nach den bisherigen 
Messungen mit einer Unsicherheit von etwa 10 °/o behaftet ist. 

Die Messungen der spezifischen Leitfähigkeit wurden mittels 
des von mir konstruierten Apparates?) auf der ,meteorologischen 
Wiese“ des Instituts vorgenommen, die sich in der horizontalen 
Entfernung von 100 m vom Hauptgebäude befindet; da die Radio- 
tellurelektrode des Benndorf’schen Elektrometers noch dazu in 
etwa 14m Hôhe über dem Boden angebracht ist, erscheint eine 
irgendwie merkliche Beeinflussung der Leitfähigkeitsmessungen 
auf der ,meteorologischen Wiese“ durch sie ausgeschlossen. Die 
»hmeteorologische Wiese“ ist eine etwa 20 >< 20 m messende Lich- 
tung in dem das Institutsgelände bedeckenden etwa 4m hohen 


1) H. Gerdien, Nacbr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. 1905 und 1906. 
2) H. Gerdien, Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. 1905. 
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Kiefernbestande. Die Aufstellung des Leitfähigkeitsapparates auf 
der Wiesce ist insofern vorteilhaft, als der Apparat hier vor der 
influenzierenden Einwirkung des atmosphärischen Feldes sowie vor 
WindstôBen etwas besser geschützt ist, als auf freier Ebene; 
der Luftaustausch mit der über die Bäume hinwegstreichenden 
Luft ist auf der Wiese hinreichend gesichert. Welche Stôrungen 
durch Ionenadsorption an dem bei stärkerem Winde auch in den 
unteren Schichten durchstrômten Gehôlz vorkommen, läBt sich 
nur schwer übersehen; bei den geringen Windstärken, bei denen 
ich ausschlieflich beobachtete, war die Luft zwischen den Bäumen 
merklich in Rubhe. 


Gleichzeitig mit den Leitfähigkeitsmessungen wurden Ionen- 
zäblungen vorgenommen; ich benutzte dazu den hinteren Teil des 
Apparates, den ich bei der Ballonfahrt vom 5. V. 19041) in Ver- 
bindung mit einem Vorsatzkondensator zu Messungen der spezi- 
fischen Ionenzahl, der spezifischen Leitfähigkeit und damit der 
spezifischen Ionengeschwindigkeit verwendet hatte. Der Apparat 
ist ein mit Zählwerk versehener, infolge seiner Dimensionen be- 
sonders leistungsfähiger Ebert’scher Ionenzähler, den ich nach 
eigenen Angaben von der Firma Spindler & Hoyer hatte anfertigen 
lassen. Obgleich die zur Erzielung einer gut messbaren Potential- 
abnahme am Blättchenelektrometer des Appurates erforderliche 
Aspirationszeit erheblich kleiner ist als die bei der Ebert’schen 
Originalkonstruktion erreichte, ist sie doch noch immer unbequem 
hoch, wenn es sich darum handelt den zeitlichen Verlauf der 
spezifischen Ionenzahlen auch bei schnelleren Aenderungen noch 
zu verfolgen. 

Die Aufstellung der Apparate war folgende: auf einem hôl- 
zernen Stelltisch stand in etwa 1,20m Hôhe über dem Boden der 
Leitfähigkeitsapparat, über diesem der [onenzähler; so war es 
ohne Schwierigkeit môglich, mit der rechten Hand die Kurbel des 
Leitfäbigkeitsapparates zu drehen und gleichzeitig mit der linken 
Hand den Aspirator des Ionenzählers von Minute zu Minate neu 
aufzuziehen. Eine besondere Erdung der Apparate war überflüssig, 
da sie durch den Kürper des Beobachters in dauernder Verbindung 
mit der Erde standen. 

Die Angaben über Lufttemperatur, Luftfeuchtigkeit und Luft- 
druck sind den Registrierungen eines Assmann-Fuef’schen Aspi- 
rations-Meteorographen entnommen, der auf der ,meteorologischen 


H. Gerdien, Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. 1904. 
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Wiese“ in 22m Hôhe über dem Boden in Gang gehalten wird; 
die Korrektionen des Meteorographen wurden täglich einmal mittels 
des Aspirationspsychrometers und des Stationsbarometers (FueB) 
bestimmt. 

Die Daten über Windgeschwindigkeit und Windrichtung sind 
den Angaben eines Fuef’schen Schalenkranz-anemographen ent- 
nommer, der auf dem Dache des Hauptgebäudes in 22m Hôhe 
über dem Boden arbeitet. 

Die Bewülkung wurde in der üblichen Weïise nach einer 
11 teiligen Skala geschätzt. 

Die Lufttrübung ist in einer willkürlichen Skala nach der 
Sichtbarkeit entfernter Objekte angegeben. Und zwar bedeutet : 


Lufttrübung. 


I. (sehr klar). Das 36km entfernte MeiBnergebirge ist mit 
scharfen Konturen sichtbar, mittels des ZeiBfeldstechers 
von 12 facher VergrôBerung sind einzelne Baumgruppen darauf 
gut zu unterscheiden. 

IT. (klar), Das Meifinergebirge ist sichtbar, jedoch lassen sich 
mittels des Feldstechers keine Einzelheiten mehr erkennen. 

III. (wenig Dunst). Das Meifnergebirge ist nicht sichtbar, da- 
gegen sind die 13km entfernten ,falschen Gleichen“, der 
16,4 km entfernte ,Hohe Hagen“ noch deutlich erkennbar. 

IV. (Dur:). Die unter IIT genannten Berge sind nicht mehr 
erkennbar; Die Stadt Gôttingen ist, wenn auch in starker 
Trübung, sichtbar. 

V. (starker Dunst, Nebel). Die Stadt Gôttingen ist nicht sicht- 

bar, nur noch nahe gelegene Baumgruppen sind zu erkennen. 

Die Angaben üker die allgemeine Wetterlage sind nach den 

von der deutschen Seewarte herausgegebenen Wetterkarten zu- 
sammengestellt. 


Resultate. 


In der folgenden Tabelle sind die Resultate der luftelektrischen 
und der meteorologischen Beobachtungen zusammengestellt. Es be- 
zeichnet À, = e D n,v, den Anteil der positiven Ionen an der spezi- 
fischen Leitfähigkeit 4, — e2>,v, den entsprechenden Anteil der 
negativen Ionen {s Ladung der Ionen in elektrostat. MaB, », bezw. 
n, Zahl der positiven bezw. negativen Ionen im ccm, v, bezw. », 
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die spezifische Geschwindigkeit der positiven bezw. negativen Ionen 
(die Maeinheiten sind besonders bezeichnet), Æ, bezw. E, die vom 
Ionenzähler angezeigte Ionenladung in elektrostatischen Ein- 
Eh 7 
E, bezw. E. 


berechnet, unter der noch zu erôrternden Annahme, daB der 
Tonenzähler quantitativ alle in der Luft enthaltenen Ionen wirk- 


heiten/cem. Dabei ist v, bezw. v, einfach als Quotient 


lich zur Messung bringt. es bezeichnet das Potentialgefälle (in 


besonders angegebenen Eïinheiten) j, die Dichte des vertikalen 
Leitungsstromes in elektrostatischem Mafe. 


Diskussion der Resultate. 


Bezeichnet q die Zahl der in der Zeiteinheit und Volumen- 
einheit durch die vorhandenen lonisatoren erzeugten Ionen jedes 
Vorzeichens, « den Koefficienten der Wiedervereinigung der Ionen, 
so gelten, wenn man die Diffusion der Ionen aufer acht läBt für 
die Strômung in der Luft die folgenden Gleichungen 


1) Fe = er 

2) de =q-un, ni ns 

3) on tia = == té -(4,+1,) = — st E(2,0,+n,0) 
4) Rue — —4ne(n,—n,) = —4xo, 


worin @ die räumliche Ladungsdichte bezeichnet. Dabei sind die 
horizontalen Feldkomponenten und Strômungskomponenten, sowie 
ibre Aenderungen nach der Horizontalen aufer acht gelassen; 
es ist hier eine Atmosphäre in Betracht gezogen, deren KEigen- 
schaften sich in horizontalen Schichten nur unmerklich ändern, ein 
Fall der eine weitgehende Annäherung an die häufig vorliegende 
Verteilung der luftelcktrischen Elemente unter den als ,normal* 
bezeichneten Verhältnissen darstellen dürfte. Es ist dabei vor- 
läufig auch die Konvektion von Ladungen vüllig aufer acht ge- 
lassen. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1907. Heft 1. 6 
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Duorcb Subtraktion der Gleichangen 1 und 2 erhält man: 


ôn, nn, es 2 (S + a.) 
OT ox à Ms ANT Oh oh 
oder 
Ô6e OSEO: | 
7 T4 Car @ +2) 


Fasst man die Anteile der positiven und der negativen Ionen an 
der Leitfähigkeit unter dem Zeichen À zusammen, so beschreïibt 
die Gleichung 
. JUN Contaeiteé Rx al: 
Oh ot 0h | 0h 

unabhängig von jeder speziellen hypothetischen Annnahme über 
die Natur der Strôomung in allgemeinster Form die Eigenschaften 
der stationären und der nicht stationären Strômung. 

Soll die räumliche Ladungsdichte 9 erhalten bleiben, so ergibt 
sich unmittelbar 


0), 0 FoV k! 
ET) LT: FE a) 1% 

d. h. die Dichte des vertikalen Leitungsstromes oder das Produkt 

von Potentialgefälle und Leitfähigkeit ist überall da, wo eine zeit- 

liche Anderung der räumlichen Ladungsdichte nicht eintritt, unab- 

hängig vom Orte konstant. 

Dieses Resultat habe ich bei der Diskussion meiner Messungen 
der Dichte des vertikalen Leitungsstromes in der freien Atmo- 
sphäre zur Feststellung derjenigen Schichten benutzt, in denen 
stationäre Strômung bherrscht. Die geringe Veränderlichkeit des 
vertikalen Leitungsstromes mit der Hühe, die ich bei diesen 
Messungen vorfand, zeigt unmittelbar, dass die vertikale Leitungs- 
strômung nahezu den stationären Zustand einhält. Die tatsächlich 
vorkommenden Werte der zeitlichen Ânderungen der räumlichen 
Ladungsdichte sind immerhin merklich, so berechnet sich z.B. aus dem 
grüBten bei der Fahrt vom 30. VIII. 1905 vorgefundenen Wert von 
2 in der Hôhe von 4100 bis 4300 m ss zud0 M Le 
oh ot cm° sec. : 
da nun die räumliche Ladungsdichte in jener Hôühe rund 7,6 : 10° 
elektrost. Einheiten 

RC 
liche Ladungsdichte schon in 760 sec. auf O herabgesunken sein. 
Es liegt nahe, dieser Folgerung gegenüber auf die Unzulänglich- 
keit dieser Betrachtungsweise, die ja die Konvektion von Ladungen 


- betrug, würde bei konstantem . die räum- 
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auBer acht läfit, hinzuweisen und zugleich die Annahme als wahr- 
scheinlich zu erkennen, die ich an der angegebenen Stelle bezüglich 
des horizontalen Konvektionstromes gemacht habe. 
Die Bedingung für das stationäre Verhalten von o: 

00e 4 hs où EL 

Sr PP Pa M) A | 
enthält zunächst nur eine Beschränkung für das Produkt von 
Potentialgefälle und Leitfähigkeit, nicht unmittelbar *ür die ein- 


zelnen Faktoren. Es ist der Fall denkbar, daf sich stets . 


und À so ändern, da einerseits das Produkt konstant erhalten 
2 
wird, andererseits aber auch Fa — — 4xç konstant ist — ein Fall, 


der nicht selten in der Atmosphäre realisiert zu sein scheint. 
Die Addition der Gleichungen 1) und 2) ergibt: 


2e _ ms Le0rRALR O7 
fr ee PS PER: 


oder 


d(n,+n,) dir 
TT — 2q—2an,n, À a ler Ge 4)|. 


Diese Beziehung zwischen den durch spezielle ionenhypothetische 
Annahmen defiuierten Grôssen n,, n,, q, «, À, und À, läfit einige für 
die atmosphärische Elektrizität nicht unwichtige Folgerungen zu. 
Ich habe in der freien Atmosphäre mehrfach oberhalb und unter- 
halb einer Stabilitätsschicht die Differenz 4, — 1, von entgesetztem 
Vorzeichen gefunden, ohne bei dem Potentialgefälle eine erhebliche 
Ânderung mit der Hôhe feststellen zu kônnen. Es besass also 
das letzte Glied auf der rechten Seite einen merklichen Wert; man 
durfte also eine etwa vorhandene zeitliche Ânderung der Fra 
Tonenzahlen nicht auf Rechnung einer Verschiebung des Gleich- 
gewichts zwischen Ionisierungsstärke und Molisierungsstärke setzen. 
Andererseits lehren die in der oben wiedergegebenen Tabelle ent- 
haltenen Werte der kurz nacheinander bestimmten 4, und 4,, daf 
häufig am Boden die Differenz 1,— 4, nahezu — 0 ist (eine Tat- 
sache, die schon H. Schering') aufgefallen ist). In allen diesen 


Fällen wird auch die Anderung des Produktes A (4,—2,) mit 


der Hôhe sehr klein sein; d. h. wir werden die etwa bei dieser 


1) H. Schering, Dissertation, Güttingen 1904. 
6 * 
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Lage eintretenden zeitlichen Ânderungen der spezifischen Ionen- 
zahlen auf Rechnung einer Verschiebung des Gleichgewichts zwischen 
Ionisierungsstärke und Molisierungsstärke setzen müssen. 

Bei dem Versuch, die zeitlichen Anderungen der luftelektri- 
schen “!emente in ibrer Abhängigkeit von den zeitlichen Ânderungen 
der meteorologischen Faktoren zu verstehen, stôfit man auf die 
Schwierigkeit, den Einfluf der Konvektion von Ladungen abschätzen 
zu müssen. Mir schien es daher geboten, bei der Sammlung von 
Beobachtungsmaterial zunächst diejenigen Wetterlagen zu bevor- 
zugen, bei denen der Einfluss des Konvektionsstromes môglichst 
zurücktritt hinter demjenigen des Leitungsstromes. Wie aus dem 
oben reproduzierten Material hervorgeht, fallen die Messungen in 
überwiegender Anzahl in die Herrschaft von Hochdruckgebieten, 
die durch geringe Luftbewegung nicht nur in geringen Hôhen, 
sondern herauf bis zu mittleren Hühen ausgezeichnet sind. Es wird 
somit den Messungen des vertikalen Leitungsstromes eine besondere 
Bedeutung zukommen, als sie unter den vorliegenden Umständen 
im wesentlichen über den gesamten Elektricitätsaustausch zwischen 
Erde und Atmosphäre Auskunft geben. Bemerkenswert ist die ge- 
ringe zeitliche Anderung der Dichte des vertikalen Leitungsstromes 
an mehreren Beobachtungstagen, die namentlich überall da als auf- 
fällig gelten muB, wo das Potentialgefälle und die Leitfähigkeit 
für sich allein starken Anderungen unterliegen. Es hat somit den 
Anschein, als ob die schon früher von mir verwendete Erklärung der 
Anderungen des Potentialgefälles aus den ÀÂnderungen der Leit- 
fähigkeit unter Aufrechterhaltung des stationären Strômungszu- 
standes in vielen Fällen zutreffend ist; andererseits läft es sich 
nicht verkennen, daf in anderen Fällen durchaus nicht die statio- 
näre Stromung erhalten wird, vielleicht weil in diesen Fällen die 
Ânderungen der Leitfähigkeit zu schnell erfolgen, als daB sich 
der stationäre Zustand merklich wieder einstellen künnte. Der 
andere Weg, die Anderungen des Potentialgefälles durch zeitlich 
veränderliche Zufuhr von positiver Ladung in der Hôhe zu er- 
klären, scheint mir bei diesen Messungen, die unter müglichstem 
Ausschluf der Konvektion stattfanden, nicht beschritten werden 
zu dürfen. 

Der Mittelwert für die Dichte des vertikalen Leitungsstromes, 
den man ohne Berücksichtigung der gestôrten Werte vom 8. IV. 
erhält, ergibt sich zu 8,000 : 107’ elektrostat. (aus 49 Messungen). 
— Von Interesse dürften auch die Werte des gestôrten Vertikal- 
stromes vom 8. IV. sein. 

Eine statistische Bearbeitung des erhaltenenen Materials habe 
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ich wegen der verhältnismäfig geringen Anzahl der Beobachtungen 
unterlassen, doch wird man unschwer auch aus meinen Messungen 
eine Bestätigung der allgemein anerkannten Beziehungen z. B. 
zwischen Lufttrübung und Leitfähigkeit entnehmen. 

Die Leitfähigkeitsmessungen ergeben als Mittel für 


4, = 1,155 : 10°* elektrostat. (aus 51 Messungen) 
und für 
À, — 1,120 : 107 elektrostat. (aus 50 Messungen). 


n 


Bemerkenswert ist der geringe Wert der Differenz 4, — 1, der 
sich auch in den Mittelwerten zeigt. 

Auf die Messungen der spezifischen Ionenzahlen und Ionen- 
geschwindigkeiten lege ich keinen grôBeren Wert, da zweifellos 
der Ionenzähler nur einen kleinen Bruchteil aller in der Luft vor- 
handenen Ionen angibt. Dabei werden die Werte für £, und E, 
meines Erachtens weniger der Wirklichkeit entsprechen als die 
Werte der v, und v,, der mittleren spezifischen Ilonengeschwindig- 
keiten, da diese nur wenig durch das Vorhandensein oder Fehlen 
der schwer beweglichen Ionen beeinfluft werden künnen. Die 
Mittelwerte für diese Grôfen sind: 


E, = 0,354 - 10" (aus 51 Messungen) elektrostat. 


E, — 0,287 - 10° (aus 49 Messungen) elektrostat. 
em Volt 


v, — 826 elektrostat. — 1,09 ÉATeT (aus 51 Messungen) 
P sec. / cm 

cr, — 394 elektrostat. — 1,51 ni (aus 49 Messungen) 
« sec. / cm 


Ebensowenig wie den Werten Æ, und Æ, selbst lege ich der Difte- 
renz J,— l:, eine grübere Bedeutung bei. Von Wichtigkeit scheint 
mir au den vorliewenden Resultaten in erster Linie der zeitliche 
Verlauf des Vertikalstromes zu sein, in zweiter Linie die Be- 
stätigung der Erfahrung, daB häufig die Anteile der beiden Ionen- 
arten an der Leitfähigkeit einander schr nahe gleich sind. Weitere 
Folgerungen thevoretischer Art, die sich aus diesen Resultaten 
ziehen lassen, sollen in einer späteren Arbeit gegeben werden. 


Über die Komposition der quadratischen Formen. 


Von 
H. Weber. 


Vorgelegt von Herrn H. Minkowski in der Sitzung am 9. Februar 1907. 


$ 1. Die Gauss’sche Theorie der Komposition. 


Im Artikel 235 der ,Disquisitiones arithmeticae“ gibt Gauss 
folgende Erklärung der Komposition der quadratischen Formen: 
1. Wenn dreibinäre quadratische Formen F,f,f'mit 
ganzzahligen Koeffizienten in der Beziehung zu ein- 
ander stehen, daB durch eine bilineare Substitution 


mit ganzzahligen Koefficienten p,q 
# X = pax'+p'ay +p'yx +p"yy", 
Y = gaz'+ gay + q'yx'+ Q"yy' 


die Gleichung 
(2) F(X,Y) = f(@, y) f(x", y) 


identisch in Bezug auf (x,y), (x',y') befriedigt wird, so 
heiBt Fin das Produkt ff! transformierbar. 

Um die weitere Erklärung der Komposition zu verstehen 
und kurz zu formulieren, mache ich folgende Bemerkung: 

Wenn für irgend eine Primzahl x die Kongruenz 


(3) IX+mY = 0 (mod.x) 


durch zwei Zahlen /, m, die nicht beide durch x teilbar sind, iden- 
tisch befriedigt werden kann, wenn also die vier Kongruenzen 


lp +mq =0, lp'+mg' = 0, 


4 ; 
(®) 1p'+mg" = 0, lp"+mqg" = 0 (aus, 


‘11 
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zugleich bestehen, so müssen die sechs Determinanten 


pg'—qp, pg'—ap, pa'—gp", 
(b) [AAA ! [4 l'estre ! 14 LL] /2 (24 [122 


DTA JO, Die GP 


die bei Gauss mit P, Q, R,S, T, U bezeichnet sind, durch x teil- 
bar sein; und wenn umgekehrt dies zutrifft, so sind die Kon- 
gruenzen (4) in der angegebenen Weiïise zu befriedigen. Dies ist 
evident, wenn alle » durch x teilbar sind. Ist aber z. B. p nicht 
durch x teilbar, so braucht man nur m — —», | — q zu setzen, 
um diesen Kongruenzen zu genügen. 

Wenn die Kongruenz (3) môglich ist, ohne daf / und » durch 
x teilbar sind, so will ich die Funktionen X, Y nach dem Modul 
x linear abhängig, im entgegengesetzten Fall linear unab- 
hängig nennen, und wenn X, YŸ in Bezug auf jeden Primzahl- 
Modul linear unabhängig sind, so will ich sie schlechtweg linear 
unabhängig nennen. Die notwendige und hinreichende Bedingung 
für linear unabhängige bilineare Funktionen X, Y ist also die, daf 
die sechs Determinanten (5) keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. 
Hiernach lautet die zweite Gauss’sche Definition so: 

2. Die Form F'heiBt aus f und f’ komponiert, wenn 
die Transformation (2) durch linear unabhängige 
Funktionen X, Y môglich ist. 

Die Folgerungen, die sich aus dieser Definition ergeben, hat 
Gauss in der fünften Sektion der Disq. arith. in voller Allgemein- 
heit aber nicht ohne weitläufige Rechnungen abgeleitet. Um diese 
Rechnungen zu vereinfachen, hat schon Dirichlet einen andern 
Weg eingeschlagen, und neuerdings hat Dedekind mit Hilfe des 
von ihm ausgebildeten Algorithmus der allgemeinen Differentiation 
oder Vektorenbildung der Theorie eine sehr elegante Gestalt ge- 
geben. Ich gebe im Folgenden noch eine andere Darstellung, die, 
wie die Dedekind’sche, von den trilinearen Formen ausgeht, 
aber die lineare Transformation und die Invariantentheorie mebr 
in den Vordergrund stellt !). 


8 2. Die trilineare Form und ihre Invarianten. 
Es sei 
(6) H — a,t,x,r,+a,x,y,ys + MY Ys + AY Ys La 
+ BY Ya Yo + Ba Yi La Lo + Ba La Va Lo + Bo Li La Vs 


1) Dirichlet, de formarum binariarum secundi gradus compositione (1851) 
Werke, Bd. II, S. 105. Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie, 
4. Aufi., 8145f. Dedekind, Crelle, Bd. 129 (Dirichlet-Band). 
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eine trilineare Form der drei Variablenpaare 


(7) (4); (19), (s Ye). 
Die Koeffizienten môügen vorläufig gleichfalls als unabhängige 


Variable betrachtet werden. 
Eine lineare Substitution 


æ = Ax'+uy, 

y = vz'+oy' 
deren Determinante 

0 — 10 —uv 


von Null verschieden ist, bezeichne ich in üblicher Weise durch 
À, ! ! ! 
en = (E)@,y) = D y) 
» @ 
und ihre Auflôsung mit 
(ea, 897) = (2 TE) (a 9 = (0) 


Ferner soll r, s, { irgend eine Permutation der drei Indizes 1, 2, 3 
bedeuten. 

Ich transformiere nun die Form H durch drei gleichzeitig 
ausgeführte von einander unabhängige lineare Substitutionen L,, 
L,, L, mit den Determinanten 6,, 0,, 0,. Alle entsprechenden 
GrôüBen in den transformierten Formen sollen durch Akzente 
unterschieden werden. Wir haben also zunächst 


I PH 
Die partiellen Ableitungen 
0H 0H 
(8) (eF 72 SE ap <> Ôy, Fe X, 


sind bilineare Formen der Variablenpaare (x,, y.), (x,,y), und 
wenn man auf sie die Substitutionen Z,, Z,, L, anwendet, so ergibt 
sich, daB 0, X,, 0, Y, mit x,,y, kongredient transformiert werden: 


IT (à, X,, Ô, 44 Fe AE. Le) 
Wir führen weiter die drei quadratischen Formen ein: 
ox. OX, 
(y PRES 0 HSNCI VHS 0x,  Ôy, 
‘7 Gx,ôx, 0y,0y, | Ô,0y, do, — | oY. oY l’ 
x, y, 


die nur von je einem Variablenpaar x,,y, abhängen. Aus II 
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ergibt sich für diese Funktionen die Invarianten-Eigenschaft 
III Pass DOI 
Die Diskriminanten der f, 
2f \2 Of 9 
a D = (as) — a 
hängen nur von den Koeffizienten «, 8 ab und genügen der Relation 
IV D'=10; 00 "D: 


Die Relation IT ist vermüge L, eine Identität in x!,y!. Er- 
setzt man darin x!, y! durch X/, Y’, so hat man nach II x,, y, durch 
d,X,, 0,Ÿ, zu ersetzen und wenn man also 


(11) (XX) = F, 
setzt, so folgt: 
V Hi 9,0 041 
Endlich bilden wir noch eine trilineare Invariante 
(12) e, = Lx+Sr, 
für die man aus II und III die Relation erhält: 
VI @! — 0, 0,0,0,. 


$ 3 Normalform von H. 
Die Funktionen X,, Y. erhalten nach (6) und (8) den Ausdruck: 
(13) X,—  B,a,x,+o,x,y,+a,x,y,+ By,y; 
Y, = —-ax,a,—B,x,y,— B,x,y,— «,7,9,, 
und darnach: 
(4) £ = (B,2,+ 0,7.) (B,2,+ ay.) — (ax, + B,y,) (ex, + Boy) 
— ati +b,x,y,+ c,y;, 


wenn 
1 = B.B,— «x; 
(15) b, Sr a B,+ a, B,—a,6,— «, b,, 
Ci a, a,— 1, B.. 


Sodann ist 
(16) D, = b—4a,r,. 
Werden nun für die Koeffizienten «, 8 solche Zahlenwerthe 
gesetzt, daB die Diskriminanten D nicht verschwinden, s0 zerfällt 
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jede der Funktionen f, in zwei von einander verschiedene lineare 
Faktoren, die als Variable in AH eingeführt werden kônnen. Sind 
die Variablen x,, y, so gewählt, so müssen die sechs GrôBen a,, c, 
verschwinden, während von den drei GrüBen b, keine verschwindet. 
Es bestehen dann die sechs Gleichungen 


Go = Bass Bols = dt; 
(17) God = Bobi BoBs = ds, 
a, = hs Bols = du. 
Und daraus: 
Go Bo Ps = Br. @s Be, 
(18) a, Bai ==" «Sp, .0)b., 
a, PNUD = 4; h;:0, p,. 


Wenn keine der GrôBen «, B verschwindet, so ergibt sich hieraus: 


(œ, B)° = 0,6,.0,B,.a,B; 
und daraus nach (18): 
Bo — + ap, Ca LE 0, , me £ «,B, 


und zwar so, daB das Produkt der drei Vorzeichen positiv ist. 
Dann aber verschwinden mindestens zwei der Grôfen b,, b,, d,, 
gegen die Voraussetzung. Es mu also mindestens eine der acht 
GrôBen «,B verschwinden. Nun künnen aber auch nicht alle 
vier Produkte «,B,, «, B,, «, B,, « B, verschwinden, weil sonst 
b,,b,,b, — O0 wären, und wir beschränken die Allgemeinheit nicht, 
wenn wir annehmen, a, B, sei von Null verschieden, da wir, wenn 
etwa « B, nicht Null wäre, nur y, mit x, zu vertauschen brauchten 
um «,B, in «,B, überzuführen. Sei also etwa «, — 0, so folgt 
aus (17) 
B, = 0, Bs = 0, & — 0, dy — 0, B, = 0. 


Demnach hat H die Normalform 


(19) H = a,2,2,%,+ BY Ya Ya 
und wir erhalten: 

(20) X, = B,y,y, Y, = —4,2,x,, 

(21) = —B%Y, 

(22) D, = «fi, 

(23) F, =  afsz,y,x,y,, 


(24) ©, D: % LAC LaDy— BoY Ya Ys)- 
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Man sient hieraus, daB die drei Diskriminanten D,, D,, D, und ebenso 
die drei Funktionen @,, @,, ®@, je unter einander identisch sind und 
daher mit D und @ bezeichnet werden kônnen, und wir erhalten 
überhaupt aus (19)—(24) die folgenden Relationen: 


DALE D, = D, = D, = D, 
VIII FE = f.f, 
IX 9, = @, = 9, = 0. 


Diese Formeln sind zunächst nur für die Normalform abgeleitet ; 
aber die Invarianten - Relationen I, III, IV, V, VI zeigen sofort, 
da sie allgemeine Gültigkeit haben). 

Wir setzen jetzt 


LUPNR TENTE VER QE +x VD = ü 


Ô r) Ô r) 
(25) : _ 
on VD =, — or + VD = v, 


und geben der VD ein beliebiges aber festes Vorzeichen. 

Es sind dann «,,%, oder v,,v, die linearen Faktoren von f, 
und die Verhältnisse uw :v, und %, :v, sind konstant. Eine Aus- 
nahme tritt nur dann ein, wenn eine dieser Linearformen identisch 
verschwindet, was aber nur eintritt, wenn eine der Grôüfen a,, €, 
gleich Null ist. 

Wendet man die linearen Substitutionen (L,), (L,), (L,) an, und 
definiert VD' durch 

(26) VD' — 0,0,0, VD, 
so ergibt sich 
d,0,0,(u,,v,) = (L,)(u,,v), 


27 Fr) r 
en) AMC DS ATEN 


1) Einfache Rechnung gibt für D den Ausdruck: 


D = cp} + of Pi + oi 13 + où P3 + Aoo a dy ds + 4 Bo Pa Pa Ps 
— 2 @0 Bo di Bi — 20 Bo Es Ba — 2 %o Bo 3 Ps 
— 203 Pa ds Ba — 20 Bi as Ba — 20e Bras Ps, 
und wenn man die Koeffizienten von @ mit 4, B bezeichnet: 


A0 = 28, Ba Bs — do(e, Bi + 3 Ba + 8 Ps — @o Bo) — SR 


BE — 2ai sas + Bof Bi + 3 Ba + Gs Ps — %o Po) SA 1 


und daraus erhält man die übrigen Koeffizienten durch zyklische Vertauschung 
von 0, 1, 2, 8. 
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wo auf der linken Seite der gemeinsame Faktor 0,0,0, von u,, v, 


vor die Klammern gezogen ist. 
Wenn in (2b) x,,y, durch X,, Y, ersetzt wird, so müge w,, v, 


in U., V. übergehen, und dann ergibt sich nach II und (27): 
9,0, 0,(U,, V,) = (L,)(U,, P,), 


sh #8,8,(0.,7) = (L)(D,P) 
Für die Normalform erbält man 
H'= aaix,a, + By:V:Ys; 
Le = —aB,x,y,; 
VD' = «Bi, 
X!= Biyy, Yi = —ox!a, 
üu, = 24 biz, u = 0, 
v, = 0, v, = 2a By, 
U, = —2@By.y, U = 0, 
V, = 0, V, = — 20 Bat, 
(29) U! — const. v'v!, V' — const. u!u!. 
DaB wir VD' = «!B! und nicht, was auch erlaubt wäre, — — «/f} 


gesetzt haben, ist dadurch gerechtfertigt, daf wir das eine Zeichen 
auf das andere durch eine Substitution mit der Determinante — 1 
zurückfübhren kônnen. Die entgegengesetzte Annahme würde kein 
anderes Resultat ergeben. Durch Anwendung von (29) folgt aber 
aus (27) und (28): 


XI 


LA + œ,0,v,, 


Fe = &, v, V,, 
worin ©,, , Konstanten sind, die sich durch Vergleichung eines 
Koeffizienten leicht bestimmen lassen')}. Durch Multiplikation er- 
gibt sich nach VIII 

(30) a, — 4&,&,a,a,. 


a 


$ 4 Komposition der quadratischen Formen. 


Es seinen jetzt y,, y, zwei primitive quaüratische Formen 
mit ganzzahligen Koeffizienten von der gleichen nicht verschwin- 


1) Man findet durch Rechnung : 
4a,a,o, ET 24a,B, om (b, + VD)«, 
4a,a,w, = —2a,p, +(b,—VD)«. 
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denden Diskriminante 0), und y, sei eine aus diesen komponierte 
ganzzahligen Form. 

Nach der Definition muf es dann zwei linear unabhän- 
gige bilineare Formen X,, Ÿ, geben, die wir (anders wie in $ 1) 
so bezeichnen: 


X, = B,t,t,+at,y,+ax,y, + BUY; 
(81) 
"A = — Go Le Lg — Ps La Ya — Ba Le Ya — Li Ya Vos 
durch die die Gleichung 
(32) PL, Y) = pts Y:) Ps(Xs: 3) 


identisch befriedigt wird. 

Um aber zugleich die Frage zu beantworten, ob, wenn X,, F,, 
P:, p, ganzzahlige Koeffizienten haben, y, gebrochene Koeffizienten 
haben kônne, multiplizieren wir (32) mit dem Hauptnenner k der 
Koeffizienten von y, und schreiben also 


(33) P(X;, Y,) = kp,(x,, y.) p,(r., Vs), 
worin jetzt y, als ganzzahlig und # relativ prim zum Teiïler von 
y, vorausgesetzt ist. 
Wir bilden zunächst aus (31) die trilineare Form 
(34) H — X 4,50 ta 
die dann, auch in der Bezeichnung, mit (6) übereinstimmt, und leiten 
daraus nach (9) die Funktionen f,, f,,f, und nach (11) F her. 

Es kommt noch die Bedingung hinzu, dafi X,, Y, linear un- 
abhängig sein sollen. Diese bestehen nach $ 1 darin, daB die 
sechs Zahlen 
Bb, y) B, B; T A3) a, B, 71 Bo) 
dB; — a; aus — Bo Bs as — BB: 
keinen gemeinsamen Teiler haben. Diese Zahlen stimmen aber 
nach (15) überein mit 


(85) 


2) ds; 5 (B;9- bi), 
L(b,—4,), €; CR 

1) Ich wende an Stelle der Gaussschen Bezeichnung 

(a,b,c) = ax? +2bxy + cy° 
die jetzt gebräuchlichere und zweckmäfigere an, nach der 

(a,b,c) = ax? + bxy + cy°? 

ist und nenne die Form primitiv, wenn a, b, c keinen gemeinschaftlichen Teiler 
haben. Es tritt dann an Stelle der Gaussschen Determinante b*’— ac die 
Discriminante b’—4ac. Die Unterscheidung von cigentlich und uneigentlich 
primitiven Formen ist dann nicht mehr nôtig. Vgl. diese Nachrichten vom 18. Ja- 
nuar 1893. 


a 


(86) 
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und wenn diese einen gemeinsamen Teiler haben, so haben ihn 
auch die daraus zusammengesetzten 
(37) a; ds) b,, b,, Cas Cge 

Sind umgekehrt die Zahlen (37) durch eine Primzahl x teilbar, so 
sind die Zahlen (36) durch x teilbar. Dies ist zunächst evident 
wenn x ungerade ist, und für x — 2 folgt es aus der Gleichheit 
der Diskriminanten b? — 4a,c, — bi —4a,c,, wonach, wenn die sechs 
Zahlen (37) gerade Zahlen sind, 46, = 4h, (mod. 2) ist. Wir 
haben also 

38. Die notwendige und hinreichende Bedingung da- 
für, daB die Funktionen X,, Y, linear unabhängig sind, 
besteht darin, daB die Teiler m,,m, von f,,f, zu ein- 
ander teilerfremd sind. 


Setzen wir 
Axa X; 
= = 3x a+ y Ya» 
38 2 2 
( ) OY, oY, 
+: = ox 2, + dy Yas 


so haben wir eine lineare Substitution für X,,Y,, durch die die 
quadratische Form y, nach (33) in die mit Æy, multiplizierte Form 
, übergeht und wir kônnen den Satz anwenden, nach dem die 
Diskriminante der transformierten Form, also hier #0 gleich 
ist der Diskriminante der ursprünglichen Form, multipliziert mit 
dem Quadrat der Substitutions- Determinante. Die Substitutions- 
Determinante von (38) ist aber nach (9) gleich —f,, und folglich 
ist, wenn 0, die Diskriminante von o, ist: 


(39) fs — kp30, 
und ebenso: 
(40) 0 fs = hp 0. 


Sind nun », und m, die Teiïler von f, und /,, so folgt, da o, und 
y, primitiv vorausgesetzt sind: 


(41) Ô,m}—:0,mir= k0. 
Es ist daher 6, von Null verschieden und m, — m,. Andererseits 
ist m, zu m, relativ prim und es mu also m, — m, — 1 sein. 
Mithin ist 

(42) K'0 =,0, 


und folglich nach (39), (40): 
(43) h= Equ fs = +. 
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Ferner ergibt sich aus (33) und VIII: 
Pi(X Y) = +éff, = + kf,(X,, Y,), 
also y, = +%f, und da # relativ prim zum Teiler von 9, sein 


sollte, so muB # — 1 sein. Es folgt also f, — +®,, und wir 
setzen: 

(45) Pi = Eifir Pa = Evfes Ps — Esfss 
worin &,,6,,€, gleich +1 sind und nach (32) und VIII der Be- 
dingung genügen: ; 

(46) 6,68, = +1, 
und es ergibt sich aus (41), daB 6, — à ist, daB also y, dieselbe 
Diskriminante hat, wie y, und ,. Ferner folgt aus (32), daB der 
Teiler von y, in dem Produkt der Teiler von ®,, +, enthalten 
sein mübte (nach dem Satze der Algebra, daB der Teiler eines 
Produktes gleich dem Produkt der Teiïler der Faktoren ist) und 
folglich ist der Teiler von y, gleich 1, d. h. y, ist gleichfalls primitiv. 
AufBerdem folgt noch aus (VIII), daf jede der drei Formen 
Pis Ps Ps aus den beiden andern zusammengesetzt ist. 

Drei Formen, die in dieser Beziehung zu einander stehen, 
nennen wir ein Formentripel und nach den Vorzeichen s,, &,, €, 
haben wir vier Arten solcher Tripel zu unterscheiden: (+1,+1, +1), 
(+1,—1,—1), (—1,+1,—1), (—-1,—-1,+1). Die erste dieser Arten, 
in der die Vorzeichen in (45) alle positiv sind, wollen wir die 
Hauptart nennen. 

Unterwerfen wir die Variablen (x,, y) einer ganzzahligen linea- 
ren Transformation (L,) mit der Determinante Ô, — +1, so gehen 
die drei Formen y, in eigentlich oder uneigentlich aequivalente 
Formen æ! über, und wegen II geht auch ,(X,, Y.) in g!(X}, Y') 
über, während f, nach III in Ô,0,f: übergeht. Es bleibt also (32) 
bestehen, während (45) in 

y, = €, 0,0,f, 
übergeht. Nimmt man also à, — &,, so erhält man g! = f! und 
die y! bilden ein Tripel der Hauptart. Es ergibt sich hieraus 
der Satz 

4. Ersetzt man die Formen eines Tripels durch 
eigentlich aequivalente Formen, so erhält man ein 
Tripel derselben Art. Durch den Uebergang zu un- 
eigentlich aequivalenten Formen kann man aus jedem 
Tripel ein Tripel der Hauptart erhalten. 

Hiernach wollen wir uns in der Folge auf die Tripel der 
Hauptart beschränken und vereinigen alle eigentlich aequivalenten 
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Formen in eine Klasse. Wir nennen dann drei Klassen À4,, À,, À, 
ein Klassentripel, wenn drei Formen 9,,9,,9,, aus jeder 
Klasse eine, ein Formentripel der Hauptart ergeben. Es ist dabei 
nicht ausgeschlossen, da in einem Tripel dieselbe Klasse mehr- 
mals vorkommt. 

Es ist noch folgender Satz zu beweisen: 

5. Durch zwei Klassen eines Tripels ist die dritte 
eindeutig bestimmt. 

Er wird bewiesen sein, wenn gezeigt ist, daf zwei Formen y, 
und y, die aus denselben beiden Formen ,, y, in derselben Art 
komponiert sind, mit einander aequivalent sind. 

Ist aber y, und y; in der gleichen Art aus y, und y, kom- 
poniert, so folgt nach (32) 


(47) Pi(X;; 4) > (A (ZX; F;); 
da beide Seiten — y,w, sind, und nach XI: 
oV, = w,F, 
(48) cn f à a Se 
©, V,=10, 7. 


Dies sind zwei lineare Gleichungen zwischen den X,, Y,, X!, Y', 
die nach X,, Y, aufgelüst werden kônnen; denn die Determinante 
von V,,V, ist von Null verschieden (— —4a, VD); und wir er- 
halten zwei Relationen 


A ul. 
Y = vX! +0". 


1 


(49) 


Hierin sind À,u,v,@ rationale Zahlen; denn verbindet man 
die beiden Gleichungen (48) durch Addition und Subtraktion, so 
fällt das irrationale VD heraus. 

Es sind aber 1,u,v,e ganze Zahlen. Denn wäre ihr 
Hauptnenner durch irgend eine Primzahl x teilbar, die nicht in 
allen vier Zählern aufgeht, so würde aus (49) eine Kongruenz 


IX!+mY! = O0 (mod. 7x) 
folgen, in der !,m nicht beide durch x teilbar sind. Dies aber 


widerspricht der Annahme, nach der X}, Y' linear unabhängig 


sein sollen. 
Endlich ist auch die Determinante 


(60) Ô — Ag —-uv = 1. 


Denn die Funktional-Determinanten von (X,, Y,) und von (X!, Y') 
nach (&,, y,) sind einander gleich, nämlich — —f,(x,, y,). 
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Nach alle dem bleiben die Gleichungen (48) bestehen, wenn 
für (X,,Y,), (X', Y)) zwei Variablenpaare 2,,y,; x!, y! gesetzt 
werden, die durch die Substitution (49): 


1) Guy) = CE) iv) 


mit einander verbunden sind, und durch Multiplikation dieser 
beiden Relationen ergibt sich dann nach (26), (30): 


(29) = pit y). 


Dadurch ist aber die Aequivalenz von y, und y! ausgedrückt und 
der Satz 5. bewiesen. 


$ 5. Die Gruppe der Formenklassen. 
Ich will jetzt eine spezielle trilineare Form betrachten: 
(52) H = Lidl — dl Yi, Ys — Us Le Ya Yi — As Us Yi Ya — by, y; Vs. 
Hierfür ergibt sich nach (8) und (9) 


X, = —a,x 74%, 0 s 919 
(53) Fr Li : Ÿ a y Y,Y 
Y, = — ZX, x, +4, y,Yy.. 
(54) À = (a,, b, a, a,), 
(65) D = b*—4a, a, a. 


Wir haben also das Ergebnis: 
6. Die drei Formen 


(a,, b, a, as), (a,, b, ds a,), (as; b, a, d3) 


bilden ein Tripel mit der Diskriminante D — b’—4a,a,a,. 

Um hieraus Folgerungen für die Komposition zu ziehen, schicke 
ich folgende Bemerkungen voraus, die sich auf primitive For- 
men beziehen. 

a) Man kann in jeder Formenklasse À eine repräsentierende 
Form (a, b,c) so wählen, daf a eine beliebige, durch die Formen 
der Klasse À eigentlich darstellbare Zahl ist, man kann also a 
relativ prim zu einer beliebig gegebenen Zahl Q annehmen. 

b) Man kann, ohne aus der Klasse herauszukommen, den 
zweiten Koeffizienten b durch jede nach dem Modul 2a mit b 
kongruente Zahl ersetzen. Man kann also b aus einem beliebigen 
Restsystem nach dem Modul 24 entnehmen. 

c) Es gibt nur eine Formenklasse, durch deren Formen die Zahl 
1 darstellbar ist; diese Klasse heift die Hauptklasse. Sie wird 
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repräsentiert durch die Hauptform: 


19 D 
(1, 1, 25 ) oder (2 0, 7) 


je nachdem D = 1 oder = 0 (mod. 4) ist. 

d) Die beiden Formen (ec, b, a), (a, —b, c) gehôren der zu À ent- 
gegengesetzten Klasse A7’ an. Eine Klasse, die mit ihrer entgegen- 
gesetzten identisch ist, heift anceps oder zweiïseitig (auch ambig). 

Daraus ergeben sich die Hauptsätze über die Komposition 
sebr einfach: 

7. Sind 4, und À, zwei beliebige Klassen der Dis- 
kriminante D, so gibt es eine (und nach 6. nur eine) 
Klasse À4,, die mit À, und 4, ein Tripel bildet. 

Man ermittle in 4,, 4, zwei Formen (a,,b,,c,), (a,,b,,r,), in 
denen a, und a, zu einander relativ prim sind, und bestimme b 
aus den Kongruenzen 


b = b, (mod.2a,), b = b, (mod. 2a,). 
Dann ist b°— D durch 4a, a, teilbar und wir setzen 
— b—4a, a, a. 
Nach 6. bilden dann 
(a,,b, a, a,), (a,, b, a, a,), (a,, b, a, a,) 


ein Formentripel. ad : 

Um die Klasse À mit ihrer entgegengesetzte 4” zu kom- 
ponieren, betrachte man die beiden Formen (a,, b, a), (a,, b, «,), 
wo D — b°—4a,a,. Nimmt man dann in 6. a, — 1, so folgt: 

8. Zwei entgegengesetzte Klassen bilden mit der 
Hauptklasse zusammen ein Tripel. 

Ist (a, b,,c,) eine Form der Klasse À, in der a zu D — b—4ac 
und folglich auch zu b relativ prim ist, so kann man für jeden 
Exponenten # eine Zahl b durch die Kongruenz 


b = b, (mod.2a), L° = D (mod. 4a") 
bestimmen (SchluB von # auf (#7 +1)), und wenn man D — &— 4 c 
setzt, so erhält man nach 6. ein Tripel: 
(56) (a,b, a" 'c), (a"", b, c), (c, b, u”). 
Dies gibt die wiederholte Komposition einer Form mit sich selbst. 


Endlich beweisen wir noch einen Satz, der das assoziative 
Gesetz der Komposition der Formen enthält: 
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9. Es seien 
A;; 4,, À, 
irgend drei Klassen der Diskriminante D, 
B,, D, B, 
drei weitere Klassen von der Art, daB 
9 5 pe 2 À,), (B,, À, À), (B,, À,;, À,) 
je ein Tripel bilden, dann bilden die drei Paare 
A,B;, A, B;', 4,B; 
mit einer und derselben Klasse C je ein Tripel. 
Um ïhn zu beweisen, wählen wir aus À,, À,, À, drei reprä- 
sentierende Formen (a,, b,, c,), (a,,b,, c,), (u,,b,, c,), in denen u,, a,, a, 


je zu zweïen relativ prim sind, und bestimmen b aus den Kon- 
gruenzen 


b = b, (mod.2a,), b = b, (mod.2a,), à = b, (mod. 2a,). 


Dann ist b’— D teilbar durch 4a,a,a,, und wir setzen 
D — b'—A4a,a,a,c. 
Dann kônnen die Klassen À,, À,, À, repräsentiert werden durch 
(a,, b, a, a, c), (a,,b, a,a,c), (a,,b, a, a, c) 
und B,, B,, B, nach 6. durch 
(a,c,b,a,a,), (a,c, b, a, a), (a, c, b, a,a,), 
und wir haben das Tripel 
(a,,b,a,a,c), (a,u,,b, ac), (c, b, a, a, a). 
Ist also C durch (c,b,a,a,a,) repräsentiert, so bildet 4,, B;", C 
ein Tripel. C ändert sich aber nicht, wenn die Indizes 1, 2, 3 
permutiert werden. 

Wollen wir auf Grund dieser Sätze die Formenklassen der 
Diskriminante D zu einer Abelschen Gruppe vereinigen, s0 
müssen wir das Kompositionsgesetz so formulieren, da8, wenn 
À,, À,, À, ein Tripel bilden, nicht À, sondern 4° aus À,, 4, 
komponiert genannt wird. Ebenso ist dann À;' aus 4,, 4, 
und À; aus À,, À, komponiert. Der Satz 9 enthält das asso- 


ziative Gresetz dieser Komposition. Denn darnach ist B;' — À, 4, 
und folglich 


C — A4,(4,4,) — À,(4, 4,) > A,(4, À) D AA; A 
7* 
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Die Einheit dieser Gruppe ist die Hauptklasse E, und ein Tripel 
À,, À,, À, ist durch 

E = A,4,4, 
charakterisiert. 


Ohne Benutzung der speziellen Repräsentanten der Klassen 
kann man das assoziative Gesetz auch auf folgende Weise ableiten: 

Es seien ,,,, y, drei Formen der Diskriminante D, und 
Yi; Vs V, drei Formen von der Art, daB (#;',,, p.), (w,, #,', y), 
(p,, p,, #,') je ein Tripel bilden (wenn #, y" zwei entgegengesetzte 
Formen (a, b, c), (a, —b, c) bedeuten). 

Bilden dann (p,,4,, 4); (@ss Was X3); (@sr Vs A3) wWieder je ein 
Tripel, so ist zu beweisen, daB 4,, 4,, 4, aequivalent sind. Man 
zerlege die Formen nach (25) in lineare Faktoren: 


(57) P—=UU, Ÿ —= VU, 4 —= WW, 
] (0177 () = 
u= TE +yVD, 0 = 2 +y VD, —0 = L+yVD. 
Dann sind ®(x, — y), v(x, —y) die entsprechenden Faktoren von 
y", und es ergibt sich aus XT, von konstanten Faktoren abgesehen : 
(68) v,(X,, —Y,) = u,u,, 
(59) W, = U0,, 


Suabstituiert man in (69) X,, —Y, für die Variablen in v,, so gehen 
die Variablen in w, in trilineare Formen #,, H, der ursprünglichen 
Variablen von ,, v,, v, über und man erhält aus (58) und (59): 


w, (5, H,) = wu,u,, 
und es ergibt sich also 
w,(E,, 1) = w,(5,, H,) = w,(5,, H), 


woraus die Aequivalenz von %,, 4, %, ebenso wie in $ 4, 6. folgt. 


Die Jacobische Transformation der quadratischen 
Formen von unendlichvielen Veränderlichen. 


Von 
Otto Toeplitz in Gôttingen. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 23. Februar 1907. 


Im folgenden soll die sog. Jacobische Transformation der qua- 
dratischen Formen auf eine Summe von Quadraten dazu benutzt 
werden, einige Resultate der vierten Mitteilung von Hilbert ,Grund- 
züge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen“!) 
kurz abzuleiten und zu ergänzen. Und zwar handelt es sich um 
die Resultate des ersten, allgemeinen Teiïles dieser Mitteilung 
(bis pag. 199), soweit sie die Existenz einer beschränkten Resol- 
vente (— ,Reziproke“ in der Sprache des Matrizenkalküls), aber 
nicht die Spektren und die orthogonale Transformation auf eine 
Summe von Quadraten und Integralen betreffen. Dabei soll der 
Schwerpunkt der Beweisführung noch um einiges nach der alge- 
braïischen Seite verschoben werden; alle Convergenzsätze werden 
entbehrlich bis auf einen einzigen, sehr einfachen ($ 2, a), der aus 
Hilberts 4. Mitteilung übernommen wird. 


$ 1. Die Jacobische Transformation. 


Sei eine quadratische Form von » Veränderlichen vorgelegt 
5, = > CALE (au — au) 
3 #,k=1 


seien S,, S,,... die successiven Abschnitte von $,, d. h. 


1) Diese Nachr. 1906, pag. 157f. 
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Sa = 2, % To) 
und seien A die ersten Minoren von $,, A® die Determinante 
von Sa (« — 1,2,...,n). Sind nun diese Determinanten 
AV = @,, À = Gil —iyjce.e., 4 


sämtlich von O verschieden und setzt man‘) 


v,VL.AS — u, 
v,VAS AS = Au, + AV u, 
(1) v, VAS AS = Au, + Au, + AD 0, 


v, VAS AS = AO, + Au, + AL u, + AL u, 


so gilt die Identität: 


1 Le (n) 
oder 
(a) UU, =S;, 


wenn man sich der Symbolik des Matrizen-Calcüls?) be- 
dient und die lineare Substitution (1) mit U, und ihre Transpo- 
nierte mit U' bezeichnet. Es folgt 


(1b) Dit Se 


und damit die Darstellung von $, als Summe von # Quadraten. 


$ 2. Hilfssätze und Konyergenzen. 


a) Eine Bilinearform von unendlichvielen Variabeln und mit 
reellen Coefficienten 


œ@ 
A Se 2% 2 Y» 
LEE 


heife, in genauer Uebereinstimmung mit Hilbert?), beschränkt, 
wenn eine positive Grôüfe M existiert, soda der nte Abschnitt 


1) Allgemein für Bilinearformen wird diese Transformation von Jacobi 
(Crelle Bd. 53, pag. 265 ff.) aufgestellt; für quadratische Formen wird sie schon 
von Lagrange und GauB verwendet. 

2) Vgl. etwa Frobenius, Crelle Bd. 84, pag. 1ff. oder Kronecker Vorlesungen 
über Determinanten (Hensel) Leipzig 1903. 

3) L c. pag. 176. 
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À, = È a Ty, 


für jedes n dem Betrage nach unter M bleibt für alle reellen 
T,, Y, für die 
(2) Zu=1 Zy=]1 


s=1 k=1 

Der einzige für das folgende nôtige Convergenzsatz ist 
der von Hilbert bewiesene, einfache Satz, da das Produkt 
(Hilbert nennt es ,Faltung“) zweier beschränkter Bilinearformen 
existiert und wieder beschränkt ist, und daB für das Produkt 
dreier beschränkter Bilinearformen das associative Gesetz gilt, 
kurz, daB man mit ihnen rechnen kann wie mit Bilinearformen von 
n Variabeln !). 

b) Aus der Lagrangeschen Determinantenidentität folgt für 
beliebige reelle GrôüBen die auch von Hilbert?) vielfach benutzte, 
der Schwarzschen Ungleichung analoge Ungleichheit : 


@) BmV Ex VE 4 


Sei ferner À, — Z a x,Y, irgend eine reelle Bilinearform, 


und seien die GrüBen x,, y, an die Relationen (2) gebunden, so er- 
gibt die Anwendung von (3): 


US ë az) VE 


ET 


EVE au Qu da 2 LT La TB; 
a, p 


wiederholt man noch dieselbe SchluBweise unter Bevorzugung der 
Variabeln x,, so erhält man: 

Das Maximum des Betrages einer reellen Bilinear- 
form À von 2n reellen Veränderlichen x,,y, mit den 


2 
ZE ty 
k=1 


ñ 


1} 0 pag. 179f. Bei Gelegenheit des Beweises dieses Faltungssatzes zeigt 
Hilbert auch, daB eine beschränkte Bilinearform für alle Variabelnwerte von 
konvergenter Quadratsumme konvergiert im Sinne der Convergenz von Doppel- 
reihen und auch im Sinne zeilenweiser oder kolonnenweiser Summation von Doppel- 
reihen. Daher soll, obgleich es leicht wäre, im folgenden diese Sätze bis auf 
den Faltungssatz selbst zu entbehren, doch von ihnen Gebrauch gemacht werden, 
weil dadurch der Gedankengang vielleicht klarer hervortritt. 

2) L c. pag. 176. 
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nicht die Guideatoeerel aus dem Maximum des Be- 
trages der beiden zugehürigen quadratischen Formen 
A,A! und 4'AÀ 

e) Das Manon des Betrages einer reellen quadratischen 
Form : 

CEE > Aix Li, (£z 5 à 1) 
t, k—=1 ES : 

ist gleich dem reziproken Betrage der absolut kleinsten Wurzel der 
charakteristischen Gleichung 


| E, — 25, | = [du —4a, | Es 0, 


und das Maximum der Reziproken S.' gleich dem Betrage der 
absolut grôften Wurzel eben dieser Gleichung, deren sämtliche 
Wurzeln bekanntlich reell sind. 

Beiï einer positiv-definiten quadratischen Form sind alle Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung positiv, und umgekehrt. Ueber- 
haupt nimmt eine reelle quadratische Form den reziproken Wert 
jeder Wurzel ïihrer charakteristischen Gleichung wirklich für ein 
Wertsystem von der Quadratsumme 1 an. 


$ 3. Die Resolvente (Reziproke) einer positiv-definiten 

unendiichen quadratischen Form. 

Sei 

(C2 
S= » a ta, 
OM A | 
eine reelle quadratische Form der unendlichvielen Veränder- 
lichen x,,x,,..., S, ihr nter Abschnitt, A" dessen Determinante, 
A% dessen Minoren. 

Es môügen die folgenden Annahmen gemacht werden: 

I Sist positiv-definit, d. h. für reelle Argumentwerte von 
convergenter Quadratsumme nie negativ. 

IL. Die Wurzeln der successiven charakteristischen Abschnitts- 
gleichungen | E,—18,| — O0 haben c nicht zur Häufungsstelle 
(co ist nicht , Verdichtungswert“, wie Hilbert es ausdrückt). 

Alsdann ist wegen I auch jeder Abschnitt S, von S positiv- 
definit; denn würde ein solcher für irgend ein reelles Wertsystem 
Z,,..,æ, negativ sein, so wäre S selbst für das Wertsystem 2, 
z,,0,0,... negativ. Also ist 4° Z 0 als Produkt der reziproken 
Wurzeln. Wegen II sind aber auch alle Abschnittsdeter- 
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minanten 4° + 0; denn wäre 4° — 0, so gäbe es Werte x,,...,2, 
von der Quadratsumme 1, die S, annullieren (wegen 8 2,c), und 
somit auch alle S,,, («—0), d.h.  wäre Nullstelle von un- 
endlichvielen der Abschnittsgleichungen, wäre Verdichtungswert. 
Hält man beides zusammen, so folgt aus I und II gemeinsam, daB 
alle 4° => 0 sind. 

Auf Grund dieser Bemerkung ist es zunächst môglich, aus S nach 
dem Muster der Substitution U, (8 1 Formel 1) eine Substitution 
(Matrix) U zu construieren, deren Zeiïlen sich nach unten unbe- 
grenzt fortsetzen. Ihre bemerkenswerteste Eigenschaft ist die 
successive Art ïhrer Bildung: ihr nter Abschnitt U, hängt nur 
von denjenigen Koeffizienten von S ab, die dem #ten Abschnitt 
S, von S angehôüren, und genügt für jedes # einzeln der Relation (1a). 

Weiter sind auf Grund der vorangeschickten Bemerkung die 
in U auftretenden Radicanden alle positiv, also U, eine reelle 
Matrix; daher ist der Satz $ 2,b anwendbar und besagt, daf 


Max. U, = VMax. U' U, — VMax.S" 
ist, unter Max. P allgemein das Maximum des Betrages der 
reellen Bilinearform P für alle ihre Variabelnwerte von der Qua- 
dratsumme 1 verstanden. 
Endlich ergibt II unter Berücksichtigung von $ 2,c, daf 
Max. 8." unter einer von x unabhängigen Grenze M° bleibt, also 


Max. U, = M; 


das besagt aber, ex definitione, daB die zur Matrix U ge- 
hôrige Bilinearform beschränkt ist. Da mit U auch die 
transponierte Matrix U’ beschränkt ist, existiert nach dem 
Hiülbertschen Faltungssatz ($ 2,a) U”’ U und ist wiederum be- 
schränkt. Heife diese quadratische Form von un- 
endlich vielen Variabeln S7'. (Vgl. Hilbert, IL. c. Satz I). 

Fügt man jetzt die weitere Voraussetzung hinzu 

III. daf S selbst beschränkt ist, 
so ergibt in analoger Weise die Anwendung von Satz $ 2,b auf 
Formel (1b) im $ 1, daB auch U=' unter einer von n unabhängigen 
Grenze bleibt. Bildet man nun durch successive Auflüsung die 
(eindeutig bestimmte) zu U inverse Substitution U', die dasselbe 
treppenartige Aussehen erhält, so ersieht man aus der succes- 
siven Art ibrer Bildung, da ihr nter Abschnitt für sich die 
Reziproke U,' des nten Abschnitts U, von U ist. Danach besagt 
III in Verbindung mit (1b), daf alle Abschnitte von U dem 
Betrage nach unter einer festen Grôfe liegen, daf also U7' be- 
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schränkt ist; genau ebenso ist U'' — U" beschränkt. Mithin 
ist es ($ 2,a) gestattet, mit den vier Formen U, U’, U', U'-' nach 
Belieben zu rechnen wie mit endlichen Matrizen. Endlich folgert 
man aus der successiven Bildung von U”' und aus (1b): U'U''—=S, 
So ergibt sich, daf 


SS = UV UE UUVU—=E 
D, 10 ÆRUNU TRUE 


ist, d.h. daB S* nicht nur existiert und beschränkt 
ist, sondern auch eine Resolvente von S (vgl. Hilbert 
L ce. Satz Il). 


$ 4. Formales über Reziproke (Resolventen). 


Anders wie bei endlichen Matrizen (Bilinearformen, Substitu- 
tionen) kann bei unendlichen, beschränkten, reellen Bilinearformen 
mebr als eine Reziproke existieren, AX — Æ, AY — E, oder es 
kann À eine hintere (beschränkte) Reziproke haben (4X — E), 


aber keine vordere (YA = E unlôsbar); D 4, Y:4, gibt ein Beispiel 
t—=1 


dafür. Immerhin gelten folgende Sätze, unter Bilinearform immer 
eine reelle, beschränkte verstanden. 

Formalsatz. Besitzt eine unendliche Bilinearform 
sowohl eine vordere als eine hintere Reziproke, so 
sind beide einander gleich und also beide die einzigen. 

Denn aus AX = E, YA — E folgt durch vordere Maultipli- 
cation mit Y und hintere mit X 


PAR = X 


Eindeutigkeitssatz für symmetrische Formen. Eine 
symmetrische Bilinearformbesitztentwedergarkeine 
Reziproke oder eine einzige ebenfalls symmetri- 
sche, vorn und hinten dieselbe. 

Denn aus SX — E folgt X' S' — E oder wegen S' = S 
(Symmetrie) X'S — E; der obige Formalsatz ergibt das übrige. 

Resolvente soll eine Reziproke immer nur genannt werden, 
wenn sie zugleich vordere und hintere Reziproke ist. 


$ 5. Die Resolvente einer beliebigen reellen Bilinearform. 


Die Resultate von 8 3 stehen hinter den daneben notierten 
von Hilbert vor der Hand noch hinsichtlich der Annahme I, da8 
S definit sei, zurück. Es soll jetzt der Grund angegeben werden, 
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weshalb diese Annahme es gerade bewirkt, daB man die Existenz der 
Resolvente mit so geringen Convergenzhilfsmitteln beweisen kann, 
und sodann gezeigt werden, wie die Existenz der Resolvente einer 
indefiniten quadratischen oder bald allgemeiner einer beliebigen 
reellen, unsymmetrischen Bilinearform auf die Sätze von 8 3 ohne 
Schwierigkeit zurückgeführt werden kann. 

Hilberts Verfahren läuft darauf hinaus, daB er die Abschnitts- 
resolventen S°* betrachtet und darauf ausgeht, zu zeigen, daf diese 
gegen eine Grenzresolvente S7' convergieren. Das ist nun aber, 
wie bei dieser Gelegenheit hervorgehoben sei, nicht immer, wenn 
eine beschränkte Resolvente existiert, müglich; es gibt Fälle, wo 
unendlich viele Abschnittsdeterminanten verschwinden (,0o Ver- 
dichtungswert ist“) und trotzdem eine beschränkte Resolvente 
vorhanden ist. Das Beispiel der Form 


2x, x, +2x,t,+22,4,+:..., 


die ibre eigene Resolvente ist, belegt dies. Dies ist der Grund, 
weshalb Hilbert erst aus der Gesamtheit aller Abschnittsresolventen 
einen Teil herausgreifen mu, und von da entspringen die Schwierig- 
keiten seines Existenzbeweises, die freilich für seine viel weiter- 
gehenden Sätze über Streckenspektren nicht zu umgehen sind. 

Bei definiten Formen sind nun diese Schwierigkeiten nicht 
vorhanden. Denn wenn nur eine Abschnittsdeterminante einer 
definiten Form verschwindet, so tun es nach einer Bemerkung 
im $ 3 auch alle folgenden, es existiert sicher keine Grenzresol- 
vente der Abschnittsresolventen; daB in diesem Falle überhaupt 
keine beschränkte Resolvente existiert, wird unten gezeigt werden 
(& 6). — 

Es wird also ganz naturgemäB sein, den allgemeinen Fall 
auf den definiten zurückzuführen. Zu diesem Ende bilde man, 
wenn À eine gegebene beschränkte, reelle Bilinearform ist, die 
symmetrische Form 

AA D 


t 


dia Aya LL, — pi (2 dia a, 
die, ihrer zweïiten Schreibweise gemäB, positiv-definit ist. Erfüllt 
diese nun die Voraussetzung II (III war von vornherein hier not- 
wendig anzunehmen, damit die Faltung 44’ gebildet werden kann), 
so existiert eine Resolvente R, sodaf AA'R — E. In A'R hat 
man somit auch eine hintere Reziproke von À. 

Ist 4Asymmetrisch, so ist damit nach dem Eindeutigkeits- 
satz von $ 4 die Existenz der beschränkten Resolvente 
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erwiesen. Ist À nicht symmetrisch, und erfüllt 4'4 
ebenfalls die Annahme II, so erhält man zugleich eine vordere 
beschränkte Reziproke und hat damit eine hinreichende Be- 
dingung auch für die Existenz einer eindeutigen Resolvente einer 
nicht symmetrischen Bilinearform. 


8 6. Notwendigkeit der gefundenen Bedingungen für die 
Existenz von Reziproken (Resolventen). 


Die gefundenen hinreichenden Bedingungen für die Existenz 
von Reziproken sind nun auch, im Gegensatz zu denen Hilberts, 
die notwendigen. À sei irgend eine reelle, beschränkte Bilinear- 
form und besitze eine beschränkte hintere Reziproke P, sei also 
APCE dE 


2 LU = 2 (2 (PE 2 Par 9) 
In Rücksicht auf $ 2,b ist daher!): 
Ba SE(Bes) 2 (pr) 
mithin für à, = y, (Sax = 1): 
LEA “Max (P"'P): 


Aus der Beschränktheit von P folgt, da Max. (P' P) eine 
bestimmte positive GrôBe ist; also ist für alle x von der Quadrat- 
summe 1 die quadratische Form A44' dem Betrage nach über einer 
festen positiven, von O verschiedenen GrôüBe gelegen, d.h. A4' ge- 
nügt der Bedingung II (vgl. die Bemerkung am Ende von $ 2, c). 

Analog folgt aus der Existenz einer vorderen beschränkten 
Reziproken, daf 4'A der Bedingung II genügt. 

Gesamtergebnis. Eine rcelle, beschränkte Bilinearform À 
besitzt dann und nur dann eine hintere beschränkte Reziproke, wenn 
AA' nicht den Verdichtungswert oo hat, dann und nur dann eine 
vordere, wenn À' À derselben Bedingung genügt, und beides zugleich, 
also eine eindeutige, beschränkte Resolvente dann und nur dann, wenn 
sowohl AA' als auch A' À in oo keinen Verdichtungswert aufweisen. 

Speziell besitzt also eine reelle, beschränkte quadratische Form 
(symmetrische Bilinearform) S dann und nur dann eine beschränkte 
Resolvente S°', wenn die definite quadratische Form Là oo nicht zum 
Verdichtungswert hat. 


1) Die hier folgende SchluBweise verdanke ich einer mündlichen Mitteilung 
von Ernst Hellinger in Güttingen. 
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In ähnlicher Weise kann die Behandlung bilinearer 
Formen mit complexen Coeffizienten auf die der 
definiten Hermiteschen Formen A4, 4'A zurückgeführt 
werden, unter überstrichenen GrüBen die conjugiert-complexen ver- 
standen. 

Dagegen entstehen Schwierigkeiten, wenn man die Methode 
der $ 3, bezw. die von Jacobi angegebene Verallgemeinerung auf 
beliebige Bilinearformen benutzen will, um direkt die indefiniten 
quadratischen oder die bilinearen Formen unendlich vieler Ver- 
änderlichen zu behandeln. 


Zur Transformation der Scharen bilinearer Formen 
von unendlichvielen Veränderlichen. 


Von 
Otto Toeplitz in Gôttingen. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 23. Februar 1907. 


Nachdem Hilbert‘) den Nachweiïs erbracht hat, da sich eine 
Theorie der orthogonalen Transformation der reellen quadra- 
tischen Formen von abzählbar unendlich vielen Variabeln in 
einiger Analogie zur entsprechenden algebraischen Theorie der 
quadratischen Formen von endlich vielen Veränderlichen aufstellen 
läft, ist es in den Bereich der Môüglichkeit gerückt, eine Über- 
tragung der allgemeineren algebraischen Sätze über die Trans- 
formation bilinearer Formen (mit complexen Coefficienten), 
der sog. Elementarteilertheorie, auf bilineare Formen von abzähl- 
bar unendlich vielen Veränderlichen zu versuchen. Die Schwierig- 
keiten einer solchen Aufgabe vermehren sich naturgemäB gegen- 
über denjenigen der Hilbertschen Untersuchung in demselben oder 
noch hôherem Mafe, als sich die Verhältnisse beim Übergang von 
der orthogonalen Transformation der reellen quadratischen Formen 
mit endlicher Variablenzahl zur Elementarteilertheorie komplizieren. 
Es wird daher vielleicht nicht unangebracht erscheinen, den Hil- 
bertschen Sätzen weiteres orientierendes Material über eine spezielle 
Klasse von unendlichen Bilinearformen mit complexen Coefficienten 
an die Seite zu stellen, wie dies die im folgenden mitgeteilten 
Resultate in erster Reihe bezwecken. Nebenbei dürften diese be- 
sonderen Bilinearformen (,Laurent-Formen“) geeignet sein, Ele- 


1) Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, 
vierte Mitteilung, diese Nachr. 1906, p. 157— 199. 


zur Transformation der Scharen bilinearer Formen etc. 1il 


mente einer allgemeineren Theorie (d.h. ,irreduzible Bestandteile“ 
oder ,Elementarformen“) abzugeben. 

Uebrigens ist das folgende von Hilberts Entwicklungen unab- 
hängig und setzt deren Kenntnis nicht voraus. 


: PA 
Eine bilineare Form 


heiBe im folgenden ,jabsolut beschränkt“ oder ,beschränkt“,!) 
wenn sich eine positive Grôüfe M angeben läft, sodaf 


+ © 
Dax 
1, k= — © 


convergiert und unter M liegt für alle positiven x,;, y, deren Qua- 
dratsummen 


convergieren und gleich 1 sind. 

Für die Gesamtheit der beschränkten Bilinearformen von un- 
endlich vielen Variabeln kann man ohne Einschränkung den Calcül ?) 
etablieren, den Cayley und Frobenius für Bilinearformen von 
endlich vielen Variabeln in Aufnahme gebracht haben. 

Eine beschränkte Bilinearform À heïfe abgeschlossen, 
wenn eine andere beschränkte Bilinearform À” existiert, : die den 
symbolischen Relationen 

TOP EreSs, 
i=— © 
genügt. Es gibt übrigens beschränkte Bilinearformen, für die 
die eine der beiden Gleichung À X = E, Y A = E eine und dann 
immer bald unendlich viele beschränkte Lôsungen besitzt, während 
die andere garnicht beschränkt gelôst werden kann. 


2. 


Algebraisches Problem. Zwei Bilinearformen 4, B von 
n Variabeln pflegt man ,ähnlich“ zu nennen, wenn sie sich durch 


1) wie in folgendem der Kürze halber trotz der nicht ganz vollständigen 
Uebereinstimmung mit dem gleichbenannten Begrifie Hilberts (1. c. pag. 176) ge- 
sagt werden soll. 

2) Vgl. etwa Frobenius, Crelle 84, pag. 1f. oder Kronecker, Vorlesungen 
über Determinanten, herausgeg. von Hensel, Leipzig 1908. 
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eine contragrediente Transformation der beiden Variabelnreïhen in 
einander überführen lassen; symbolisch ausgedrückt: wenn sich 
eine Substitution P von nicht verschwindender Determinante finden 
läBt, soda 

POAP =, 8. 


Es ist eines der Hauptresultate der Elementarteilertheorie 
— und auf dessen Analogisierung soll sich das folgende wesent- 
lich beschränken —, daB zwei Bilinearformen À, B dann und nur 
dann ähnlich sind, wenn ihre charakteristischen Funktionen, d.h. 
die Determinanten 


RAA ERA EN 


nicht nur selbst übereinstimmen, sondern auch in ihren Elementar- 
teilern, d. h. in einer gewissen Art der Zerlegung in Faktoren; 
anders ausgedrückt, müssen also 1) die Nullstellen dieser beiden 
Funktionen von À übereinstimmen, 2) deren Vielfachheiten und 
8) noch gewisse andere, zu diesen Vielfachheiten hinzutretende 
ganze Zahlen. 

Die Frage, unter welchen Bedingungen man zwei reelle 
quadratische Formen orthogonal in einander transformieren 
kann, ordnet sich diesem Aehnlichkeïtsproblem unter, wenn man 
den weiteren Satz der Elementarteilertheorie hinzufügt, da8 zwei 
quadratische Formen stets orthogonal in einander transformier- 
bar sind, wenn dies nur contragredient môglich ist. 


Transcendentes Problem. Zwei unendliche, be- 
schränkte Bilinearformen môgen ähnlich heifen, wenn eine ab- 
geschlossene Bilinearform P existiert, sodaf 


PAPE: 


Trotzdem bei beschränkten Bilinearformen im allgemeinen von 
einer Determinante der Form, mithin auch von ihrer chrakteristi- 
schen Funktion nicht geredet werden kann, wird es doch môglich, 
den Begriff der ,Nullstellen der charakt. Funktion‘ anf be- 
schränkte Bilinearformen zu tübertragen, wenn man sie als die- 
jenigen Werte des Parameters À definiert, für die À — 4 E bezw. 
B—1E nicht abgeschlossen ist; die Gesamtheit dieser Werte 
von À werde, wesentlich in Übereinstimmung mit Hilberts Be- 
nennung, das Spektrum von 4 bezw. B genannt. Dann ist un- 
mittelbar der Satz evident : 


Âhnliche Bilinearformen haben dasselbe Spektrum. 
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3. 


Unter einer Laurent-Form werde eine Bilinearform der 
besonderen Art 
+ oo 
D Gi di Yr 
k = — © 
verstanden, deren Coefficientenschema also die folgende Struktur 
bat : 


je a: PR 
Guru, «Gi | Gs 
fa a 
ds ad a, d d 
a, ds A a; d 


Jeder Laurent-Form entspricht eindeutig eine Laurent-Reihe 
+o 
Dan 2" 
ñ—= — © 
und umgekehrt. Es gelten die Sätze: 

Satz 1. Eine Laurent-Form ist dann und nur 
dann beschränkt, wenn Z4, absolut convergiert, spe- 
ziell also immer dann, wenn die zugehürige Laurent- 
Reiïhe eine auf dem Einheitskreise eindeutige und 
reguläre analytische Funktion darstellt. 

Satz 2 Summe und Produkt zweier Laurent- 
Formen entsprechen der Summe und dem Produkt 
der zugehôürigen Laurent-Reihen. 

Satz 3 Hat eine beschränkte Laurent-Form eine 
beschränkte Reziproke, so ist diese wiederum eine 
Laurent-Form. Eine nicht-abgeschlossene Laurent- 


Form hat stets weder eine vordere noch eine hintere 
beschränkte Reziproke. 


Die Einheitsform Æ ist eine Laurentform, die Constante 1 
vertritt die zugehôrige analytische Funktion.') 


1) Man kann die Gesamtheit der beschränkten Laurent -Kormen auch als 
ein System komplexer Zahlen mit unendlich vielen Einheiten anschen, in dem die 
Multiplikation kommutativ ist und ein Produkt nur verschwindet, wenn ein Faktor 
verschwindet, also von der Eigenart, die unter allen Zahlensystemen mit endlich 
vielen Éinheiten nur den gemeinen komplexen GrüBen zukommt. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. 1907. Heft 1. 8 
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Eine Laurent-Form, der eine wirkliche auf und in der Um- 
gebung des Einheitskreises reguläre analytische Funktion f(2) ent- 
spricht, soll mit [f(2)] bezeichnet werden. Auf solche Laurent- 
Formen soll sich das folgende beschränken. 


4 : 

Auf Grund dieser Definitionen und Sätze kann man, um es 
roh zu skizzieren, folgendermafen schlieBen: das Spektrum einer 
Laurent-Form À = [f(2)] ist die Gesamtheit derjenigen Werte des 
Parameters 1, für die A—AE = [f(2)]—ÀE = [f(:)— 1] keine 
Reziproke hat, d.h. für die f(:) — 1 auf dem Einheitskreise || = 1 
den Wert O annimmt: 

Das Spektrum einer Laurent-Form ist die Ge- 
samtheit der Werte, die die zugehôrige analytische 
Funktion auf dem Einheitskreise annimmt. 

Das Spektrum einer Laurent-Form besteht also aus einer 
ganzen Linie, und zwar aus einer einzigen analytischen !), übrigens 
ganz willkürlichen Linie. Hilbert ist zu derartigen Strecken- 
spektren bei seiner Theorie der reellen quadratischen Formen ge- 
langt; das Spektrum einer solchen besteht im allgemeinen abge- 
sehen von einer abzählbaren Reihe discreter Stellen noch aus einer 
oder mehreren (auch unendlich vielen) Strecken der reellen Achse. 
Laurent-Formen mit reellen Coefficienten a, = a, liefern besonders 
einfache Beispiele hierfür. 


5. 


Eine Reïhe von Sätzen der Elementarteilertheorie gewinnen, 
auf Laurent- Formen übertragen, eine unmittelbar anschauliche 
Evidenz. Z. B. die folgenden bekannten Sätze: 

Sind À, B zwei vertauschbare Formen (4 B — B À), a,,..., 
a, bezw. b,,..., b, die Nullstellen ihrer charakteristischen Funk- 
tionen, so sind bei passender Zuordnung a, b,,..., a, b, die Null- 
stellen der charakteristischen Funktion von À B. 

Die Nullstellen der charakteristischen Funktion einer reellen, 
quadratischen Form sind sämtlich reell. — 

Ferner ergibt der Cauchysche Integralsatz, angewandt 
auf /(z), für die zugehôrige Laurent-Form {/(2)]| das genaue Analo- 
gon der Hilbertschen Integraldarstellung der reellen quadratischen 
Formen von unendlichvielen Variabeln mit Streckenspektrum. — 


1) Diejenigen beschränkten Laurent-Formen, denen keine analytische Funktion 
f(z) entspricht, haben nicht-analytische stetige Linienzüge zu Spektren. 
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Auf einige andere Punkte in der Theorie der Laurent-Formen 
behalte ich mir vor demnächst zurückzukommen, insbesondere 
auf den Satz, daf für ähnliche Laurent-Formen nicht nur die 
Spektren übereinstimmen, sondern auch die Häufigkeit, mit der die 
zugehürige analytische Funktion die einzelnen Spektrumswerte 
auf dem Einheitskreise annimmt, und daf damit auch die hin- 
reichenden Bedingungen für die Âhnlichkeit zweier Laurent-Formen 
gewonnen sind. 


8* 


Ueber orthogonale Funktionensysteme. 
Von 


Friedrich Riesz in Lôcse (Ungarn). 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 9. März 1907. 


Für die Lôsung von linearen Integralgleichungen hatte Herr 
Hilbert eine allgemeine Methode angegeben!; sie besteht darin, 
daB die Lôsung der linearen Integralgleichung auf die Lôsung 
eines Systems von linearen Gleichungen mit unendlich vielen Un- 
bekannten zurückgeführt wird. Der Übergang geschieht mit Hilfe 
eines orthogonalen Funktionensystems; die Koeffizienten 
wie auch die Unbekannten des linearen Gleichungssystems sind ge- 
wisse bestimmte Integrale, die aus den gegebenen und der ge- 
suchten Funktion der Integralgleichung mit Hilfe jener orthogo- 
nalen Funktionen auf eine wohlbekannte Art, analog den Fourier- 
schen Koeffizienten, gebildet werden. 

Für die Methode des Herrn Hilbert ist folgende Frage von 
grofer Wichtigkeit : 

Man ordne jeder Funktion eines orthogonalen 
Funktionensystems eine bestimmte reelle Zahl zu. 
Unter welchen Bedingungen gibt es dann eine Funk- 
tion von der Beschaffenheit, daB für jede Funktion 
des orthogonalen Systems das Integral des Produk- 
tes dieser Funktion und der in Frage stehenden 
Funktion, erstreckt über den Definitionsbereich 
des orthogonalen Systems, die zugeordnete Zahl 
ergebe? 

Der Satz, den ich in dieser Note mitteile, beantwortet die 


1) D. Hilbert, Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integral- 
gleichungen, 4. und 5. Note (diese Nachr. 1906, pp. 157 u. 439). 
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Frage für eine ausgedehnte Klasse von Funktionen. Es sind dies 
die Funktionen, die samt ïhren Quadraten im Lebesgue schen 
Sinne integrierbar sind. Beschränktheit!) der Funktionen wird 
nicht vorausgesetzt. Wie bekannt, ist dann auch das Produkt 
zweier solcher Funktionen, wenn sie nur für denselben meBbaren 
Bereich definiert sind, im Lebesgueschen Sinne integrierbar. 

In den Folgenden werde ich diese Funktionen schlechthin 
nintegrierbare Funktionen von integrierbarem Qua- 
drate“ nennen. 

Ich bemerke zunächst, da ein orthogonales System solcher 
Funktionen, wenn es nur keine Funktion vom Integral O enthält, 
sicher endlich oder abzählbar ist. Der Beweis dieses, für 
stetige Funktionen zuerst von Herrn Schmidt ausgesprochenen 
Satzes, den ich unter Voraussetzung der Beschränktheit der be- 
trachteten Funktionen angedeutet habe*), kann ohne weiteres von 
dieser Einschränkung befreit werden. 

Ich spreche das Resultat meiner Untersuchungen zunächst in 
bescheidenem Umfange aus, indem ich annehme, daf die Fun- 
tionen, um die es sich handelt, Funktionen einer Veränderlichen 
und für ein Intervall definiert sind. Die môglichen Verallge- 
meinerungen, wie auch den hierfür zu befolgenden Weg werde ich 
nachher andeuten. 

Hauptsatz: Es sei {9 (&)} ein nvrmiertes Orthogonalsystem 
integrierbarer Funktionen von integrierbarem Quadrate, die für ein 
Intervall ab definiert sind; d. h. ein System, für welches 


Je (x) 9; (x) dur" Q (2 + ;) und JG. (x))° dx = © 


und zwar für jede Funktion des Systems. Ordnen ivir jeder Funk- 
tion des Systems eine Zall a; zu. Dann ist die Konvergenz von 
ZX a eine notwendige und zugleich hinreichende Bedingung dafür, da- 
î 


mit es eine integrierbare Funktion f(x) von integrierbarem Quadrate 
gebe, so dafj 


b 
Îf(@) LA (x) dx = dé 
sei für jede Funktion ;(x) und jede Zall a. 


1) Unter einer beschränkten Funktion verstehe ich cine Funktion, deren 
sämtliche Werte zwischen endlichen oberen und unteren Greuzen liegen. 

2) Sur les ensembles de fonctions, Comptes Rendus, 12 novembre 1906. Der 
Beweis des Herrn E. Schmidt (Sur la puissance des systèmes orthogonaux de 
fonctions continues, C. R. 10 décembre 1906), der zunächst nur für stetige Funk- 
tionen geführt wird, ist ebenfalls verallgemeinerungsfühig. 
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Die Notwendigkeit der Bedingung folgt unmittelbar aus der 
bekannten Besselschen Ungleichung, die zunächst nur für stetige 
Funktionen aufgestellt wurde, die jedoch für die ganze betrachtete 
Funktionenklasse zutrifft. Was nun die Behauptung angeht, daf 
die Bedingung auch hinreichend sei, beschränke ich mich hier statt 
des Beweises auf einige Andeutungen. !) 


1. Zunächst beweise ich den Satz im klassischen Falle tri- 
gonometrischer Orthogonalfunktionen. Es seien dann die 
Zahlen a,, a,, b,, a,, b,,... gegeben deren Quadratsumme konvergiert. 
Dann konvergiert die Reïhe 


1 
PS (a, sin kx—b, cos kx) 
= 


für jeden Wert von x gleichmäliig gegen eine stetige Funktion 
F{(x), die zugleich von beschränkter Schwankung ist. Es gilt näm- 
lich ganz allgemein, für jedes normierte Orthogonalsystem der Satz, 
dafl, wenn nur Da konvergiert, die Reihe 


2 d; Je. (x) dx 


gleichmüfliy gegen eine stetige Funktion von beschränkter Schwankung 
konvergiert. Der Beweis dieses Satzes wird geführt, indem man 
einerseits das Restglied, andererseits aber die totale Schwankung 
der endlichen Teilsummen abschätzt und zeigt, daB das Restglied 
gleichmäBig gegen O0 konvergiert. während die totale Schwankung 
der Teilsummen eine leicht angebbare endliche obere Grenze nicht 
überschreitet. 

Ich wende nun auf die Funktion F(x) einen Satz des Herrn 
Lebesgue an, nach welchem jede Funktion von beschränkter 
Schwankung an jeder Stelle hôchstens mit Ausnahme einer Menge 
vom Inhalt O einen bestimmten endlichen Differentialquo- 
tienten hat.?) Ich definiere dann eine Funktion f(x), indem ich 
für jede Stelle x, wo F'(x) existiert, 


f(&) = g" + Ia) 


setze, für die übrigen Stellen aber die Werte von f(x) beliebig, 
z. B. gleich O vorschreibe. Ich behaupte, da8 die Funktion f(x) 
integrierbar und von integrierbarem Quadrate ist, 


1) Eine ausfübrliche Darstellung erscheint in den Math. Annalen. 
2) Lebegue, Lecons sur l'intégration, p. 128. 
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und daf dieselbe die vorgegebenen Zahlen a, a, b,, 
a, b,,... zu Fourierkoeffizienten hat. 

Um diese Behauptung zu begründen, gebe ich eine Reïhe 
stetiger Funktionen an, die für jede Stelle x hüchstens mit Aus- 
nahme einer Menge vom Inhalt 0 gegen f(x) konvergieren. Ich 
verwende zu diesem Zwecke die der Funktion }'(x) zugeordnete 
harmonische Funktion Æ(r, x), die für r <1 an jeder Stelle x stetig 
differenzierbar ist und die Funktion 


ARE 3 (a, cos kx + b, sin kx) r* 


zum Differentialquotienten hat. Laut eines Satzes des Herrn 
Fatou’') konvergiert dann die Funktion 


à CRETE) ,&) 


für lim r — 1 gegen die Funktion f(x) und zwar an jeder Stelle 
x hôchstens mit Ausnahme einer Menge vom Inhalt 0. Indem ich 
r eine Reïhe von Werten r,, r,,... erteile, die gegen 1 konver- 
gieren, erhalte ich eine Reïhe von Funktionen, die im allgemeinen 
gegen f(x) konvergiert. Die Fourier koeffizienten dieser Funk- 
tionen konvergieren gegen die vorgegebenen Zahlen a,, a,, b,, a,, 
Lb,,...; auferdem überzeugt man sich leicht, daf die Quadratinte- 
grale jener Funktionen unter einer endlichen oberen Grenze liegen. 

Der Beweis wird nun zu Ende geführt, indem ich auf die so- 
eben eingeführte Funktionenreihe folgenden Satz anwende, der 
auch für sich von Interesse ist: 

Wenn eine Rcihe von Funktionen f,(x), die für eine mefjbare 
Menge M definiert, integrierbar und von integrierbarem Quadrate ist, 
für jede Stelle hôchstens mit Ausnahme einer Menge vom Inhalt 0 
gegen einc Funktion f(x) konvergieren, und wenn dabei die Werte 


[ (f.(x)}° dx sämitlich unterhalb einer endlichen oberen Grenze liegen, 
4 


so ist auch f(x) integrierbar und von integrierbarem Quadrate und 
es ist 


JFG) de = lim Jf,(@) da. 


1) P. Fatou, Séries trigonométriques et séries de Taylor, Acta Math. t. 30, 
p. 347. 

Uebrigens hoffe ich, die Verwendung harmonischer Funktionen, die mir nicht 
für wesentlich erscheint, durch ein einfaches Approximationsverfahren ersetzsen zu 
kôünnen. 
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2. Der Uebergang von den trigonometrischen Orthogonal- 
fanktionen zu beliebigen Orthogonalsystemen geschieht mit 
Hilfe des folgenden Satzes: !) 


Es sei das System linearer Gleichungen mit unendlich vielen Un- 
bekannten 


2 Gr ls = Y; 1) 
vorgelegt, für deren Koeffizienten die Gieichungen 
2 Cu — 0 G+J); 2 Gi = 1 


gelten; dann besitst das System 1) für jedes System der Zahlen y' 
für welches Sy, konvergiert, wenigstens eine Lôüsung LA mit kon- 


vergenter Quadratsumme; eine solche Lüsung wird durch die Formeln 


Li e DL Y 2) 
dargestellt. 
Hat das mit den Koeffisienten a,, gebildete homogene System 
> Aix 2 = Ù 
F 


keine Lüsung mit konvergenter, von 0 verschiedener Quadratsumme, so 
hiefern die Formeln 2) die einzige Lüsung des Systems 1) mit konver- 
genter Quadratsumme. 


Im letsteren Falle hat man auch 
DD 


Um nun mit Hilfe dieses Satzes zum allgemeinen Falle empor- 
steigen zu kônnen, bemerke ich zunächst, daf es keine wesentliche 
Einschränkung der Allgemeinheit bedeutet, wenn man über die 
Funktionen, die man heranzieht, auch weiterhin voraussetzt, sie 
seien im Intervalle 02 x definiert. 

Man betrachte nun die Funktionen y,(x) und die denselben 
zugeordneten Zahlen a. Um nun eine Funktion f(x) zu finden, 
für welche in bezug auf jede Zahl à die Funktionalgleichungen 


[1 p(X) dx — dy 3) 


erfüllt sind, wendet man den wohlbekannten Satz über die Dar- 


1) Dieser Satz, dessen direkter Beweis leicht zu führen ist, folgt auch aus 
einem Resultate des Herrn Hilbert (1. c. p. 195), wie auch aus gewissen, bisher 
nicht verôffentlichten Untersuchungen des Herrn E. Schmidt, die sich auf all- 
gemeinere lineare Gleichungssysteme bezichen. 
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stellung des Produktionsintegrals zweier Funktionen durch ihre 
Fourier koeffizienten an, einen Satz, der zunächst unter ein- 
schränkenden Bedingungen aufgestellt, neuerdings von Herrn 
Fatou in voller Allgemeinheit bewiesen wurde.') Auf diese 
Weiïse gelangt man zu einem linearen Gleichungssysteme vom 
Typus des Systems 1); jede Lüsung dieses Systems, für welche 
die Quadratsumme konvergiert, liefert die Fourier koeffizienten 
einer Funktion f(x), die integrierbar und von integrierbarem Qua- 
drate ist, und für welche die Gleichungen 3) erfüllt sind. 

Ist das Orthogonalsystem der Funktionen ,(x) vollständig, 
d.h. gibt es auBer den Funktionen vom Integral O keine zu sämt- 
lichen Funktionen des Systems orthogonale Funktion, dann besitzt 
das entsprechende lineare Gleichungssystem nur eine Lüsung mit 
konvergenter Quadratsumme; in diesem Falle ist somit die Funk- 
tion f(x) durch die Zahlen a, bis auf eine additive willkürliche Funk- 
tion vom Integrale 0 bestimmt. 

3. Unser Satz läft sich ohne weiteres auf orthogonale Systeme 
von Funktionen einer oder mehrerer Veränderlichen ausdehnen, 
die für irgend eine meBbare Punktmenge definiert sind, wenn 
nur diese Funktionen unseren anfangs gestellten Integrabilitäts- 
bedingungen genügen. Wenn man nämlich den vorher benützten 
Satz über lineare Gleichungssysteme heranzieht, so ist die Frage 
nach der Gültigkeit des Satzes für sämtliche Orthogonalsysteme, 
die auf der meBbaren Punktmenge definiert werden kônnen, er- 
ledigt, wenn nur der Satz für eines derselben, das auch vollständig 
ist, sich für richtig erwiesen hat, und wenn für jenes System auch 
der Satz über die Reiïhendarstellung des Produktintegrals zweier 
Fuanktionen gilt. Für jede im Endlichen gelegene mefbare Punkt- 
menge wird nun ein solches System z. B. aus dem Orthogonal- 
system der trigonometrischen Funktionen durch ein Verfahren, 
das im wesentlichen aus Produktenbildung und aus einem bekannten 
Normierungsverfahren besteht, ohne Schwierigkeit hergeleitet. 

4. Aus unseren Untersuchungen folgt unmittelbar die Aus- 
dehnung des Satzes über die Darstellung des Produktintegrals aweier 
Funktionen mittels ihrer Fourierkoeffisienten für jedes beliebige voll- 
ständige Orthogonalsystem.?) 


1) L c. p. 379. 

2) Herr Hilbert zieht diesen Satz unter dem Namen , Vollständigkeits- 
Relation“ zur Definition des vollständigen Orthogonalsystems heran. Unter den 
über die betrachtete Funktionenklasse gemachten Voraussetzungen deckt sich s0- 
mit die hier verwendete Definition der Vollständigkeit mit der Hilbertschen. Würde 
man dagegen ausschlieflich stetige Funktionen zur Konkurrenz zulassen, s0 liehe 
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b. Was die Anwendung des Satzes auf die Lôsung von Inte- 
gralgleichungen betrifft, beschränke ich mich hier auf folgende 
Betrachtungen. Es sei eine inhomogene Integralgleichung zweiter 
Art mit symmetrischem oder unsymmetrischem Kerne vorgelegt; 
die gegebenen wie auch die gesuchte Funktion sollen den anfangs 
gestellten Integrabilitätsbedingungen genügen. Legt man dann 
irgend ein vollständiges Orthogonalsystem zu Grunde, so übergeht 
man durch Anwendung des Satzes über das Produktintegral von 
der Integralgleichung zu einem linearen Gleichungssysteme mit 
unendlich vielen Unbekannten; auf Grund der Besselschen Un- 
gleichung und des Satzes X. der 4-ten Hilbertschen Note schlieft 
man dann auf die Existenz einer Lüsung des zugehôrigen homogenen 
Systems; nach den Untersuchungen des Herrn Schmidt kann 
man sogar diese Lüsungen explicite angeben. Die Lôsungen sind 
von konvergenter Quadratsumme. Auf Grund unseres Hauptsatzes 
läBt sich dann zu einer solchen Lôsung des einen der beiden 
Gleichungssysteme eine entsprechende Funktion angeben, die bis 
auf eine additive Funktion vom Integral O bestimmt ist. Die 
eventuelle Korrektur um diese additive Funktion führt die Inte- 

 gralgleichung selbst aus; damit ist dann eine bescimmte Lôsung 
der inhomogenen resp. der zugehôrigen homogenen Integralgleichung 
festgelegt. 

Auf eventuelle Stetigkeitseigenschaften der lôsenden 
Funktion kann man aus den Eigenschaften der in der Integral- 
gleichung vorkommenden Funktionen direkt schliefen. Wenn z. B. 
jene Funktionen an einer Stelle stetig sind, wie auch unter all- 
gemeïineren Bedingungen, genügt hierfür die Anwendung der 
Schwarzschen Ungleichung. 


sich aus der Unmôglichkeïit der weiteren Ergänzung eines Orthogonalsystems noch 


keineswegs das Bestehen des Satzes über das Produktintegral, also der Voll- 
ständigkeits-Relation folgern. 


Bestimmung absoluter Werte von Magnetisierungs- 
zahlen, insbesondere für Kristalle. 


Von 


W. Voigt und $S. Kinoshita. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 9. März 1907. 


Einleitung. Die Bestimmung absoluter Werte von Magne- 
tisierungszahlen für Kristalle ist nur in wenigen Fällen überhaupt 
in Angriff genommen worden und die hier erhaltenen Resultate 
ermangeln der Sicherheit. Am zuverlässigsten erscheinen noch 
die Werte für Kalkspat, die sich aus den Messungen Tyndalls!) 
über das Verhältnis und denjenigen der Herrn Stenger?) und 
Kônig*) über die Differenz der Hauptmagnetisierungszahlen 
dieses Minerales berechnen; aber die Tyndallschen Beobachtungen 
sind wohl mehr orientierend, als definitiv festlegend, und die sehr 
sorgfältigen Untersuchungen von Stenger und Kônig weichen in 
ibren Endresultaten auffällig von einander ab. So kann man auch 
für dies eine Mineral nur ungefähre absolute Werte angeben. 

Bezeichnet man die Magnetisierungszahlen (Suszeptibilitäten) 
für die Richtungen normal und parallel zur kristallographischen 
Hauptaxe mit *, und #, und bevorzugt die Kôünigsche Zahl 
k,—k, = —1,135.107 vor der Stengerschen, so ergibt deren Kom- 
bination mit dem Resultat Tyndalls, das k,:4, — 91 : 100 liefert, 
die Endwerte 


k.= —11,1.107, &, —= —12,2.107, 
Aus dem Stengerschen Resultat k,— k, — —0,85.10" würde da- 


1) J. Tyndall, Phil. Mag. (4) 2, 174, 1851; Pogg. Ann. 83, 397, 1851. 
2) Fr. Stenger, Wied. Ann. 20, 304, 1883; 35, 331, 1988. 
8) W. Kôünig, Wied. Ann. 81, 278, 1881. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichteu. Math.-phys. Klasse. 1907. Hoft 2. 9 
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gegen folgen 
k, = —8,6.107, &, = —9,4.107. 


8 


Eine direkte Bestimmung der GrôBen k, und #, für Kalkspat und 
Wismut hat nach einer von Rowland ausgearbeiteten Methode Herr 
Jacques versucht!). Bei dieser Methode wurde das Feld zwischen 
den Polen eines Magneten als von rotatorischer Symmetrie da- 
durch nach seiner Gesetzmäfigkeit untersucht, daB die Feldstärke 
längs seiner Axe mit einer Induktionsspirale bestimmt und aus 
ihr nach den allgemeinen Gesetzen des Potentiales die Feldstärke 
in einem grüBeren Bereich um die Axe berechnet wurde. In 
diesem nunmehr bekannten Felde brachte man dann Stäbchen aus 
den zu untersuchenden Kristallen zu Schwingungen um eine ver- 
tikale Axe und bestimmte deren Schwingungsdauern bei geeigneten 
Orientierungen. 

Die Darstellung des Feldes erforderte die Bestimmung einer 
sehr erheblichen Zahl von Konstanten der Kugelfunktionenreihe 
und die Berechnung der auf die Kristallstäbchen ausgeübten 
Wirkung (bei der übrigens deren Querschnitt als unendlich klein 
behandelt ist) kann daher keine grofe Genauigkeit erreicht haben; 
aber diese Umstände erklären in keiner Weïse die enormen Ab- 
weichungen, welche die von Jacques nach der Rowlandschen Me- 
thode für Kalkspat erhaltenen Zahlen 


k, — — 40.10, #, — —87,10° 


von den oben angegebenen unterscheiden. In der Tat hat Row- 
land später*) die erhaltenen Resultate als durch einen Fehler 
entstellt preisgegeben. Herr Kônig*) hält für denkbar, daf der 
Fehler das Verhältnis beider Parameter nicht entstellt, muf aber 
dann, um die Zahlen benutzen zu kônnen, noch die weitere An- 
nahme machen, daf die Zablwerte #4, und #, vertauscht sind, um 
ein Resultat zu erhalten, das mit seinen und Tyndalls Zahlen 
einigermaBen vereinbar ist. 

Dieser unbefriedigende Zustand unserer Kenntnisse über ab- 
solute Werte der Magnetisierungszahlen der Kristalle (wie auch 
anderer schwach para- oder diamagnetischer Kôrper) legte den 
Versuch nahe, die Lücke auszufüllen. Im nachstehenden ist über 
eine erste Beobachtungsreïihe berichtet, die unter Benutzung einer 
der Tyndallschen einigermafen verwandten Anordnung (die in- 


1) H. A. Rowland, Amer. Journ. of Science (3) 18, 360, 1879; Phys. Pa- 
pers 184. 

2) A. v. Ettinghausen, Wied. Ann. 17, 274 (Anmerk.) 1882. 

3) W. Kônig, L. c. p. 300. 
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dessen die Ableitung nicht nur von relativen, sondern von abso- 
luten Werten gestattete) von uns durchgeführt ist. Es wurden 
dabei aufer einigen Jenenser Gläsern mehrere gerade verfügbare 
Kristalle verschiedener Systeme beobachtet. Die Messungen sind 
fast alle von Kinoshita ausgeführt. Da die von uns benutzte 
Methode auBerordentlich wenig Material erfordert und sich dabei 
als recht genau erwiesen hat, so soll sie demnächst auf eine 
grôBere Reihe von Kürpern angewendet werden. Ein vorläufiger 
Abschluf gebot sich dadurch, da Kinoshita demnächst Gôttingen 
verläft. 

Der Kôniglichen Gesellschaft der Wissenschaften hier sind 
wir für die Unterstützung unserer Untersuchungen zu Dank ver- 
pflichtet. 

Theorie der Beobachtungsmethode. Legen wir die Koor- 
dinatenrichtungen in die Hauptmagnetisierungsaxen des Kristalles 
und bezeichnen die Feldkomponenten mit 4,B,C, die Magneti- 
sierungszahl der Luft mit k,, während wir 4,, k4,, k, für die Haupt- 
magnetisierungszahlen des Kristalles beibehalten, so ergibt sich 
für die Energie des Kristallpräparates im Magnetfelde bekanntlich 
der Ausdruck 


1) E = — sa ((&, a k,) À° + (k, 2e ko) iB? ca (Æs Es k,) C?) dr, 


das Integral über das Volumen v des Präparates erstreckt. Wird 
der Mittelwert von 4°,... innerhalb des Kristalles durch 4°, ... 
bezeichnet, so haben wir auch 


DE — = 5-2) À +R) + (k—k) c]. 


Die Kraft S, die das Präparat sich selbst parallel in irgend einer 
Richtung s zu verschieben sucht ist durch 


dE 


à PRE an: 


gegeben; ibr entgegengesetzt gleich ist die Kraft, welche er- 
forderlich ist, um das Präparat an seiner Stelle zu halten. 

Diese Kräfte bestimmen sich durch die lokalen Anderungen 
von À’, B°, C', und es wird offenbar auf die Genauigkeit der 
Resultate günstig einwirken, wenn man die Methode der 
Feldbestimmung so einrichtet, da sie direkt 4°,... 
für diejenigen Räume liefert, die nachher von dem 
im Gleichgewicht gehaltenen Kristallpräparat ein- 
genommen werden. 

9* 
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Hierzu ist die von Rowland angewendete Induktionsspirale 
nicht geeignet, auch wenn man ihre Form vollständig mit der- 
jenigen der Präparate in Übereinstimmung setzen wollte, denn 
sie ergibt 4,B, C d.h. die Mittelwerte der Feldkomponenten 
selbst, aus denen die gewünschten 4°, B°, C? als Funktionen des 
Ortes nur umständlich und ungenau télben: Dagegen leistet die 
Widerstandsänderung einer Wismutspirale vollständig das Ge- 
wünschte; denn diese Anderung ist nach den Symmetrieverhält- 
nissen notwendig eine Funktion des Quadrates der Feldstärke, 
wenn auch die bekannten Aïichungskurven der im Handel erhält- 
lichen Wismutspiralen auf dem grôüfiten Teil ihres Verlaufes von 
Geraden nur wenig abweïichen. 

Diese Überlegungen leiten zu der folgenden Anordnung der 
Messungen, die sich auf das Beste bewährt hat. Die Âquatorial- 
ebene aa des Feldes eines Elektromagneten wird von den Kraft- 
linien normal geschnitten. Das Gesetz, dem der Mittelwert des 
Quadrates der Feldstärke F* für eine kleine Kreisfläche der 
À quatorialebene längs eines Radiusvektors s der À quatorialebene 
des Magnetfeldes folgt, läft sich mit einer Wismutspirale be- 
stimmen. Ist dies geschehen, so wird in irgend eine Position der 
Spirale eine kreisformige Kristallplatte von mit der Spirale nahe 
übereinstimmender GrôBe gebracht; dieselbe erleidet im Felde 
eine translatorische Kraft parallel + s, und Gegenstand der Mes- 
sung ist die Kraft, die erforderlich ist, um die Kristallplatte bei 
Erregung des Feldes in ihrer Position zu erhalten. In den drei 
Hauptfällen, daf die Platte normal zur ersten, zweiten, dritten 
Hauptmagnetisierungsaxe des Kristalles geschliffen ist, ergeben 
sich für die nôtigen Kräfte die Werte 
4) S, = SGH), k = 1,2, 8. 

Die eigentümliche Anordnung, die auf den Kristall ausgeübte 
Kraft normal zu den Kraftlinien des Feldes in Aktion treten 
zu lassen, ist zum Teil durch die Eigenschaft der Wismutspirale 
bedingt, in der Position normal zu den Kraftlinien die kleinste 
magnetische Selbstinfluenz zu besitzen und demgemäf die sichersten 
Beobachtungen zu gestatten. Da dabei die magnetischen Quali- 
täten in der Richtung der geäuferten Kraft, d. h. parallel zu s, 
garnicht ins Spiel treten, wurde durch eine besondere Beobachtung 
gezeigt. Eine Platte Kalkspat, parallel der Hauptaxe geschliffen, 
wurde einmal mit der Hauptaxe, sodann mit dem dazu normalen 
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Durchmesser in die Richtung von s gebracht; sie erfuhr in diesen 
beiden Positionen seitens des Feldes genau die gleiche Kraft. 


Die Messungen zerfallen nach dem Gesagten in zwei Teile: die 
Auswertung von À? längs eines Radius s der Âquatorebene des 
Feldes und die Messung der von dem Felde auf die Kristallplatte 
ausgeübten Kraft. 

Die Bestimmung des Gesetzes von R'. Die benutzte 
Wismutspirale war von Hartmann und Braun in Frankfurt a.M. ge- 
liefert und hatte einen Durchmesser von 5 mm. Die ihr beigegebene 
Graduierungskurve gestattet bei kleinen Feldstärken überhaupt 
keine sebr genauen Ablesungen, und da zudem der Gesamtwider- 
stand der Spirale (vielleicht infolge einer zeitlichen Ânderung des 
Materiales) merklich von dem von der Fabrik angegebenen Werte 
abwich, so war es nôütig, die Spirale für kleine Feldstärken zu 
aichen. 

Diese Aichung geschah durch Ausmessung verschiedener Magnet- 
Felder mittelst der Spiralen und Auswertung derselben Felder 
durch die Drehung der Polarisationsebene des Lichtes in einer 
hineingebrachten Quarzplatte. Das Quarzpräparat war in be- 
kannter Weise aus einer rechts und einer links drehenden Platte, 
normal zur Hauptaxe geschliffen, zusammengesetzt und maf rund 
11,5 mm Dicke. Die beiden Platten waren durch eine nur etwa 
0.01 mm dicke Schicht von Kanadabalsam verbunden, deren Wirkung 
auf die magnetische Drehung nicht besonders in Rechnung gesetzt 
zu werden brauchte. Der Einfluf der Reflexion an den beiden 
Endflächen auf die Drehung wurde in Rechnung gezogen. 

Nach Ausführung der optischen Messungen wurde das Quarz- 
präparat beseitigt und die Widerstandsänderung der Wismut- 
spirale an dem Orte der Mittelfläche und der beiden Endflächen 
des Quarzes bestimmt. Diese Beobachtungen wurden durch eine 
parabolische Kurve verbunden, woraus sich dann die mittlere 
Widerstandsänderung innerhalb des benutzten Feldteiles bestimmen 
lief. Die Kombination dieses Resultates mit der Grüfe der mitt- 
leren Feldstärke, welche die optischen Beobachtungen lieferten, 
ergab die gesuchte Graduierung. 

Allerdings dient hier ein in der Feldstärke lineäres Phä- 
nomen (die magnetische Drehung) zur Graduierung der Wismut- 
spirale, und das würde die auf S. 126 hervorgehobenen Vorzüge 
der Beobachtungsmethode sr aufheben, wenn es sich 
bei der Graduierung wirklich um erhebliche Ânderungen der 
Stärke des Feldes innerhalb der Spirale und zwischen ïihren ver- 
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schiedenen Positionen handelte. Dies ist aber nicht der Fall. Da die 
Feldstärke in der Axe des Feldes ein Maximum oder Minimum hat, 
so sind ihre Variationen innerhalb des Bereiches der (senkrecht zur 
Âxe gestellten) Spirale als von zweiter Ordnung zu betrachten, 
und auch längs der Axe variierte bei den für die Graduierung 
benutzten Umständen die Feldstärke nur um einige Prozente. 
Demgemäf darf innerhalb der (bei den Beobachtungen im Maximum 
zu erhoffenden) Genauigkeit von etwa 0,5°/o die Methode der Gra- 
duierung als unbedenklich betrachtet werden. 

Das Resultat der Graduierung war, daf$ der Zusammenhang 
zwischen dem Widerstand W, auBerhalb, W, innerhalb des 
Feldes (in Ohm) und der Feldstärke À (in Gauf) innerhalb des 
Bereiches von 1500 bis 3500 GauB bis auf etwa 1/2°/o durch die 
Formel 


b) 1000 (W —W,) = a+ 
dargestellt werden kann, wobeï 
a — 69,0, b — 0,0000464. 


W-W, liegt bei den angegebenen Grenzen von Z? zwischen 0,2 
und 0,6. 

Mit der sv graduierten Wismutspirale wurde nun gemäf dem 
S. 126 Gesagten das Feld des benutzten Elektromagneten längs 
eines Radius s der Âquatorebene abgesucht. Der Magnet, älteres 
Modell von Keiser und Schmidt war uns für die Beobachtungen 
seitens de. Herrn Dr. Hauswaldt-Magdeburg, der auch in anderer 
Hinsicht die Arbeiten des Institutes freigebig unterstützt, zur 
Verfügung gestellt worden. Die Form des Magneten ist die 
Plückersche mit hohen vertikalen Schenkeln auf kurzer Grund- 
platte; die Polschuhe tragen verschiebbare zylindrische Einsätze 
von zirka 3 cm Durchmesser die bei den Beobachtungen einander 
bis auf etwa 2 cm genähert waren. Das Feld hatte unter diesen 
Umständen natürlich nicht streng die Symmetrie eines Rotations- 
kürpers um die Axe der Polschuhe; aber die Abweichung kommt 
bei der benutzten Beobachtungsmethode in keiner Weiïise stôrend 
zur Geltung. Da nur die in horizontaler radialer Richtung auf 
die Kristallpräparate ausgeübte Kraft gemessen werden sollte, war 
auch nichts anderes, als nur der Verlauf von {?* in dieser Richtung 
zu bestimmen. 

Hierzu war auf dem Tisch, über den die Polschuhe des Mag- 
neten emporragten, in der Hôhe der Axe der Polschuhe und etwa 
2 mm von dem zu untersuchenden Radius « entfernt, eine auf 
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einem dünnen Milchglasstreifen aufgezeichnete Skala pq (von einem 
Thermometer herrührend) angebracht, die Striche vertikal gestellt; 
die Ablesungen an der Skala wurden durch ein Prisma P und durch 
ein in der Richtung té parallel mit sich verschiebbares Fernrôhrchen 
F ermôglicht, deren von oben gesehene Anordnung aus der Fig. 1 
zu erkennen ist. 


i 
| 
ILE 
(l 
(| 
! 
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Fig. 1. 


Über diesem System war ein Paar horizontaler Schienen an- 
gebracht, längs deren sich der Halter der Wismutspirale derart 
verschieben lieB, daf die Spirale 6 längs des Radius 4 hinwanderte. 
Thre Stellung wurde dann mit Hülfe des Fernrohres bestimmt und 
die Anderung ihres Widerstandes bei dem stets in derselben Weise 
auf 14,3—14,4 Amp. gehaltenen Strom gemessen. Nachdem dies 
für eine Reïhe (von beiläufig 10) Punkten geschehen war, wurde 
die Spirale um 180° um die Vertikale gedreht und die Messung 
wiederholt. Das Mittel aus beiden Bestimmungsreiïhen, die übrigens 
nur wenig differierten, ist frei von der natürlichen Asymmetrie 
der Spirale. Aus dem Mittelwert folgt Z# nach Formel (5), und 
seine Abhängigkeit vom Radiusvektor wurde nun innerhalb eines 
Bereiches von zirka 5 mm durch eine Interpolationsformel 


6) Ha =abb(s—s)2e(aes ht d(s-1s,)ee(s—1s) 


dargestellt, wobei s—s, den radial gemessenen Abstand von einem + 
Punkt in der ungefähren Mitte des Beobachtungsbereiches be- 
zeichnet, und 
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a-= "107,88 40% 
b — — 6,18. 10°, 
6) 6 —= +154. 10. 
d = +1,44. 10°, 
= 4900 10 


Die ausgezogene Kurve in Fig. 2 gibt eine Vorstellung von 
dem Verlauf von R?, wenn man die nicht eingeklammerten 
Ordinatenzahlen benutzt. Die Abszissen sind Zentimeter mit (will- 
kürlichem) Anfangspunkt s — s, in der Mitte. 

Bei allen diesen Messungen mit der Wismutspirale war es 
nôtig, die Ânderungen der Temperatur in Rechnung zu setzen, 
die den Widerstand bekanntlich stark beeinfluft; das Gesetz dieser 
Wirkung war durch eine eigne Beobachtungsreihe, bei der die 
Zimmertemperatur absichtlich stark geändert, der Strom im Elek- 
tromagneten aber konstant gehalten wurde, zuvor aufgeklärt. 

Aus der gewonnenen Formel (6) lieB sich schlieflich der für 
die Wirkung auf den Kristall maBgebende Ausdruck ÔR’/ôs be- 
rechnen. Die punktierte Kurve in Fig. 2 gibt eine Anschauung 


RE PATES ENS ee a 
RES SNRSnUER 
Er Ps A pa 
ORDRE URRRRNR 
Do A TES CAT 
BARS EPS SO PAU Pa rt 
RARES NOR TEORETE 
RSR ie ne 
A Ne ER Re ER 


EMARDEMTPOME 
RARES RE 


Fig. 2. 


von dem Verhalten dieser GrôBe, wobei die eingeklammerten 
Ordinatenzahlen mafgebend sind. 
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Die Messung der auf die Präparate seitens des Magnet- 
feldes ausgeübten Kraft. Die untersuchten Kristall- und Glas- 
platten besaBen 5,2—5,5 mm Durchmesser bei 1—1,5 mm Dicke. 
Sie sind von der Firma Voigt und Hochgesang hier angefertigt 
worden und es war der Arbeiter angewiesen, die Präparate mit 
Eiïsen nicht in Berührung zu bringen, sie auch nicht etwa (mit 
Pariser Rot!) zu polieren, sondern nur auf einem Quarzit- oder 
Smirgelschleifstein abzuschleifen. 

Trotzdem wurde jedes gelieferte Präparat einer gründlichen 
Reinigung unterzogen; die in Wasser lôsbaren wurden gewaschen, 
um die ganze Oberflächenschicht zu beseitigen; die andern wurden 
mit verdünnter Salzsäure und dann mit destillirtem Wasser ge- 
kocht und abgespült. Die zwischen Filtrierpapier getrockneten 
Präparate wurden dann weiterhin nur mit einer Pinzette mit 
Elfenbeinspitzen berührt. 

Um die Kraft zu messen, die die Präparate in dem Magnet- 
felde erfahren, wurden sie an einer kleinen Drehwage aufgehängt, 
deren oberer Befestigungspunkt in einem Torsionskopf lag; es 
waren Minuten ablesbar. Den an einem Quarzfaden aufgehängten 
Balken der Drehwage bildete ein 
Glasfaden von der in Fig. 3 ange- 
gebenen Gestalt; die Kristallplatte 
x war mit einer Spur von Wachskitt v 
an eine Schleife aus dünnstem Ko- 
konfaden befestigt und konnte so 
leicht in die Häkchen des Balkens 
einhängt werden. ist ein kleines 
gläsernes Gegengewicht, gleichfalls 
an einem Seidenfaden aufgehängt und 
auf dem Balken verschiebbar. Die 
Beobachtungen wurden in zwei um 1/4 
180° um die Vertikale gegen einander Fig. 3. 
verdrehten Positionen der Platten x gemacht. Kontrollbeobach- 
tungen gaben die Gewähr, daf der Wachskitt keine Stôrungen 
ausübte, die 1—2’ überstiegen, und daf keine direkte Einwirkung 
des Magneten auf den Balken der Drehwage stattfand. 

Das spezifische Drehungsmoment D des Quarzfadens wurde 
nach dem GauBschen Verfahren der Schwingungsdauern bestimmt, 
wobei zwei leichte Aluminiumgewichte m sukzessive in zwei ver- 
schiedenen Abständen /, und ?, von der Drehaxe auf den Balken 
der Drehaxe gehängt waren. Die Gewichte betrugen 0,3828 gr, 
die Abstände 2,64 und 6,31 cm, die dabei beobachteten Perioden 
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r, und 7, waren 33,89 und 49,43 sec.; hieraus findet sich gemäB 


der Formel 
P— 


l 


2 
2 


D = 8r'm 


T 


für D der Wert 
D = 0,4956 cm. gr. sec. 


Der Hebelarm #, an dem die Feldwirkung die Kristallplatte 
angriff, war wegen der etwas gerundeten Form der Aufhängungs- 
häkchen (Fig. 3) nicht vôllig konstant und wurde bei jeder Messung 
direkt bestimmt. Er betrug rund 6,1 cm. 

Die Beobachtungen fanden in dem Glaskasten statt, der bei 
den Plückerschen Magneten die Polschuhe einschlieft. Die erheb- 
liche GrôBe dieses Raumes gab zu Luftstrômungen Veranlassung, 
die anfänglich die Beobachtungen sehr stôrten, sich aber durch 
eine teilweise Ausfüllung des Raumes durch geeignete Papier- 
schirme ziemlich unschädlich machen liefen. 

Immerhin dürften die stattfindenden Abweichungen zwischen 
den Beobachtungen derselben Reihe in der Hauptsache noch auf 
der Wirkung dieser Stôrungen beruhen. 

Der Glaskasten war oben durch eine nur aufgelegte Spiegel- 
glasscheibe verschlossen, in der das Glasrohr befestigt war, 
welches den Torsionskopf trug; die ganze Drehwage war in 
dieser Weise horizontal verschiebbar und es gelang so ohne 
Schwierigkeit, in jedem einzelnen Falle die untersuchte Kristall- 
platte in die Âquatorialebene des Feldes und an eine bestimmte 
Stelle des Radiusvektor zu bringen. Wegen des Maximum- resp. 
Minimumcharakters dieser Ebene und der benutzten Orientierungen 
der Kristallplatten haben übrigens kleine Fehler in der Lage der 
Platten, soweit nur der Radiusvektor s genau den richtigen Wert 
hat, sehr geringen Einfluf; die Grôfe von s lieB sich aber auf 
die $S.129 beschriebene Weise zuverlässig bestimmen, zumal durch 
Umkehren der Aufhängung nach $S. 131 auch eine etwaige Um- 
symmetrie der Form oder Massenverteilung eliminiert wurde. 

Da die Wirkung des Feldes auf den Kristall vom Quadrat 
der Feldstärke abhängt, so war das nach einfacher Unterbrechung 
des magnetisierenden Stromes zurückbleibende schwache Feld von 
kaum merklicher Wirkung. Immerhin wurde auch diese noch re- 
duziert, indem die Entmagnetisierung durch wiederholtes Um- 
kehren des Stromes bei allmählich abgeschwächter Intensität be- 
wirkt wurde. 

Die Ordnung der Beobachtungen war schliefilich diese. Bei 
nicht erregtem Magneten wurde die Kristall- oder Glasplatte an 
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eine bestimmte (von Fall zu Fall wesentlich konstante) Stelle der 
Aquatorebene des Feldes gebracht und die dieser Lage ent- 
sprechende Stellung des Torsionskopfes notiert; darauf wurde 
das Feld erregt und die Platte durch Drehung des Torsionskopfes 
an die alte Stelle zurückgeführt. Bei stark paramagnetischen 
Objekten gelang dies nur dadurch, daB das Feld allmählich 
von Null auf die gewünschte Hühe gebracht und die Platte dabei 
andauernd in der Nähe der Ruhelage gehalten wurde. Es beruhte 
dies offenbar darauf, daf das Gleichgewicht dieser Kôürper an der 
betreffenden Stelle nur sehr geringe Stabilität hatte und die 
Platten bei merklichen Elongationen sich nach einer andern Gleich- 
gewichtslage zu bewegen suchten. War die Gleichgewichtslage 
ganz oder nahezu erreicht, so wurde durch wiederholtes Kommu- 
tieren des Magnetstromes festgestellt, daf eine Remanenzwirkung 
von merklicher Stärke im Kristall nicht auftrat. 

Nach Ablesung des Torsionskopfes fand allmählige Ent- 
magnetisierung statt und daran anschliefend erneute Einstellung 
des Präparates in der alten Position mit Ablesung am Torsions- 
kopf. Diese Folge von Beobachtungen wurde bei jeder Substanz 
zwei oder drei Mal wiederholt, darauf die Platte um 180° um die 
Vertikale gedreht und wie zuvor verfahren. 

Im Folgenden ist bei jeder Substanz angegeben: die Masse m 
des Präparates, seine Dichte!) d, sein Radius r, ferner die Ab- 
weichung s—s, des Mittelpunktes von der Stellung, auf die als 
Anfangspunkt sich die Interpolationsformel (6) bezog. Dann 
folgen unter « und B die Drehungen am Torsionskopf bei Er- 
regung und Aufhebung des Feldes je mit dem entsprechenden 
Hebelarm k der Drehwage. 

Für die Verwertung dieser Messungen ist Formel (4) heran- 
zuziehen in der $S, durch Do, zu ersetzen ist. Ferner kürzen 
wir die Magnetisierungszahlen k,—%, relativ zur umgebenden Luft 
in x, ab und haben dann 


Tri 
Do, "vx, ie wobei vd — mn. 
2/9 = x! stellt die auf die Masseneïnheit, wie x, die auf 


die Volumeneinheit bezogene Magnetisierungszahl dar; positive 
Werte bezeichnen Para-, negative Diamagnetismus. 


1) Diese Dichten sind nicht extra beobachtet, sondern Tabellen (zumeist 
den Landolt-Bôrnsteinschen) entnommen. Für die Anwendungen dürfte eine et- 
waige Ungenauigkeit von à eine wesentliche Schwierigkeit nicht bieten. 
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Einige Jenenser Gläser und Opal. 
Schweres Bariumsilikatkron O211. 
(Enthält neben rund 50°% SiOz2 viel BaO, weniger ZnO und K20). 


m— 0,04565, Ô — 3,21, r — 0,274, s—s — — 0,003 
a) 37° 24! Br S7%12! 
JT 22 37 17 
hI—06N20857m20 IN Ri=N0, 1502377081 
91019 87 36 
Por 1570022 Ps — 3724! 
#' — —8,741.107", x — —12,0.107. 


Kron mit hoher Dispersion O 381. 
(Enthält neben rund 66°/ SiO2 viel Na O und Ba O). 


m — 0,04115, Ô — 2,70, r — 0,274, s—s, — — 0,003 
a) 35° 3’ B) 35° 32! 
835 6 34 45 
hi= 012% 9902 h — 6,12 34 49 
35 4 85 16 
x! — —3,864.107, »% — —10,4.1077. 


Baryt-Leichtflint O 543. 
(Enthält bei rund 50°/ SiO2 unter sich nahe gleiche Mengen von 
K20, Zn O, PbO aber mehr Ba O). 


m — 0,03675, 0 — 3,11, r — 0,274, s—s, — — 0,003 
a) 32° 46' B) 32° 35' 
32 29 32 17 
h — 6,13 32 27 h = 6,13 32 27 
32 15 82 24 
Pa — 320 29 Ps = 32° 26! 
x = —4,025.1077, x — —12,5.107. 


Schwerstes Barytkron O 2071. 
(Der Gehalt an BaO überwiegt erheblich den an SiO», der rund 
33°) beträgt). 


m — 0,04975, Ô — 3,54, r — 0,274, s—s, — — 0,003 
a) 399 46! B) 40° 2! 
39 839 39 5 
AR de Luce ISSUE 140 io 
39 44 39 39 
De — 390 44 2078 
89 20 


Pa = 890 44! 
x! == = 8,651.1077, tx 1—192,9.107 
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Schweres Flintglas. O198. 
(Enthält nahe drei Mal so viel PbO als SiO2). 


m — 0,0600, À — 4,99, r — 0,274, s—5s, — — 0,003 
a) 30° 29" B) 30° 37! 
80 32 80 27 
h —=1642250.931 h — 6,12 30 23 
80 31 80 831 
Pa =180: 5? PR —= 30° 30" 
x — —282,10" x — —11,6.107. 


Borsilikat-Kron O144. 
(Enthält neben rund 70°/o SiOz: viel K20, weniger B203 und 


Na: O). 
m — 0,0684, 9 — 2,47, r — 0,275, 5—s, — — 0,002 
œ) 55° 50’ B) 55° 45’ 
55 42 59 ” 7 
» Mets 65/2 h'=NG18 55 89 
55 80 595 24 
Pa — 50 41 Pr — 68° 29 
Dee Es 71 10 yet 9 16010 % 


Obwohl nach Zusammensetzung sehr verschieden haben die 
beobachteten Glassorten doch sehr nahe liegende Magnetisierungs- 
zahlen x. 


Opal. 
m — 0,0429, 9 — 2,1, r — 0,264, s—s, — — 0,003 
a) 46° 10’ B) 45° 58’ 
46 15 45 42 
h — 6,15-146 115 h —16,12 45 751 
45 22 : 45 39 
Pa — 460 16 ps — 450 48 
x — —487.10 7, x — 10,23.107. 


Reguläre Kristalle. 


Steinsalz. 
m — 0,0626, à — 2,167, r — 0,275, s—s, — — 0,002 
a) 51° 52 B) 51° 30' 
h 16.18.2012 D1 Mes 6188 91 458 
51 49 ps = 51° 34 
51 39 
ou = 510 487 


Taie 
#— —3,76.107, x — 8,16 .107. 
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Alaun. 
m —= 0,0371, à = 1,75, r — 0,275, s—s, — — 0,002 
a) 470 93! B) 47° 32’ 
47 18 47 0 
h = 6,14) 47. 13 h — 6,14 47 920 
6 47 10 
go =°470 14 Ps — 479 16 
x! — —5,79.107, x — 10,11.107" 
Bleinitrat. 
m — 0,1055, 9 = 44, r = 0,275, s—s, — — 0,002 
a) 57° 32 B) 59 o! 
HG) 56 30 
h=— 6,12 57 38 h — 6,12 57 15 
y au ol 4 
Pa — 510 84! 56 59 
0659 
Ps — 56° 57! 
% = — 248.107, x = 10,9%. 10". 


FluBspat (farblos, vom Brienzer See). 


m = 0,0453, 8 — 3,18, r = 0,275, s5—5s, — — 0,002 
a) "620811" Biu62909) 
62 21 61 58 
SIA 6) h = 6,10: 61 59 
62 6 61 44 
Pa = 620 107 62 10 
61 55 
ps = 61° 59! 
x — —6,27.1077, x — 20,0.107. 
Bleiglanz. 
m — 0,1963, 0 — 7,50, r — 0,275, s—s, — — 0,002 
æ) 150° 43! B) 150° 40’ 
h 260412150851 h —=06,111%190 428 
150 25 CAEN ETUNT 
150 23 
Pa — 1509 30’ 


x! — —350.107, x — — 26,3. 107. 
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Pyrit (aus Cornwallis). 


m — 0,1078, d — 5,05, r — 0,275, s—s, — — 0,002 
a) 1590 0’ B) 156° 17’ 
159 2 156 17 
h== 6,18 158 927 h — 6,13 156 17 
158 925 156 33 
Pa — 1580 44 gs — 1560 217 


Na. HOGPEL0 eus 53 68 1077 


Zinkblende (von Santander, ganz hellgelb gefärbt). 


m = 0,0735, Ô — 4,0, r — 0,275, s—s, — — 0,002 
æ) 429 22! B) 420 24 
41 53 41 46 
n "61540 83 h — 6,13 42 9 
42 8 41 52 


ge — 42% "17 ps — 42° 3° 
a D lo ae ill 10 


Magnetisch-einaxige Kristalle. 
Die Hauptaxe ist durch den Index 3 charakterisiert. 


Kalkspat. 
R | der Axe. 
m —-0,06235, 0 — 2,714, r — 0,275, s—s, — — 0,002 

&) 55° 30! B) 55° 29' 

99. 29 DD 27 

013 55 1 h — 6,13 55 27 

DOM OL 29 28 

59 … 39 DD 28 

95 22 595 832 
Pa — 59 28 ps — 590 2815 

x! — —4,055.107, x, — —11,01.107 
R + der Axe. 
Ne 00677 00 — 2,11000P es 0,270, 6 — 5: — — 0,002 

æ) 54 6! B) 54 o! 

5981 D3 054 

RON 205308 RING A2 054 3 

23 46 D4 2 

54 0 5355 

930 52 54 0 

7 Da = 93° 64! ps = 530 59! 


x —— 3,637 6 106, A = — 9,87 ‘ 10%: 
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Hieraus 
2, —% = —1,l4.10", %,:%, — 0,897 


erstere Zahl (zufällig) in vollständiger Übereinstimmung mit dem 
Resultate Kôünigs, letztere ziemlich nahe demjenigen Tyndalls. 


Dolomit (farblos, von Traversella). 


R | der Axe. 
m — 0,0550, 8 — 2,90, r — 0,275, 5—s, — — 0,008 
&) 145 30! B) 1440 13’ 
145 30 144 23 
h — 6,11 145 20 h = 6,11 144 32 
.. 145 50 144 46 


M = +12,05.107, x, = + 84,97. 107. 


R + der Axe. 
m — 0,0583, 0 — 2,90, r — 0,275, s—5, — — 0,003 
æ) 100 2’ B) 98° 50! 
100 10 98 0 
he 611 99 46 h — 6,11 99 O0 
99 830 98 D 
Pa — 990 52 98 42 
98 27 
3 = 98° Se 


= +7,787.107, x, — + 29,58. 107. 
Hieraus 
A3 —4, = +12,89.107, %,:4, — 0,645. 


Der starke Paramagnetismus des Dolomit steht in einem auf- 
fallenden Gegensatz zu dem Diamagnetismus des Kalkspat und 
kann vielleicht als bequemes Unterscheidungsmerkmal dienen. 


Quarz. 
E | der Axe. 
m — 0,0746, Ÿ = 2,65, r — 0,275, s—s, — — 0,003 
a) 76° 37' B) 76° 34’ 
76 28 40621 
h — 6,15 76 28 h #200:15 176120 
76 29 76 24 


#, = —4,66.107, x, = —12,35. 107. 
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R + der Axe. 
m — 0,0717, d — 2,65, r — 0,275, s—s, — — 0,003 
«)r 729297 B) 72° 34° 
724: 35 3920 
M==0185:72,,93 h.=16,12%.72 26 
72 "86 72 16 
do 72°, 55 Ps —= EL TU 
%, = — #0: 107, x, —= —12.25. 107", 
Hieraus 
2,2%, = —0,12.107, x,fx, — 0,990, 


Der gefundene Unterschied zwischen x, und x, ist so klein, 
da er durch die benutzte Methode nur unsicher bestimmbar ist. 


Beryll (hellgrün vom Ural)!). 


ER | der Axe. 
m = 0.0653, d = 27, r = 0,275, s—s, — — 0,002 
a) 56° 0 B) 550 5' a) 549 98’ 
56 47 55 32 54 30 
RE 0 120000 N'==" 019 099 007" 6,13 "540845 
56 52 55 23 54 18 
Pa — 56 245 RIT 53 48 
54 0 
We==95415 
x, = +886.107, x, — + 10,43. 107. 
R + der Axe. 
m — 0,0642, 0 — 2,7, r — 0,276, s—s, = — 0,002 
æ) 116% 55! B) 116° 19' æ) 1159 25’ 
R==N6,180117 5 h — 6,13 116 45 RING LS MELL SON 5 5 
116 15 116 15 Dr = 115 407 
116 25 116 40 
Pa — 116 40’ gp — 116% 30° 


x! = +8,265.1077, %, — +22,8.107. 


Hieraus 
#,  %, — 11,89. 107", ‘x,]x, — 0,468. 


1 3 


Der grofie Unterschied zwischen den magnetischen Erregbar- 
keiten parallel und normal zur Axe ist sehr bemerkenswert. 


1) Derselbe, der zu den Elastizitätsbeobachtungen von Voigt gedient hatte; 
s. Wied. Ann. 81, 485, 1887. 
Kgl. Ge. d. Wie, Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1907. Hoft 2, 10 
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Rutil. 
R | der Axe. 
m = 0,1014, 0 — 4,25, r — 0,275, s—s, — — 0,003 
a) 4660 17! B) 4640 20’ 
466 25 465 10 
h — 6,13 464 25 h1=06,12" 463 10 
464 50 0 463 30 


x! = +20,9:107, x, = +88,9. 1077 


I? + der Axe. 
m —= 0,1020,, 0 — 4,25, r-— 0,275, s—s — — 0,008 | 
æ) 4399 10’ B) 4370 25' 
438 50 437 50 
h — 6,13 439 40 h = 6,12 437 5 
4389 25 437 9 
Pa — 4390 167 px — 4370 227 


x — +19,6.107, x, = + 83,3.10 7. 
H—H) — 06,100, . 4,1%, =10954 
Die absoluten Werte der Magnetisierungszahlen sind bei diesem 
Material auBerordentlich grof. 


Turmalin (ganz leicht grünlich gefärbt, aus Brasilien). 


R | der Axe. 
m — 0,0809, d = 3,10, r — 0,275, s—s, — — 0,002 
œ) 1320 58 B) 132° 30’ 
1 013 12450 h = 613 132 18 
132 50 ps = 1320 247 
153 8 
Px — 1320 507 


He + 148.10, x, =2+232 10: 


lR + der Axe. 
m = 0,0793, 50 = 3,10, 7 — 09279, 8: "0002 

æ) 193° 23! B) 1930 55' 

194 50 193 55 
h — 6,12 194 47 h — 6,12 193 8 | 
195 45 193 8 | 
1940035 ps — 1930 34 | 
194 15 | 

Pa — 194° 34 


nl = +11,18.107, 2%, = + 347.107. 
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Hieraus 
Mix, =,11,0% 107"; xx, —00,925. 


Die Präparate | und zur Axe zeigten, obwohl demselben 
Kristall entnommen, einen etwas verschiedenen Farbenton; ersteres 
war mehr rôtlich, letzteres mehr bläulich gefärbt. 


Apatit (farblos, aus Tyrol). 


R | der Axe. 
m = 0,0656, 9 — 3,20, r — 0,275, s—s, — — 0,002 
a) 380 7! B) 38° 4’ 
37 50 37 57 
h — 6,13 37 51 h — 6,13 38 1 
37 49 38 7 
Pa = 91 54 Ps — 589322! 
x, — —92,64.10, x, — — 845.107 
R + der Axe. 
m = 0,0748, © — 3,20, r — 0,275, s—s, — — 0,002. 
a) 430 36’ B) 43° 13’ 
43 16 43 10 
h — 6,13 48 28 h = 6,15:248°20 
43 22 43 15 
Pa — 43° 96 ge = 430 15! 
x —92,64.107, x, —= —8,45.107. 


1 


Eine magnetische Verschiedenheit der Richtungen parallel und 
normal zur Hauptaxe ist also bei Apatit innerhalb der erreich- 
baren Genauigkeit der Methode nicht nachweisbar. 


Zirkon. 


(Der braunrot gefärbte Kristall zeigte zahlreiche Sprünge, 
innerhalb deren vielleicht fremde Substanz eingeschlossen war 
wenigstens entwickelten sich beim Kochen der Präparate mit 
Salzsäure aus den Spalten zahlreiche Gasblasen. Die benutzten 
Präparate, besonders das zweite, zeigten unter mehreren an- 
gefertigten diese Erscheinung noch am wenigsten und sind des- 
halb vielleicht am reinsten, immerhin sind die Resultate ver- 
dächtig. Die unreineren Präparate verhielten sich kräftig para 
magnetisch. Die Resultate sind wenig sicher). 

103 
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R | der Axe. 
m — 0,1095, 0 — 4,6, r — 0,275, s—s, — — 0,003 
œ) 1769 10’ B) 1759, 5 
176 20 175 30 
h == 6,132176,20 h = 6,18 175 5 
176 39 176 6 
Pa —= 1860 22 ps —= 1750 267 
x, = +7,82.107, x, = + 383,7.107. 
R + der Axe. 
m — 0,1179, Ô = 4,6, r — 0,275, s—s, — —0,003 
a) 44° 7 
43 46 
h — 6,12 44 1 
44 0 
Pa — 430 59! 
x! = —1,70.107, x, = —7,84.107. 


Kristalle mit drei magnetischen Axen. 
Topas (farblos, aus Japan). 


R | der a-Axe. 
m — 0,0952, 9 — 3,5, r — 0,275, s—s, — — 0,002 
a) 850 45’ B) 85° 30’ æ) 85° 40' 
85 26 85 7 85 12 
ñ = 6,10 1800258, h— 6,11 BAG h— 6,11 85,54 
85 40 84 49 85 20 
85 34 85 16 Da — 850 267 
85 31 85 12 
85 32 Ps — 850 12 
85 25 
Pa = 850 38’ 
# = —4,10.107, x, = — 14,3%. 107. 
ER | der b-Axe. 
m = 0,0905, à = 3,5, r — 0,275, s—s, — — 0,002 
a) 83° 16’ B) 83° 0’ a) 83° 33! B) 82° 5 
83 4 82 48 83 26 83 
h = 6,10 82 46 Rh— 6,11 82 45 h = 6,11 835 25 h—= 6,11 82 4 
82 49 82 44 83 22 82 3 
Pa = 820 597 82 45 Ps — 83° 27! 82 5. 
82 45 82 4: 


x, = —4,20 10”, %, = — 14,71. 107. 
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R | der c-Axe. 
m — 0,0871, Ô — 3,5, r = 0,275, s—s, —= — 0,002 

a) 80° 20’ B) 80° 40’ a) 799 42° 
80 4 80 "67 79 43 
A — 0108500 h = 6,11 80 28 h = 6,11 79 5650 
80 3 20: &8 7195 
Pe —= 80° 8 PB —= 80° 21 Pa — 79° 44’ 

2, = —4,920.107, #, = — 1470.10". 


Die Unterschiede der drei x, sind kaum merklich. 


Coelestin (fast farblos). 


R | der a-Axe. 
m — 0,0991, 0 — 3,96, r — 0,275, s—s, — — 8,002 
&) 740 10 B) 74° 40’ 
74 17 74 25 
RE 6 ANT 4100 15 h — 6,14 74 23 
74 18 74 22 
Pa == 740 15 gs — 74° 30’ 
%, = — 8,42.1077, %, — — 18,58. 107. 
R | der b-Axe. 
m = 0,0997, 0 — 3,96, r — 0,275, s—3, — — 0,002 
a) 680 46’ B) 68° 59 
68 43 69 2 
RERO CSN ZA h — 6,15 68 54 
69 2 CONTI 
0 = 68° 49 px = 69° 1 
a, = —3,14.107, x, — — 1245.10". 
R | der c-Axe. 
m —= 0,1035, Ô — 3,96, r — 0,275, s—s, — — 0,002 
æ) 81° 5’ 8) 81° 21’ 
81 9 81 21 
HR C LS EL 9 RI=M010 MS 10028 
81 "21 81 27 
al —= —3,59.107, x, — 142.107. 


8 


Auch hier sind die Unterschiede zwischen den drei Haupt- 
magnetisierungszahlen ziemlich klein. 
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Aragonit (aus Bühmen, ganz hellgelb). 


R | der a-Axe. 
m — 0,0807, d —= 2,936, r — 0,275, 8—s8, — — 0,003 
a) 69° 36' B) 69° 20' 
69 0 69 20 
h = 6,13 69 21 h —= 6,13 69 20 
69 9 à 69 21 
Pa — 69 117! ps — 960 207 
w = —3,92.107, x, = — 11,50. 107. 
ER | der b-Axe. 
m — 0,0788, Ô — 2,936, r — 0,275, s—s, — — 0,003 
a) 67 0 B) 670 15' 
67 B) 66 59 
RICA CT 0 h = 6,16 67 32 
66 52 66 43 
Pa — 67 4! Pope 67 77 
mit —.8,87 107", x fe Ul,5e . 1077. 
ER | der c-Axe. 
m — 0,0537, d — 2,96, r — 0,275, s—s, — — 0,003 
æ) 52° 13 B) 52° 12’ 
52 16 p2 7 
h— 6,12 5221 Hi 612 002810 
Dp2 5 52 6] 
Pa — 520 14 FREE PUNNT US 
x! — —4,44.107, x, — —13,04.107. 


8 8 
Der dritte Wert x weicht von den beiden vorhergehenden sehr 


merklich ab. 


Gôüttingen, im März 1907. 


Bestimmung der Elastizitätskonstanten von 
Aragonit. 


Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 9. März 1907. 


Für eine molekulare Theorie der Materie bietet die Kenntnis 
des mechanischen Verhaltens verschiedener Modifikationen 
einer und derselben Substanz unzweifelhaft ein besonders 
wichtiges Hilfsmittel. Aus diesem Grunde habe ich gleich nach 
Durchfübrung meiner Untersuchungen‘) der Elastizitätsverhältnisse 
des Kalkspates mit dem Sammeln von Material für eine spätere 
Behandlung des Aragonites, der sich ja bei Rotglut in Kalk- 
spat umwandelt, begonnen. Die in den letzten Wochen vollendeten 
Beobachtungen am Aragonit, bei denen ich mich der finanziellen 
Unterstützung der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu er- 
freuen hatte, haben zu den nachstehend mitgeteilten Resultaten 
geführt. 

Das Beobachtungsmaterial. Für die Bestimmung der Elasti- 
zitätskonstanten kommen nur die bühmischen Aragonite in Betracht, 
von denen Kristalle mit den beiläufigen Dimensionen 1,5 <1 <3 cm 
unschwer zu erhalten sind. Schwierigkeiten bei ihrer Verwendung 
bieten die geringen Querdimensionen dieser Vorkommen und fast 
noch mehr die in ihnen so häufig auftretenden Zwillingslamellen. 

In erster Hinsicht bot Hilfe ein (im Ganzen unregelmäBig 
ausgebildeter) grôferer Kristall, in dem sich eine einzelne Schicht 
normal zur c-Axe in Querdimensionen von rund 2 cm zur Her- 
stellung einiger Stäbchen normal zur c-Richtung brauchbar 


1) W. Voigt, Gütt. Nachr. 1889, Nr. 19; Wied. Ann. 89, 412, 1890. 
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erwies. AufBerdem lieBen sich in gegen die c-Axe geneigten 
Richtungen der ac- und bc-Ebene aus den dünneren Kristallen 
längere Stäbchen dadurch gewinnen, da dieselben nicht (wie z. B. 
früher bei Topas) unter 46°, sondern unter 30° gegen die c-Axe 
geneigt hergestellt wurden. 

Zwillingslamellen sind im allgemeinen dadurch ganz vermieden 
worden, daB mit dem Material Luxus getrieben, z. B. zur Her- 
stellung von ein oder zwei Stäbchen parallel der «-Axe ein ganzer 
Kristall geopfert wurde. Für einzelne Orientierungen lieB sich 
indessen keine Lage des Stäbchens finden, die ausschlieflich 
ungestôrtes Material berührte; in diesen Fällen ist Sorge getragen, 
daB die (stets sehr feinen) Lamellen die Stäbchen nahe deren 
Enden durchsetzten. 

Die ganz seitlich liegenden Stabteile werden ja bekanntlich bei 
Biegungen durch Belastung der Mitte nur sehr wenig in Anspruch 
genommen; es kommen demgemäB die in ihnen liegenden Stôrungen 
kaum merklich zur Wirkung. Bei den Drillungen sind die äuBersten 
2—3 mm der Länge durch die Eïinkittung der Stäbchen gleich- 
falls unwirksam; laufen überdies die Lamellen vom Ende des 
Stäbchen aus gegen eine Schmal-Seite ([:7 _), so kommen sie 
deshalb kaum zur Geltung, weil die Schmalseiten bekanntlich bei 
der Torsion sehr wenig gespannt sind. Ich glaube nicht, daB bei 
den von mir benutzten Präparaten ein Einfluf der Zwillingslamellen 
übrig geblieben ist, der die GrôBe der Beobachtungsfehler über- 
trifft. 

Die Formeln für das rhombische Kristallsystem. Von 
den im allgemeinen 21 Elastizitätskonstanten c, und -moduln s,, 
bleiben im rhombischen System nur die neun mit den Indizes 


(11), (22), (88), (44), (65), (66), (23), (81), (12) 
übrig. 

Bezeichnet man die Richtungskosinus einer Richtung gegen 
die Kristallaxen durch a, 6, y, so bestimmt sich der dieser Richtung 
zugehôrige Dehnungsmodul E, das Reziproke des sogenannten 
Elastizitätskoeffizienten oder Dehnungswiderstandes E, durch 
die Formel 


1) E Es 1/E = SA FSa0 Toner la tas) F Y 
Sr (Sss qe 2 Sy) v a da (Sao 2e 2 S52) (2 be 
Die Biegung 7 eines beiderseitig unterstützten Stabes von der 


Länge L, der Breite L, der Dicke D bei der zentralen Be- 
lastung L’ ergibt sich, wenn Z in die oben eingefübrte Richtung 


Bestimmung der Elastizitätskonstanten von Aragonit. 147 
fallt, zu 
E PL 
2) n = PT ITE 
4 DD 


Biegungsbeobachtungen gestatten sonach die sechs Aggregate 
der Ss, in (1) zu bestimmen, wozu sechs geeignet gewählte 
Stäbchen zu benutzen sind. Ich habe die folgenden angewendet, die 
nachstehend durch ïbre weiter geführten Gattungsnummern und 
die dazu gesetzten Werte der Richtungswinkel von Z charak- 
terisiert sind. 


k I (0,90°, 90°); IT (90°, 0,902); III (90°, 909,0); 
) IV (80°, 60°, 30°); V (60°, 90°, 300); VI (5825”, 31°55', 900). 
Die Gattung VI liegt parallel den Zvwillingslamellen, welche 
letztere auf diese Weise am einfachsten zu vermeiden waren. Im 
übrigen zeigten feine Lamellen nahe den Enden nur die Gattungen 

1 und VI. 


Gemäf obigen Orientierungen wird nun 


E, —5s,, E, — Sy Es = Sas 
4) E, = sal Sais hot 2s,)) 
E mr <e (9 Sas F Si F 8 (S,5 + 2 Sy); 


E, = 0,07815,, + 0,519 s,, + 0,2014 (s,, + 25,,), 


wWoraus sich S,,, Sas Sass Sas Ÿ 2838» S56 + Suis See + 283 leicht be- 
rechnen. 

Um die neun s,, gesondert zu erhalten, sind Drillungen 
von drei geeignet orientierten Stäbchen heranzuziehen. Es cm- 
pfehlen sich drei von denjenigen (sechs) Orientierungen, wo L, B, D) 
den Kristallaxen parallel sind. Hier drücken sich die Drillungs- 
winkel z einfach durch ein von mir als Drillungsmodul T be- 
zeichnetes Aggregat aus, das als das Reziproke des Drillungs- 
widerstandes 7 aufzufassen ist und gegeben wird durch die 
Formel 


T= IT = 4 a+s, BP +37" 7) 
5) + 2 (Su 7 45,3) BB, ra dx (Sa x 4 4) Ii ax, + (CM à 45) au, BB] 
+8, (8° y, + 7° 85) + 8 (7° ci + à pr) + sa (@* Bi +B* à); 
in ibr bezeichnen a, 8,7 die Richtungskosinus der Länge Z, aber «,, 
B,, 7, diejenigen der grüBern Querdimension 2? des Stäbchens. 


Charakterisiert man die Richtung von Z durch den ersten, 
die von D durch den zweiten Index von T, so erhält man aus (5) 
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6) FmiT im ss, Tel, = rs Tel #0. 


ea ac 


Von den Stäbchen (90°, 90°, 0) hatte der eine Teil, der weiter 
die Bezeichnung III behalten soll, die Richtung B in der a-Axe, 
der andere, der mit III’ bezeichnet werden soll, in der b-Axe. 
Die Stäbchen I (0,90°, 90°) hatten die B-Richtung in der b-Axe. 

Die Drillang r eines Stabes von den Dimensionen Z, B, D bei 
Einwirkung eines Momentes N um die Längsrichtung hängt dann 
je von den beiden auf dieselbe Richtung von Z bezüglichen 
Moduln T ab. Es gilt nämlich, wenn man r mit den analogen In- 
dizes versieht, wie T, 


A 3T, LN 
ue LD LT 
8 s ba 
3 BD (1 AE Ve) 
3T, ZN 
Tia = TM — 


3 D 4 
8 ho . 
BD'(1- AT ) 


Hierin ist À eine Funktion von D/B, die für D/B<+} merklich 
konstant gleich 3,361 ist. 

Das zweite Glied der Klammern im Nenner ist klein neben 
Eins, daher wird man die Berechnung der Moduln T aus den Be- 
obachtungen durch sukzessive Annäherung ausführen. 

Bestimmung der Dimensionen. Die der Messung unter- 
zogenen Präparate hat die Firma Dr. Steeg und Reuter, Bad 
Homburg, in gewohnter Vortrefflichkeit bergestellt; in der Tat 
genügte die RegelmäBigkeit der prismatischen Form weitgehenden 
Ansprüchen. 

Die Dicken wurden an 15 resp. (bei den kürzesten Stäbchen) 
an 9 Stellen gemessen, die sich in gleicher Zahl auf die Mittel- 
linie und auf zwei um zirka 1 mm von den beiden Rändern ab- 
liegende Gerade verteilten; die drei demselben Querschnitt ent- 
sprechenden Zahlen weichen nur selten um 0,003 mm von einander 
ab, und die in der Längsrichtung stattfindenden Variationen sind 
kaum grôBer. Ich gebe nachstehend die Mittel für die einzelnen 
Querschnitte, wobei die auf die Mittellinie bezüglichen Zahlen mit 
dem doppelten Gewicht eingeführt sind; die Einheiten sind Trommel- 
teile des Mikrometers (— 1/992,6 mm). Die Breiten sind an drei 
Stellen gemessen und in Millimetern angegeben. 


1e 
Te 
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Dimensionen. 
I. No. 1 Dicke Breite 

484 483,5 484,5 484,5 484 4,98 4,99 4,99 

No. 2 
485 484,5 484,5 484,5 484 4,99 5,00 5,00 

No. 3 
486,5 487 485,5 4,93 4,925 4,92 

IL No. 1 
487,5 486,5 486 486 487,5 4,985 4,975 4,96 

No. 2 
487 486,5 489 4,97 4,98 4,97 

No. 3 
471 469 469 5,13 5,13 5,13 

II. No. 1 
488,5 485,5 482,5 484 486,5 4,91 4,92 4,92 

No. 2 
473 468,5 467 469 473 5,38 5,88 5,37 

No. 3 
473 470 469 470 474 5,38 5,39 5,39 

IT’. No. 1 
489 488 485,5 486 488 4,93 4,92 4,90 

No. 2 
477 474 471 470 470 5,41 5,41 5,41 

No. 3 


4745 469,5 467,5 470 475,5 5,40 5,42 5,41 


IV. No. 1 
489,5 489,5 489 489 489,5 4,91 4,90 4,88 


No. 2 
486,5 487 488 489 488,5 4,90 4,89 4,89 

V. No. 1 
485 482 483,5 496 4,97 4,96 

No. 2 
473 472 474 5,40 5,40 5,40 

No. 3 
473 471 471 470 473 3,79 3,82 3,83 

VI. No. 1 
485,5 483,5 483 484 485 4,91 4,91 4,90 

No. 2 
486 485,5 485 486 487 4,91 4,91 4,90 


Die Biegungsbeobachtungen. Über die Methode, nach der 
die Biegangsbeobachtungen ausgeführt sind, ist an anderer Stelle !) 
ausfübrlich berichtet worden. Hier mag nur wiederholt werden, 


1) W. Voigt, Gôtt. Nachr. 1886 No. 3; Wied. Ann. 81, 474, 1887. 
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daB die meisten Stäbchen in zwei verschiedenen (wirksamen) Längen 
zur Messung gelangten, um durch Kombination der Resultate die 
Eindrückung der Lager- und Belastungsschneiden zu eliminieren. 
Diese stôrenden Einflüsse gewinnen bei den kurzen Stäbchen eine 
grofe Bedeutung und es ist nicht angängig, ihre Werte von einer 
Gattung Stäbchen auf die andern zu übertragen, da neben der 
Gestalt und dem Oberflächenzustand (Politur) der aufliegenden 
Flächen auch die Orientierung des Stäbchens gegen die Kristallaxen 
für jene GrôBen merklich mafigebend ist. Bei der im allgemeinen 
stattfindenden sebr geringen GrôBe der (ohne zu groBe Gefährdung 
der Stäbchen) erzielbaren Biegungen war ein äuBerst sorgsames 
Operieren nôtig um eine befriedigende Übereinstimmung der Re- 
sultate zu erzielen; wiederholtes Abwaschen der Stäbchen mit ab- 
solutem Alkohol, Beseitigung etwaiger Stäubchen von den Auf- 
lageflächen mittels eines Pinsels, Vermeidung der Berührung mit 
der Hand und dergl. war zu beachten, um Stôrungen auszuschliefen. 

Die nachstehende Tabelle enthält für jedes Stäbchen die Di- 
mensionen , D, L in Millimetern, die Belastung in Grammen 
(S das Gewicht der Wagschaale — 11,42), sodann die beobachteten 
Senkungen 6 in Millimetern der Skala, die je einem wirklichen 
Senkungswert von 0,0006793 mm entsprechen. Jede angegebene 
Zahl ist das Mittel aus 38—4 Ablesungen bei einer bestimmten 
Anordnung, bezieht sich also auf eine vollständige Beobachtungs- 
reihe; die neben einander stehenden Zahlen sind hinter einander 
bei umgekehrten Lagen der Stäbchen gewonnen. Weiter folgt 
die aus den 6 berechnete Eindrückung 6, der Schneiden und die 
mit ihrer Hülfe gewonnene effektive Biegung 1. 

Da alle Fehlerquellen dahin wirken, die Biegungen zu gro 
erscheinen zu lassen, so ist bei allen zum Zweck der Berechnung 
von 7 nôtigen Mittelwertbildungen aus zwei Resultaten dem 
kleineren das doppelte Gewicht beigelegt. 

Endlich folgt der Dehnungsmodul E, nach Formel (2) be- 
rechnet, wobei Gramme und Millimeter als Einheiten benutzt sind. 
Am Schluf der auf eine Stäbchengattung bezüglichen Zahlen ist 
der Mittelwert aller E für die betreffende Gattung aufgeführt, 
daneben Æ — 1/E der Dehnungswiderstand. 

Die Messungen waren am schwierigsten bei den Stäbchen der 
Gattungen II und V wegen deren sehr geringen Längen; es ist 
ein glücklicher Umstand, daB den betreffenden Orientierungen bei 
Aragonit ein relativ kleiner Biegungswiderstand entspricht — so 
sind die für sie erhaltenen Zahlen nicht merklich unsicherer, als 
die übrigen. 


| 
| 
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Biegungen. 
I. No. 1 DE=14 99 D — 0,4875 P — S+40 
LD —2211 Oo —121.9 9214 TE—118 1 Ci 0,00 61 
22,65 22,45 6,226,2 
6, = ]1,l n = 20,8 E, = 6,73.10°° 
No. 2 Bi=—=25.00 D — 0,481 P — S+40 
1121 Cu 21595 022 06 NPA SL OM—N6: 06:35 
22,5 22,8 6,2 6,2 
6, = ]1,ls n =="20,9% LE, 26,85: 107 
No 3 BIT OP D — 0,490 P — S+40 resp. S+ 50 
DE 0 0 —1129 1135 Das AG 0 —10, 5290 
6, —= 0,8 Y —= 12,25 E, =16,85107° 
TEL T0 c=v19,0" 15,8 Dei" Q = A il 
6, ==" 1,05 n = 14,55 E, — 66: 102 


Im Mittel E, — 6,84.10%  ÆE, — 146.10 


Bei Berechnung dieser Mittelwerte sind die beiden auf No. 3 
bezüglichen Beobachtungen nur als eine gerechnet. 


LLANo: d B— 497% D — 0,490 P — S+40 resp. S+50 


DRE 0 — 2088201 TRIO; Go —01147 109 
26,15 26,75 
7: 01,65 n = 124,85 Eine M296%10 
JE SN ONE 1, 001.0 D —0415;1 212 6004129 
6, = 15 ne==029,7 B%==012:9r 107 
No. 2 on ON DE—=n0 "49 P — S+50 
10126 Cr 10 "8107 
Sn 1, n = 15,2 PM2 7510 
No. 3 B —= 5,13 D — 0,473 P = S+50 
Ta 15:60 Ph OR 
0, =. 1,9 n = 20,4 Pr 12910 
Im Mittel E, — 12,89 . 10 * E=,1,16. 10! 
LIEANONT Bi—5492 D — 0,488 DPI ==ES EE O0 
DER 7941 C7 1082 L—="15;1 6 — 4,75 4,65 
6, = 0,9% n —= 36,9 E, = 12,08 
No. 2 B—29 00 D — 0,473 P — S+720 
T2 AI 6 —' 349 834,7 TE=TI6 1 GC — 6,9 00,2 
6, = 0,80 n = 33,9% E, = 11,9% 
— 0,474 P — S+20 


No. 3 BI 9,99 D 
— 241 oo — 34,7 348 
6, —= 0,80 n = 339% E, = 12,05 


8 


152 W. Voigt, 


IUT. No. 1 B = 4,92 D — 0,4905 P = S+10 
L = 28,1 6 — 36,9 37,1 L = 15,1 6—= 43 4,5 
6, = 0,75 n —= 36,2 E, = 12,0 
No. 3 B — 5,41 D = 0,474 P = S+10 
L — 33,1 6 — 59,9 59,5 L = 15,1 6 — 48 4,7 
6, = 1,ls n = 58,5 E, = 11,79 
Im Mittel E, — 11,97.10%  ÆE, — 8,35. 10° 
IV. No. 1 B —= 4,91 D —= 0,4875 P = S+20 
L — 26,1 6 — 40,65 41,15 L = 13,1 6 —= 5,95 5,75 
6, —= 0,70 n = 40,10 E, = 11,11.10"* 
No. 2 B — 4,91 D = 0,489 P = S+30 
Lr—121,1 6 — 28,8 28,8 L'=A15;1 Co = 17,65 7,55 
6, = 1,0 n —= 27,80 E, =411,11 40% 
Im Mittel E, — 11,18.107 E ==, 8,91::10° 
V. No. 1 B — 4,965 D = 0,4865 P — S+40 resp S+50 
L = 18,1 6 — 30,0 30,8 L' ==,18;1 6 — 12,8 129 
6, —= 1,60 n = 28,65 E, = 14,59 .10 
L=— 18,1 6 =—=,317,2, 36,9 L = 15,1 6 = 15,2 15,5 
36,6 35,6 15,2 14,6 
6, = 1,75 n = 34,56 E, = 14,75.107° 
No. 2 B — 5,40 D = 0,4765 P = S+50 
Lo=4171 6 ==1:29,3 29,4 L = 18,1 6 —= 14,3 14,4 
6, — 2,0 n = 27,35 E, — 1411.10% 
No. 3 B — 3,80 D — 0,4745 P = S+10 resp. S+ 20 
Lies 211 6 — 27,8 278 
6, = 0,9 n = 26,55 E, = 14,54.10 
L'=) 21,1 6 — 40,1 39,6 L = 15,1 6 — 10,83 10,4 
6, = ]1,lo n = 38,65 E, —= 14,45. 10° 
Im Mittel E, — 14,49. 107 E, —= 6,90. 10° 
VI. No. 1 B = 4,90 D = 0,493 P — S+20 
L = 26,1 6 —= 38,75 38,3 L — 13,1 6 — 5,65 9,65 
6, = 1,05 n = 37,3% E, =,10,68.10 
No. 2 B — 4,89 D = 0,4915 : P—= S+20 
L — 26,1 6 = 88,3% 89,25!) L — 18,1 ce = 5,4%, 0,7% 
6, —= 1,0% n = 37,65 E, = 10,64. 107$ 


0 
Im Mittel E, — 1065.10  E, — 9,38. 10° 


1) Der abnorm gro8e (wiederholt verifizierte) Wert war ersichtlich durch 
eine UnregelmäBigkeit in der Gestalt der einen Auflagefläche des Stäbchens nahe 
dessen Ende bedingt. 
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Aus diesen Werten folgt gemäf (4) 
Sn = 10,0. 10 5,,/—"12,8. 10" "55" 11,9. 107, 
8) Saut 28s = 1915.10, 5,+2s,, — 89,0 .107, 
See + 283 — 16,98. 10". 


Mit Hülfe dieser Parameter berechnet sich das Gesetz des all- 
gemeinen Dehnungsmoduls E nach Formel (1). Zu seiner Veran- 
schaulichung sind in Fig. 1 die Haupt-Schnittkurven der Oberfläche, 


2 ÿ 


me 


Fig. 1. 
die entstehen, wenn man E als Vektor vom Koordinatenanfang 
aufträgt, wiedergegeben. 

Die Kurve in der YZ-Ebene zeigt Maxima von E in den 
Koordinatenaxen, Minima in Richtungen, die mit der + Y-Axe die 
Winkel von (rund) + 49240’ einschliefen; die entsprechenden Mi- 
nimalwerte von E sind etwa gleich 10,9 . 10. 

Die Kurve in der ZX-Ebene ergibt in der Richtung der Ko- 
ordinatenaxen Minima für E; die Maxima von der ungefähren 
GrôBe 14,8:.10* schliefen mit der + Z-Axe die Winkel von etwa 
87° 40’ ein. ; 

Die Kurve in der XY-Ebene ergibt ein Minimum für E in 
der X-, ein Maximum in der Y-Axe; dazwischen liegt kein Ex- 
tremwert. Es sind dieselben drei Typen von Schnittkurven, die 
auch Baryt geliefert hat!). 

In den Mittellinien der Oktanten (« — + 1/V3, 8 — + V3, 
y = + 1/V3) besitzt E den Wert 11,8 . 107, aus dem zu schliefen 
ist, daB innerhalb der Oktanten absolute Maxima und Minima von 
E nicht liegen. 


1) W. Voigt, Gôtt. Nachr. 1887, No. 19; Wied. Ann. 34, 981, 1888. 
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Die Drillungsbeobachtungen. Auch über die Methode der 
Drillungsbeobachtungen ist an anderer Stelle') ausführlich be- 
richtet worden. Die Versuche waren nicht ohne Schwierigkeit 
infolge der leichten Zerbrechlichkeit der Präparate. Die Kristall- 
stäbchen von noch nicht 0,5 mm Dicke muften eingespannt und 
zentriert werden; darauf waren die Spiegelfassungen auf den 
Stäbchen festzuklemmen. Namentlich die Stäbchen der Gattungen 
I und II erwiesen sich als äuferst hinfällig; da die Gattung IT 
aber nach (6) und (3) mit IIT’ übereinstimmende Drillungsmoduln 
T liefert, so konnte von ihrer Verwendung schlieflich abgesehen 
werden. Die Stäbchen I gestatteten trotz ihrer geringen Länge 
(die durch Abspringen von Stücken an den Enden zum Teil noch 
reduziert wurde) schlieflich doch einige gute Beobachtungsreiïhen; 
ibr Resultat ist ein Wert für T,, dessen Sicherheit nicht allzu 
stark hinter denjenigen der leichter zu beobachtenden T, und T! 
zurücksteht. | 

In der folgenden Zusammenstellung bezeichnen B, D, L wie 
oben die Dimensionen des beobachteten Stäbchens; P ist das 
drillende Gewicht in Grammen, S das Gewicht der Schaale dabei 
— 11,52. Die Zahlen Tr geben die GrôBen der beobachteten 
Drillungen in Millimetern der Skala, die 220 cm von der Drehaxe 
entfernt war; je eine bezieht sich auf eine Drehung des rechten, 
eine auf eine Drehung des linken Stäbchenendes während das 
andere festgehalten war, und bildet den Mittelwert aus 3—4 sehr 
genau übereinstimmenden Ablesungen. Bei diesen beiden Beob- 
achtungen war der Hebelarm, an dem P wirkte, nicht genau gleich 
und darauf beruht ein Teil der Abweïichung der beiden Zahlen; 
der mittlere Wert des Hebels war 36,9 mm. 


Drillungen. 


IPeNo'#l DE—2299 D —= 0,487: Del 22 
P = S$S Ta 20 80 2400 de == 26 ALU 
P—= S+5 T — 38,40 38,50 = 220 100 
No. 2 Ba 00 D — 0,488 Li=—= "1425 
PERS T — 89,40 39,90 T, = 28,60. 10 
No. 3 B — 4,92; D — 0,490 LP =21111 79 
ENS ti 28,8 Ts 228,048 107 
LP = S+5 T —= 41,45 41,05 T, = 22,9%.10* 


ImeMittel TT, —= 22,9% .107 T' = 4,36. 10° 


1) W. Voigt, Pogg. Ann. Ergbd. 7, 189, 1875. 


Bestimmung der Elektrizitätskonstanten von Aragonit. 155 


Der für No. 2 gefundene Wert T, ist auffallend gro, so daf 
man an Stôrungen der Beobachtung denken môchte. Leider zer- 
brach das Stäbchen bei dem Versuch, die Messung zu wieder- 
holen. Da mit No. 1 und 3 je zwei Beobachtungen durchführbar 
waren, so kommt No. 2 beim Nehmen des Mittels von selbst zu 
geringerem Einfluf. 


III. No. 1 B — 4,92 D — 0,4885 L — 24,22 
P—=S$ rt — 95,6 95,8 T, = 38,08.107* 
No. 2 B — 5,38 D — 0,473 L — 20,70 
PS tr — 81,7 82,6 T, = 38,35. 10 
No. 3 B == 5,39 D = 0,474 Ln= 19,24 
PS8 tr — 75,6 75,6 T, — 38,3. 10 
Im Mittel T, — 38,24.10*% T — 2,61.10° 
IIT’, No. 1 —14,92 D = 0,4905 L'— 25,12 
PS Tr — 587 583 T' = 28,95. 107 
P— S+5 t — 841 825 T! = 23,78.10® 
No. 2 B — 5,41 D — 0,4755 L — 16,50 
P=—S tr — 4135 40,8 T'! = 23,89. 107 
P—S+5 Tr — 58,55 58,2 T' = 23,64.107 
Im Mittel T! — 923,82.10%  T! — 4,20. 10°. 
Da T, mit T,, T, mit TT, T, mit T, identisch ist, so er- 


geben die vorstehenden Zahlen unmittelbar auch s,,, 5, S%, und 
die Kombination dieser Resultate mit denen der Biegungsbeob- 
achtungen (8) liefern das folgende vollständige System von Elasti- 
zitätsmoduln des Aragonites 


FEB I0 Se MERS (0 png RS 11-910 
9). s#, —1 238.107, 5, — 882.10, s, —  22,9%5.107, 
5, = 12,9.10, st 043.107, ss, —.— 2,9%.107. 


Das positive Vorzeichen von s,, hat die Bedeutung, daf ein 
parallel der X- oder der Z-Axe geschnittener Zylinder sich bei 
einer Längsdehnung nach der Richtung der Z- oder X-Axe (quer) 
nicht kontrahiert, sondern dilatiert. Dies Resultat geht den 
bei Pyrit!) und Natriumchlorat?) gefundenen einigermafen parallel; 
indessen sind hier die in den genannten Anordnungen nach der 
Y-Richtung stattfindenden Kontraktionen so bedeutend, daf der 
Gesamtquerschnitt bei Längsdehnung doch verkleinert wird. 


1) W. Voigt, Wied. Ann. 36, 649, 1888. 
2) W. Voigt, Wied. Ann. 49, 719, 1898. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse. 1907. Heft 2. 11 
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Das allgemeine Gesetz (6) von T läft sich, als zwei Richtungen 
enthaltend, nicht durch eine Oberfläche veranschaulichen; dies geht 
indessen bezüglich des Torsionsmoduls T° für einen Kreiszylinder, 
der mit den Richtungskosinus der Zylinderaxe durch die Formel 
verbunden ist : 
db TE d (ss + 84) 7 f° (Sc + Sa) ne v (Ses se Sss) 

A 46° 7. (Sa ta a 2532) 
+ 27 œ (Sss À Si — 855 — 254) 
+ 40° [à (Sa À Sur — So8 — 28,3). 


10) 


Nach den obigen Zahlwerten nimmt dieselbe die Form an 
T° — 61,2. a° + 46,8.8° + 62,0 y* 
+ 22,8 B° y — 81,1. «° + 11,0 « f° 
oder auch mit (1) konform 
T° — 61,2 «* + 46,8 B* + 62,0 y“ 
+ 131,7 B° y° + 42,1 y° «° + 119,0 o° B°. 
Die Schnittkurven der T°-Oberfläche mit den Koordinatenebenen 


sind in Fig. 2 dargestellt; der Mafstab ist 1/5 desjenigen von 
Fig 1. 


2 X 


11) 


12) 


Fig. 2. 
Einige Folgerungen. Bei allseitig gleichem Druck p = 1 
Gramm pro mm° kontrahieren sich die Längeneinheiten parallel 
den Koordinatenaxen um 


15) A, = 8,+8,+8,, À, = SitSs tu) A3 = Sa Ss + Se 
die Volumeneinheit verkleinert sich um 

14) M = 5, +5, + Sy + 2 (835 + Say + Suo)e 

Bei Aragonit ist 
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A, — 49.10, À, — 763.107, À, — 10,06.107, 
M = 21,9%.10": 


die Unterschiede der À, sind sehr bedeutend, demgemäB werden 
sich auch die Winkel eines Aragonitkristalles bei allseitig gleichem 
Druck erheblich ändern. 

Die Modulwerte des Aragonits lassen sich mit denen des Kalk- 
spats!) nicht direkt vergleichen, da beide Kristalle verschiedenen 
Systemen angehüren; immerhin ist eine Zusammenstellung der 
oben gegebenen Zahlen mit den für Kalkspat gültigen nicht ganz 
obne Interesse. Ich fand für Kalkspat 


CRT UP aude ti Ml A ON VA États 
Su — 39,02.10 — 55, 846 — 2(81—5,;) — 49,62.10”, 
pb 10 Ne EE hea 670 


15) 


29 ? ) 


Natürlich ist es zunächst willkürlich, irgend welche Koordinaten- 
axen beider Kürper in Beziehung zu einander zu setzen; doch 
kann man nach der GrôBenfolge der Moduln beiläufig X, Y, Z bei 
Kalkspat dem X,7, Y bei Aragonit zuordnen. Es sind dann alle 
Moduln bei Kalkspat etwas grôBer, als die entsprechenden bei 
Aragonit; Kalkspat hat also kleinere elastische Widerstände, als 
Aragonit, was einigermafen überraschend wirkt, da Kalkspat als 
die bei gewühnlicher Temperatur stabile Modifikation gilt. Mit 
dem kleineren elastischen Widerstand besitzt Kalkspat übrigens 
auch das kleinere spezifische Gewicht; für ihn wird 2,714, für 
Aragonit 2,936 als normaler Wert betrachtet. Auch die Härte 
ist bei Aragonit etwas grôBer, als bei Kalkspat. 

Eine theoretische Verwertung der Modulzahlen beider Kristalle 
setzt vor allen Dingen die Kenntnis des physikalischen Zusammen- 
hanges der Richtungen in beiden Kristallen voraus, resp. — was auf 
dasselbe hinauskommt — diejenige des Mechanismus der Umwand- 
lung der einen Modifikation in die andere, — ähnlich wie man die 
geometrischen Verhältnisse bei den Schiebungen nach Gleitflächen 
kennt. Vorläufig weif man darüber, soweit mir bekannt, nichts. 
DaB sich aber, wie oben beiläufig angenommen ist, in Wirklichkeïit 
die Koordinatenaxen in beiden Kristallen einander physikalisch 
entsprächen, darf als ausgeschlossen betrachtet werden. Der 
nächst liegende Zusammenhang, auf den die Gegenüberstellung 
eines rhombischen und eines rhomboedrischen Raumgitters hin- 


1) W. Voigt, Gütt. Nachr. 1889, No. 19; Wied. Ann. 39, 412, 1890. 
Le 
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weist, ist offenbar der, daB die Kanten des einen zu Kanten des 


andern werden. 
Für die Elastizitätskonstanten eines rhombischen Kristalles 
gelten folgende Formeln, wobei 


Sii Sis Sis 
Sun Sos Sas | — 6 gesetzt ist: 
Sy Sa S3s 
os = + L late = . 
32 “SA 18 11 21 “23 
Cy = + Ss1 Sa Cy = mi Sis Si8 » Co = ve Sss San 
6 Sir Sie (4 Sa S3s (4 Sas Sy 
Cu = Lu Css = 1/85, Co — 1/54 


Hieraus folgen für Aragonit die folgenden Konstantenwerte 


ce = 163.10, 0, —= 8,9:.10,:.c, —= 8,65.10° 
17) Cu = 14,36:10; 1e, — 12,61 10%. ce 2e44,95.10 
NO LOMME le 10e TE Se 10e 


Die sog. Poissonsche Relation, die aus der Annahme flieft, daf 
zwischen den Molekülen Zentralkräfte wirken, die nur Funktionen 
der Entfernung sind, verlangt, daf 


Can = Css is = Car Ces — Cao 


ist; ihre Nichterfüllung zeigt, daB auch bei Aragonit die Moleküle 
stark polare Kräfte auf einander ausüben. 

Alle c,,,c,,, €, sind positiv, trotz des positiven s,,; das elasti- 
sche Verhalten des Aragonit erscheint also als vüllig normal, 
wenn schon die auferordentliche Kleinheit von c,, auffallend ist. — 

Einige weitere Resultate ergeben sich aus der Kombination 
der vorstehenden Konstantenwerte mit den von Fizeau für Ara- 
gonit erhaltenen Grôfen der thermischen Dilatationskoeffizienten 
parallel den Hauptaxen, welche bei 20° C lauten 


4, —= 10,0.10%, a, = 164.107, a, — 34,0.10. 
Aus ïibnen bestimmen sich nämlich die Drucke q,, 4, 4,, welche 
auf ein mm? normal zu den Hauptaxen normal ausgeübt werden 
müssen, um die bei einer Temperatursteigerung um 1° C ein- 
tretenden Dilatationen aufzuheben, gemäf den Formeln 
= Mi + Gin + A Css da = Qi Cu + An Co Ÿ Ag Cas) 
ds — Cu + Os Can + Ag Case 
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Die Berechnung liefert für Aragonit 
D = 251; q, — 299, Q, =— 222 


gr pro mm’, d.h. also resp. 23,1 23,9 und 22,2 Atmosphären. Die 
Zahlen liegen den für Topas geltenden sehr nahe und übersteigen 
weit die Kalkspat zugehôrigen q, — Q, — 20, q, — 168. Sehr 
bemerkenswert ist, daf sie (im Gregensatz zu dem bei Kalkspat 
geltenden) sich sehr wenig von einander unterscheiden; es läft 
sich also bei Aragonit die thermische Deformation sehr voll- 
ständig durch einen allseitig gleichen Druck kompensieren. 
Schlieflich sei noch daran erinnert, da die vorstehenden 
Zahlen auch die adiabatischen Elastizitätskonstanten y, und -mo- 
duln 6, zu berechnen gestatten; für diese gilt nämlich, wenn @ 
die absolute Temperatur, 4 das mechanische Wärmeäquivalent, 
s die Dichte, c die (gewôhnliche) spezifische Wärme des Kristalles 
bedeutet, 
qh qe (0) a, a, O à 


Asc.? y Aëc 


Ya = Un + 


Zugleich bestimmt sich die Differenz der spezifischen Wärme 
bei konstanten Spannungen und bei konstanten Deformationen zu 


Die Angabe der für Aragonit hieraus folgenden Zahlen mag 
indessen unterbleiben. 


Güttingen, im März 1907. 


Ueber Interpolation durch Exponential- 
Funktionen. 


Von 
Heinrich Burkhardt in Zürich. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 9. März 1907. 


Physikalische Untersuchungen führen oft auf die Aufgabe, 
beobachtete Werte einer Variabeln x, Funktion von {, durch 
einen Ausdruck der Form dazustellen: 

x = A+ Bet" + Ce" +... 1) 


in der nicht nur die Koeffizienten À, B, C,..., sondern auch die 
in den Exponenten auftretenden Faktoren 1, u, »... Unbekannte 
sind, die man den Beobachtungen gemäf bestimmen will Für 
den Fall, daB die beobachteten Werte der unabhängigen Variabeln f 
äquidistant sind, kann man diese Aufgabe durch ein Verfahren 
lôsen, das ich für einen dreigliedrigen Ausdruck auseinandersetzen 
will; man sieht ohne weiteres, daB es allgemein anwendbar ist. 
DOliti L'NTIML OR, M 
für. f—.0..0 -29 89... d.; 
ich setze zur Abkürzung : 
EN = à, EU = V0, = ww, 2) 
also 
a, = Au + Bv'+ Cw* 3) 


und bilde die Determinanten: 


D Lys Lis 
x L 72 +1 Ts 


4) 


Ti Ligs Lys | 
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unter 4, {, m nicht negative ganze Zahlen verstanden, die der Be- 
dingung k<l<m unterliegen môügen. [Für die numerische Be- 
rechnung berücksichtigt man wohl zweckmäfigerweise die Relation: 


Diss un = (Biligs — Digi Gi) (4: Bis dis dei) 5) 
— (yitiis— Dis Dig) (M Gnss — Dig a Ta)] 
Indem man diese Determinanten nach Potenzen von 4, B, C ent- 
wickelt, erkennt man, daf alle mit 4° oder 4°B,... multiplizierten 
Glieder sich wegheben, und da$ der Faktor von À BC sich als 
Produkt der beiden Determinanten: 


k 


l 1 1 u © w 
1h v'+ w'* gti gtti w k+1 6) 
ut QE W"= ur? p*+3 w*r? 
darstellen läft. Jede von diesen ist bekanntlich durch 
Ter] NT 
u © w 7) 
uw v° w° 


teilbar; alle die Z,,, sind also durch 4,, teilbar, und die Quo- 
tienten sind symmetrische Funktionen von u, v, w. Z. B. ist: 


T4; + (u ie v + w) ZE 
y = (uv+vw+wu) ds, 8) 


os — UUVW Tire 


Damit kann man die Gleichung aufstellen, von der w, v, w die 
Wurzeln sind: 


RAT PA es 7 1 EE PS == ÿ: 9) 


Sind die u, v, w einmal bestimmt, so bietet die Bestimmung der 
A, B, C keine Schwierigkeit mebr; nur ist für den Fall, daf 
zwei oder drei der «, v, w einander gleich ausfallen, die Formel 
(1) durch 

x = (A+ Btje “+ Ce" 10) 
oder durch 

x = (A+ Bt+ CF) e* 11) 
zu ersetzen. 

Ergeben sich alle Koeffizienten der Gleichung (9) als null, 
sudaf die Gleichung illusorisch wird, so lassen sich die Beob- 
achtungen durch eine Formel derselben Art mit geringerer Glieder- 
zahl ausdrücken. 

Die Methode setzt nicht voraus, da 4, uw, v reell seien; sie 
kann also nicht nur zur Diskussion von Beobachtungen von reinen 
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Abklingungserscheinungen, sondern auch zu der von Beobachtungen 
superponierter gedämpfter Schwingungen dienen. Ich will nur 
noch die expliziten Formeln für den Fall einer einfachen gedämpften 
Schwingung angeben; ist 


x, = € (A cos ku+ B sin ku), (k — 0,1,2,3) 12) 
so ergibt sich: k 


3 
pe TL, Li, — ZX, = Lo Le — LE 
EM tu tt 2 2e} cosu = 25 12 13) 
Lo XL — ZX Lo L3 — 


Nachträglich erfahre ich von Herrn Hurwitz, da8 Gleichungssysteme der Form 
(3) noch bei zwei ganz anderen Problemen auftreten: nämlich einmal bei Dar- 
stellung einer binären Form ungeraden Grades durch eine Summe von Potenzen 
(am bequemsten zugänglich bei Salmon-Fiedler, Algebra der linearen Transfor- 
mationen, nr. 168, p. 198), dann bei einer Methode mechanischer Quadratur (Heun, 
Programm Berlin 1892). Sie werden dort auch im vwesentlichen ebenso gelôst 
wie hier. Immerhin mag die hier vorliegende Anwendung eine elementare Dar- 
stellung des Lôsungsverfahrens rechtfertigen. — Die Frage nach der Analyse von 
Beobachtungen superponierter gedämpfter Schwingungen hat mir vor längerer 
Zeit Herr Scripture vorgelegt. 


Ueber einige Eigenschaften des Radiumatomes 
von 


Eduard Riecke. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 9. März 1907. 


I Wandlungsconstante und mittlere Atomdauer. 


Zur Bestimmung der Wandlungsconstanten des Radiums und 
damit der mittleren Lebensdauer seiner Atome bieten sich drei 
Wege von sehr verschiedenen Graden der Sicherheit dar. Der 
erste benützt das Volumen der entwickelten Emanation, der 
zweite die durch die «-Strahlen bedingte Wärmeentwicklung, der 
dritte die mit den B-Strahlen ausgesandte Elektricitätsmenge. Die 
auf der Wärmeentwicklung beruhende Rechnung ist meines Wissens 
bisher noch nicht ausgeführt worden. 

Die erste Rechnung, welche auf dem von Ramsay gemessenen 
Volumen der Emanation beruht, läfit sich in folgender Weise 
führen. Bei normalem Drucke und bei normaler Temperatur sei 
v das Volumen der Emanation, welche 1 g Ra in einer Sekunde 
aussendet. Ist r das Atomgewicht des Ra, so ist das von einem 
Grammatom in einer Sekunde entwickelte Volumen unter gleichen 
Voraussetzungen gleich rv. Multiplicieren wir dieses Volumen 
mit der Zahl von Gasmolekülen, die unter normalen Verhältnissen 
in einem cem enthalten sind, so erhalten wir die Zahl von Ema- 
nationsatomen, die von einem Grammatom Ra in einer Sekunde 
entwickelt werden. Nehmen wir an, daB jedes Radiumatom bei 
seinem Zerfall nur ein Emanationsatom entwickle, so haben wir 
damit auch die Zahl der Radiumatome, die von einem Gramm- 
atome in einer Sekunde zerfallen. Die Zahl der Gasmoleküle 
aber, die sich unter normalen Verhältnissen in 1 cem befinden, 
berechnen wir in folgender Weise. Es bezeichne a die Anzahl 
der wirklichen Atome im Grammatom, oder der wirklichen Mole- 
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küle im Grammmolekül; dann sind in 2 g Wasserstoff «a wirkliche 
Moleküle enthalten. Ist s das specifische Gewicht des H, 80 ist 
das specifische Volumen gleich 1/s; folglich das Volumen von 2 g 
H gleich 2/s. Die Zahl der darin enthaltenen Wasserstoffmoleküle 
beträgt a; somit die Zahl der in einem Volumen von rv cem ent- 
haltenen 4 ursv. Ebenso grof ist aber auch die in demselben 
Raume enthaltene Zahl von Emanationsatomen, wenn wir die Ema- 
nation als ein einatomiges Gas betrachten. Wir kommen somit 
zu dem Schlusse, daB von einem Grammatom Ra, d.h. von a wirk- 
lichen Atomen in einer Sekunde eine Zahl von 4 arsv Atomen zer- 
fällt. Die Wandlungsconstante des Ra wird also mit Bezug auf 
die Sekunde als Zeiteinheit gleich 


4 rsv. 


Hier ist: 7 — 225; s — 0,0000898; v nach Ramsay — 3.10”. 
Somit ergibt sich für die Wandlungsconstante : 


4 — 0,308.107*, 


Für die mittlere Atomdauer ergibt sich daraus eine Zeit von 1040 
Jahren. 


Die Richtigkeit der gefundenen Formel läft sich noch ein- 
facher beweisen. Wir denken uns auch das Grammatom Radium 
im Zustande eines einatomigen Gases. Dann ist sein Volumen bei 
normalen Verhältnissen des Drucks und der Temperatur gleich 2/4. 
Bei zwei einatomigen Gasen verhalten sich aber die Zahlen von 
Atomen, ‘'e unter normalen Verhältnissen in zwei verschiedenen 
Volumen euthalten sind, wie diese Volumina selber. Es verhält 
sich also die Zahl der in einer Sekunde von einem Grammatom 
Radium entwickelten Emanationsatome zu der Zahl der Radium- 
atome wie rv: 2/L; daraus folgt dann der im Vorhergehenden an- 
gegebene Ausdruck für die Wandlungsconstante des Radiums. 

Der zweite Weg zur Berechnung der Wandlungsconstante 
des Ra beruht auf der Betrachtung der Wärmeentwicklung. Nach 
Precht kann die von 1 g Ra in einer Stunde entwickelte, mit dem 
Eiscalorimeter gemessene Wärmemenge nicht über 134,4 g-cal ge- 
steigert werden; man erhält diese Zahl, wenn man das Radium 
mit einem 3 mm dicken Bleimantel umgibt. Läft man den Blei- 
mantel weg, so sinkt die entwickelte Wärmemenge auf 122,2 g-cal 
pro g lia und pro Stunde. Man wird annehmen, da die Differenz 
von 12,2 cal durch die Absorption der durchdringenden B-Strahlen 
in dem Bleimantel bedingt sei. Mit Bezug auf die übrigbleibende 
Wärme machen wir die Annahme, da sie von der Absorption der 
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a-Strahlen im Inneren des Präparates selber und in den dasselbe 
umgebenden Hüllen herrühre. Wir drücken nun die von einem 
g Ra entwickelte Wärmemenge aus in erg und beziehen sie auf 
die sec als Zeiteinheit. Bezeichnen wir dann mit W die Energie, 
die von einem g Ra in einer sec in der Form von «-Strahlen ent- 
wickelt wird, so ergibt sich: 


W — 1,42.10° 7. 
sec 


Die von einem g-Atom Ra unter gleichen Voraussetzungen ent- 
wickelte Wärmemenge ist dann gleich r W. Es sei nun w die Masse 
eines «-lons, v seine Geschwindigkeit, dann ist seine kinetische 
Energie gleich &wvw. Die gesamte Zahl von «-lonen, die von 
1 g-Atom Ra in einer sec ausgeschleudert werden, sei n; dann 
ergibt sich für die von einem g-Atom Ra in einer sec entwickelte 
kinetische Energie der zweite Ausdruck: 4nwvw. Wir erhalten 
somit zur Bestimmung von » die Gleichung : 


2r W 
n —= E 

uv 
Im Zustande des radioactiven Gleichgewichtes kommen nun auf je 
ein zerfallendes Radiumatom 5 ausgesandte «-Ionen. Die Zahl der 
Radiumatome, die in einem g-Atom Ra in einer sec zerfallen, ist 
somit gleich #/b. Ist wieder wie früher a die Zahl der wirklichen 
Atome in einem Grammatome, so ergibt sich für die Wandlungs- 
constante der Ausdruck : 


DUR, 


1 = 0,4 — 
auv 


Wir wollen diesen Ausdruck noch dadurch umgestalten, daB wir 
in Zähler und Nenner mit dem elektrischen Elementarquantum & 
multiplizieren; wir erhalten dann im Nenner das Produkt ae; 
dieses aber ist nichts anderes, als die elektrostatische Ladung des 
g-lons. Bezeichnen wir diese durch À, so ist: 


té = 4 = 2,90.10”, 
Die Formel füt À wird mit Benützung der GrôBe À: 


r We 


À = (0,4 Auv 


Die Schwierigkeit der Rechnung liegt nun darin, daf das Produkt 
uv’ nicht mit genügender Sicherheit bekannt ist. 
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Nach Des Coudres ist bei den «&-Strahlen des Ru: 
s — 192.10", o — 1,65.10°, mo’ — 14200. s. 


Daraus folgt für die Wandlungsconstante des Ra der Wert: 


OF AR ER 
2,90 . 10 . 14200 


entsprechend einer mittleren Atomdauer von 1030 Jahren, ein 
Wert, der mit dem früher erhaltenen Resultate in guter Ueber- 
einstimmung steht. 

Nach Rutherford ist: 


| = — 160.10", » — 1,87. 10°, wo’ — 21900. 8. 


À = =. 091.147 


Für die Wandlungsconstante folgt daraus der Wert: 
A =30 20 11077 
entsprechend einer mittleren Atomdauer von 1590 Jahren. 


Ein dritter Weg, den man eingeschlagen hat, um die Wand- 
lungsconstante des Radiums zu bestimmen, beruht auf einer Messung 
von W. Wien. Er hatte 4 mg RaBr,, umschlossen von einer 
Aluminiumhülle und von einer zugeschmolzenen Glasrühre, 
in einer Zzweiten vollkommen evakuierten Glasrôhre aufge- 
hängt. Die durchdringenden B-Strahlen konnten die Hülle frei 
passieren, sie führten eine gewisse Menge negativer Elektricität 
mit sich fort, und das Präparat blieb mit einer entsprechenden 
positiven Ladung zurück. Mit Hülfe von eingeschmolzenen Platin- 
drähten wurde diese positive Ladung durch einen gro$en Wider- 
stand hindurch nach der Erde abgeleitet. Das Potential am An- 
fange des Widerstandes wurde gemessen, und durch Division mit 
dem Widerstand der Strom bestimmt. Wir wollen die Elektricitäts- 
menge, welche 1 g Jia in einer sec in den durchdringenden f- 
Strahlen aussendet, bezeichnen mit Æ; dann ergibt sich aus den 
Messungen Wien’s unmittelbar: E — 3,76 elektrostatischen Ein- 
heiten. Diese Zahl kann nun aber aus einem doppelten Grunde 
zu klein sein. ÆEinmal wird in der ganzen Umgebung des Präpa- 
rates die Luft durch die B-Strahlen leitend gemacht; es ist also 
nicht wahrscheinlich, daf die Entladung der in Freiheit gesetzten 
positiven Elektricität ausschliefilich durch den gemessenen Wider- 
stand hindurch erfolge. Zweitens ist auch die Môglichkeïit nicht 
auszuschlieBen, da ein Teil der B-Strahlen durch die Wände der 
Glasrühren zurückgehalten werde. Wir tragen diesen Bemerkungen 
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Rechnung, indem wir die aus den Wien’schen Beobachtungen ab- 
geleitete Zahl mit einem Factor x multiplicieren, wo dann x jeden- 
falls grôüBer als 1ist. Die von einem g-Atom Ra in einer Sekunde 
in den B-Strahlen ausgesandte Elektricitätsmenge wird dann mit 
Benützung der früheren Bezeichnung gleich: xrÆE, und die Menge 
von Elektronen, welche 1 Grammatom Radium in einer sec aus- 


: rE 
sendet, gleich _— So oft aber zwei Elektronen ausgesandt wer- 


den, zerfällt ein Atom Ra; die Zahl von Radiumatomen, die in 


einem Grammatom Radium in einer Secunde zerfallen, ist somit : 


— Dividieren wir diese Zahl durch die Zahl a der wirklichen 


Atome im g-Atom, so erhalten wir die Wandlungsconstante. Für 
diese ergibt sich also der Wert: 


xrE 


D us" oder mit ae — À, À — al 


2 À 

Nun kann x der Natur der Sache nach nicht kleiner als 1 sein. 
Wir erhalten also einen unteren Grenzwert für À, wenn wir x — 1 
setzen; er ergibt sich zu À — 0,015.107"°. Dem würde eine mitt- 
lere Atomdauer von 21 800 Jahren entsprechen. Um auf eine mittlere 
Atomdauer von etwa 1000 Jahren zu kommen, müfte man dem Factor à 
etwa den Wert 22 erteilen; daraus folgt, daf die Beobachtungen 
von Wien für die Berechnung der mittleren Atomdauer kaum 
benützt werden kôünnen. 

Die zweite von den im Vorhergehenden ausgeführten Rech- 
nungen besitzt ein besonderes Interesse; sie beruht auf der An- 
nahme, daB die Wärmeentwicklung des Radiums lediglich durch 
die Absorption der a-Strahlen bedingt werde. Die Übereinstimmung 
des aus ihr folgenden Wertes der Wandlungsconstanten mit dem 
aus der Emanationsmenge abgeleiteten liefert eine Bestätigung 
für die Richtigkeit jener Annahme, die ja vermutungsweise schon 
lange aufgestellt worden ist. 


À — 


IL Zur Energie des Radiumatomes. 


Nach der gewôhnlichen Auffassung sendet ein Radiumatom bei 
seinem vollständigen Zerfall 5 «-lonen und 2 Elektronen aus. Seine 
Energie erleidet dadurch eine Abnahme, die aus den vorhandenen 
Angaben leicht zu berechnen ist. Wir bezeichnen die Masse des 
a-Ions mit u,, seine Geschwindigkeit mit v, die entsprechenden 
Werte für d'e Elektronen mit w, und v,; dann ist die kinetische 
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Energie, die das Radiumatom bei seinem Zerfalle verliert, gegeben 
durch : 


5 : 
9° Hate + Hp 0. 


Benützen wir für die Energie der «-lonen den grôferen Wert, 
der sich aus den Messungen von Rutherford ergibt, so wird: 


Wu Va — 21800. &. 


Ferner ergibt sich aus den Beobachtungen von Kaufmann für 
die B-Strahlen des Radiums im Mittel: 


ugv's — 1970. 6. 


Daraus folgt für die von einem Radiumatom bei seinem Zerfall 
verlorene Energie der Wert : 


+ + Ua V'a + Up0'8 — B6B00 . &.. 

Man kann nur fragen, in welcher Form diese Energie vor dem 
Zerfall in dem Radiumatom enthalten war. Wir wollen versuchen, 
in folgender Weise eine gewisse Orientierung über diese Frage 
zu gewinnen. Wir nehmen an, das Radiumatom bestehe aus einer 
Verbindung von ” «-Ionen und # Elektronen. Wenn » und » 
verschieden sind, so besitzt das Radiumatom von Hause aus eine 
gewisse elektrische Ladung; aber selbst wenn dies der Fall ist, 
werden wir davon nichts merken, denn die überschüssige Ladung 
wird stets durch äuferlich angelagerte Ionen von entgegengesetztem 
Vorzeichen kompensiert werden. 

Wir machen zunächst die Annahme, die bei dem Zerfall des 
Atomes frei werdende Energie sei ursprünglich auf sämtliche 
Componenten des Atoms gleichmäfig verteilt gewesen, und zwar 
gleichfalls als kinetische Energie. Dann würden, abgesehen von 
einem durch den Zerfall nicht berührten Energieanteil, die Com- 
ponenten des Atoms eine mittlere kinetische Energie besessen 
haben von dem Betrage: 


€ 
m+n 


56 500 : 


Wir nehmen weiter an, daB die Vorstellungen der kinetischen 
Gastheorie auf die «-Ionen und Elektronen angewandt werden 
dürfen, welche zu einem Radiumatom verbunden sind. Man kann 
dann von einer mittleren Temperatur dieser Teilchen sprechen, 
und kann ihre mittlere kinetische Energie gleich « T setzen, wenn 
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T die absolute Temperatur bezeichnet. Zur Berechnung dieser 
Temperatur ergibt sich die Gleichung: 


3 ,mh 
2 & 
stoffionen, À; die Gasconstante für Wasserstoff bezeichnet. Mit 


F3 — 290.10" und À, — 83.10° ergibt sich: 
T = 1,8.10°/(m+n). 


Die Annahme, daB die bei dem Zerfall des Radiumatomes frei- 
werdende Energie in diesem nur in der Form von kinetischer 
Energie vorhanden gewesen sei, wird man nach diesem Resultat 
als wenig wahrscheinlich betrachten müssen, trotz der Zweifel, 
die man über die zu Grunde gelegte Hypothese hegen kann. Es 
bleibt nun noch die Annahme übrig, da jene freiwerdende Energie 
von Hause aus die Form von potentieller Energie besessen habe. 
Wir bezeichnen unter dieser Voraussetzung die mittlere reciproke 
Entfernung der «-Ionen mit £, die der Elektronen mit {$, endlich 
den Mittelwert der wechselseitigen Entfernung der Ionen und 
Elektronen mit #; dann ergibt sich, wenn # und # gro gegen 1, 
für den ursprünglichen Wert der potentiellen Energie des Radium- 
atoms der Wert: 4 met, +4 n"e*i;—mnet. Durch den Zerfall 
wird die Zahl der «-Ionen um 6, die Zahl der Elektronen um 2 
vermindert. Nach dem Zerfall hat das Potential somit den Wert: 
E(m—5) et. +4 (n —2) et; —(m—65) (n —2) et. 
Das Potential nimmt bei dem Zerfall ab; eine Schätzung über den 
Betrag, um den es sich handelt, gewinnen wir mit Hülfe der An- 
nahme, daB bei der grofen Zahl der in Betracht kommenden Teil- 
chen die Mittelwerte der reciproken Entfernungen bei dem Zerfall 
nicht wesentlich verändert werden. Betrachten wir aber die 
Werte der { als constant, so ergibt sich für die Abnahme der 
Energie : 
S (2m—5)e ta +2 (n —1)&° tx — (2m + Bn — 10) s"é. 

Setzen wir diesen Ausdruck gleich dem Werte, den wir oben für 
die bei dem Zerfalle des Radiumatomes in den «- und B-Strablen 
frei werdende Energie gefunden haben, so ergibt sich die folgende 
Gleichung für die reciproken Entfernungen f: 


56500 — 5 (2m—b5)st+2(n —1)etg — (2m + bn —10)st. 


Nan ist: = = , WO … die specifische Ladung der Wasser- 


170 Eduard Riecke, über einige Eigenschaften des Radiumatomes. 


Um zu eïner bestimmten Vorstellung von dem Werte der frag- 
lichen GrôBen zu gelangen, nehmen wir an, daf die wechselseitigen 
Entfernungen zwischen Elektronen und Ionen sehr grof seien im 
Vergleich mit den Entfernungen der Elektronen und Ionen unter 
sich; wir setzen ferner beispielsweise m — n — 100; dann er- 
gibt sich: 

113 000 = 976 .&6 + 396. stp, 


oder, wenn wir auch an Stelle von {, und {; einen Mittelwert t 
setzen, 


113000 — 1370.ct. 


Für die mittlere Entfernung, in der sich im Atom die «-Ionen und 
die Elektronen je unter sich befinden, ergibt sich dann: 


r = 5,7.10" cm. 


Dabei ist für « der aus der Planck’schen Theorie folgende Wert 
4,7.107° benützt, der etwas grôBer ist, als der experimentell er- 
mittelte. Ferner ist, wie schon erwähnt, mit Bezug auf die 
Gruppierung der Elektronen und «-lonen im Atom die Annahme 
gemacht, daB die wechselseitigen Entfernungen der «-lonen von 
den Elektronen sehr groB seien im Vergleich mit den Abständen, 
welche die Elektronen und Ionen unter sich besitzen. Der gefundene 
Mittelwert der Entfernung beträgt nahezu das 30 fache des Elek- 
tronenhalbmessers. Man wird darnach die Vorstellung, daf die 
bei dem Zerfall des Radiumatomes frei werdende Energie vorher 
in der Form von potentieller Energie im Atome aufgehäuft ge- 
wesen sei, als eine zulässige bezeichnen kônnen. Mit Bezug auf 
die «-Ionen wird durch die Rechnung die Vermutung nahegelegt, 
da sie sich im Radiumatome räumlich in viel engerer Verbindung 
befinden, als dies nach den Werten der Molekulardurchmesser 
môglich sein würde. 


Eigenartige Fälle schwingender Membranen. 
Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung am 11. Mai 1907. 


Die Theorie der Schwingungen von Membranen ist ein aus- 
giebig angebautes Gebiet, und man môchte glauben, daB bezüglich 
desselben alle Fragen von prinzipieller Bedeutung erledigt sind. 
Immerhin gibt es darin noch Probleme von eigenartigem Interesse. 
Auf eines derselben will ich im Folgenden hinweisen. 

Beobachtung und Theorie haben bisher meines Wissens nur 
Fälle behandelt, bei denen die Membran ringsum festgehalten 
war; indessen sind Fälle môglich, wo Teile des Randes vôllig 
frei sind, ohne da8 dabei etwa die Membran spannungslos wäre. 
Der einfachste Fall dieser Art ist der, wo aus einer ringsum 
festgehaltenen, ursprünglich gleichfôrmig gespannten Membran ein 
Stück herausgeschnitten wird, so daB ein Loch entsteht, z. B., wo 
aus einer kreisfürmigen Membram eine zentrale Kreisfläche be- 
seitigt wird. 

Natürlich wird durch einen solchen Ausschnitt die ursprüng- 
lich gleichfôrmige Spannung zu einer ungleichfôrmigen, und in der 
Herstellung der letzteren, in einer der Theorie zugänglicher 
Weise, liegt ein weiteres Interesse dieser Probleme. 

Um für derartige Aufgaben die Hauptgleichungen und die 
Randbedingungen abzuleiten, gehen wir von dem Hamiltonschen 
Integral aus. Die Ebene der Membran sei die XY-Ebene, die 
transversale Verrückung sei w, e bezeichne die Dichte, à die vir- 
tuelle Variation. Dann lautet das Hamiltonsche Integral !): 


1) So. z. B. W. Voigt, Kompendium, Bd. I S. 453, 1896. 
Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichteu. Math.-phys. Klasse. 10907. Heft 2. ii. 
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Re co Rene te 


Ow Ow 


1) 
+24, (+ )+228w] = 0 


Hierin sind À4,, B, À, — B, die in der Mittelfiläche der Membran 
liegenden zeitich konstanten Spannungen, deren Gesetze wir in 
den dortigen Deformationsgrôfien 


rl us 
ar 0 UP ee Ôy 
ov Ou 
HSE ot opt 
schreiben 
— À, = ya,+yh,, —A, = —B, = k(y-7y) a, 


— B, = y'a, + yb,. 
Z ist eine etwaige äufBere auf die Flächeneinheit normal ausgeübte 
Kraft, die wir bei dem Schwingungsproblem gleich Null setzen 
kônnen. Die teilweise Integration der einzelnen Glieder nach 4 
und æ oder y gibt, wenn Ô0w zur Zeit { — 0 und # = #, gleich 
Null gesetzt wird: 


ie ow 


F Sy # dx ’ Ôy 
eu PS VENTE 
+2 [la [a |(4 PA, ) cos x) 
wow. Ou 
+(5. +8, Sr] cos (n, v))8w = 0. 


Hieraus ergiebt sich als Hauptgleichung in bekannter Weise 
: : ow Ow Ô Ow D'OISE 
Dee À Be de tom dd cop) tag (Pro + Puragr) 0 


als Randbedingung folgt entweder 


3) w — gegeben 
oder 


A RE ; Ow — Ôôw 
(4. ed; a) cos (, o)+(8, Cr Sr) cos (n,y) = 0 


Eigenartige Füälle schwingender Membranen. 173 


d. b. 
; 20 4 y, 90 


Da bei fehlenden w-Schwingungen die Membran im Gleichgewicht 
sein soll, so gilt auBerdem 


0 A 0 A 0B () 
æ se y 0 — “ + Fe : 


Ôx dy Ôx 
binzu als Grenzbedingung, wenn gegen den Rand äuBere Kräfte 
À, B pro Flächeneinheit wirken 


6) A,+4 = 0, B.+B = 0, 
wobei » die äuBere Normale bezeichnet. 


An den festen Grenzen der Membran sind À und B ent- 
weder gegeben, oder wenn die longitudinalen Deformationen der 
Membran vorgeschrieben sind, durch diese bestimmt. 

An den freien Grenzen der Membran sind À und B, und 
somit durch À, und B, — 0; hierdurch wird aber die für 
die freien Grenzen aus dem Hamiltonschen Integral 
folgende Grenzbedingung (4) für w identisch erfüllt, 
d.h, das Hamiltonsche Integral liefert längs der 
freien Grenze der Membran überhaupt keine Be- 
dingung für w. 

Eime Randwertaufgabe für ein endliches Gebiet, dem nicht 
ringsum eine Randbedingung entspricht, ist unzweïfelhaft in der 
theoretischen Physik ein seltener Fall Man môchte zunächst 
glauben, daf ein solches Problem unbestimmt wäre; das ist aber, 
wie sich zeigen läft, keineswegs der Fall — im Gegenteil, die 
gewühnliche Methode zur Untersuchung der Eindeutigkeit läôt er- 
kennen, daB bei gegebenem Anfangszustand hier diese Eindeutig 
keit besteht. 

Multipliziert man die Gleichung (2) mit ôw/dt und integriert 
sie über die Fläche der Membran, führt auch dabei im zweiten 
und dritten Glied die teilweise Integration nach x und y aus, so 
resultiert 


#1 0 0%) 0 {ou \? Ô /ow \? 
"4 ag OS PEN NE RAA EEE 
JE a (ar) lé à (5e) LB (ee) 


jar) 
7 rp + IL 


5) 0 — 


12* 
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Das Randintegral verschwindet an den festen Grenzen wegen 
des zweiten, an den freien wegen des ersten Faktors, es 
bleibt sonach nur das Flächenintegral. Multipliziert man dasselbe 
mit dt und integriert von é — O0 bis é, so erhält man eine Be- 
ziehung, welche die Gleichung der Energie für die Membran dar- 


stellt, nämlich: 
À ôw \° ow 
) +4 (5 ] -18,(5) 


Je 
t=t 
= (0. 


8) 


1=0 


Nimmt man nun an, das Problem habe bei gleichen Spannungen 
À,, B,, 4, — B, und bei gleichen Anfangswerten von w und 
dw]dt zwei Lôsangen w, und w,, so kann man wegen der linearen 
Form der Gleichungen 2), 8), 4) die Differenz w,—#w, — w, in 
vorstehender Gleichuang für w setzen. Dies w, gibt aber für 
t — O sowohl ôw,fdt, wie 0w,/ox und ôw,[0y gleich Nall, und es 


muB sonach für é — t 
ôw, \? dw, \? 0w, \° 
Jr Are, (2e 
0w, ae 0 


de dy 


9) 


sein. 

In allen Fällen, wo die drei letzten Glieder zusammen eine 
wesentlich positive Fanktion darstellen, ist sonach 
One QUE. 

On de dy GB 
ist also w, eine Konstante, die sich durch die Bedingung an der 
festen Grenze zu Null bestimmt. 

Nun ist aber leicht zu sehen, da im Fall der gespannten 
Membran die drei letzten Glieder faktisch stets eine Samme von 
positiven Quadraten darstellen; in der Tat kann man in jedem 
Flächenelement dg die Axen x und y in die Richtungen der 
Hauptspanoungen der Membran legen, wodurch 4, — B, ver- 
schwindet. À, und B, werden dadurch zu den Haupt-Span- 
nungen selbst, und da in der Membran nur Zug-, nicht Druck- 
spannungen herrschen kônnen, s0 sind diese beide negativ. 

Obwohl also längs der freien Grenzlinien der 
M embran keine Randbedingung für die transversale 
Schwingung besteht, ist doch das Schwingungs- 


ow, 


a se 
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problem durch den Anfangszustand und die Be- 
dingung am festen Rande eindeutig bestimmt. 

Es sieht zunächst so aus, als ob demnach jede Linie in der 
Membran zur freien Randkurve gemacht werden kônnte. Dem 
ist indessen nicht so, da die spezielle Randlinie die Spannungen 
À,, B,, À, = B, in der Membran bestimmt. 

Die Wirkung, die das Fehlen einer Randbedingung für die 
freie Grenze bezüglich der Eigenschwingungen der Membran er- 
gibt, ist am einfachsten an dem oben signalisierten speziellen Fall 
nachweïisbar, daB die Membran einen Kreisring darstellt, dessen 
äuBere Grenzlinie unter radialer Spannung festgehalten wird, 
während die innere frei ist. 

Führen wir Polarcoordinaten r,® ein, so ergibt sich für w 
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in #,r,®, deren Lôsung 
bei stehenden Schwingungen die Form 


pei(et + 60) 


hat, unter R eine Funktion von r allein verstanden, für die eine 
gewübhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung besteht. Aber 
für diese Gleichung existiert nur eine Nebenbedingung; bei vor- 
geschriebenem 8 — x]n (n — 1,2---) bleibt demgemäf « und s0- 
mit die Frequenz unbestimmt, d. h., die Schwingung der Membran 
kann bei einer vorgeschriebenen Zahl von diametralen Knotenlinien 
noch unendlich viele Perioden besitzen. DemgemäB wird also die 
Membran auch auf alle môglichen Tône ansprechen, und ihre kreis- 
fôrmigen Knotenlinien werden sich bei stetig veränderlichen Tônen 
auch stetig verschieben. An der freien Grenzlinie kann sowohl 
ein Schwingungsknoten, als ein Schwingungsbauch, als jeder andere 
Schwingungszustand liegen. 

Läft man den Radius der kreisf‘rmigen Oeffnung zu Null 
abnehmen, so verschwindet diese Unbestimmtheit, da dann im 
Zentrum die Bedingung endlicher Werte von w einsetzt. 

Da im allgemeinen Falle jeder Zahl von diametralen Knoten- 
linien eine stetige Reihe von Tüônen entspricht, so bietet die 
ringfôrmige Membran auch die Müglichkeit mehrfacher Tüne, 
die bei der Membran von voller Kreisform anscheinend ausge- 
schlossen sind’). Ein jeder Ton kann offenbar im allgemeinen 
sowohl bei zwei, als bei drei oder vier ... diametralen Knoten- 
linien auftreten, so daB theoretisch die Môüglichkeit einer FKülle 


1) H. Weber, Part. Different.-Gleich. Bd. II p. 264, Braunschweig 1901. 
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von Knotenlinien verschiedenster Form erhellt. Aber gerade die 
groBe Zahl von Müglichkeiten macht es unwahrscheinlich, daf man 
in der Wirklichkeit gut ausgebildete Liniensysteme erhalten wird; 
finden doch schon bei dreifachen Tônen dergleichen Linien über- 
haupt nicht mehr statt. Diese Frage soll in dem hiesigen In- 
stitut näher untersucht werden. 


Gôttingen, den 27. April 1907. 


Uber die Uniformisierung reeller alge- 
braischer Kurven. 
Von 


Paul Koebe in Gôttingen. 
Vorgelegt durch Herrn D. Hilbert in der Sitzung am 9. März 1907. 


Die reellen linearen Substitutionen einer komplexen Ver- 
änderlichen z werden nach Herrn Klein in elliptische, parabolische 
und hyperbolische Substitutionen eingeteilt. 

Bei einer elliptischen Substitution sind die Fixpunkte zwei 
von einander verschiedene in bezug auf die Achse des Reellen 
spiegelbildlich symmetrisch gelegene Punkte. Im folgenden werden 
nur solche elliptische Substitutionen in Betracht gezogen werden, 
die bei der Iteration eine enddhiche Periode ergeben. Diejenigen 
elliptischen Substitutionen, bei welchen die angegebene Bedingung 
nicht erfüllt ist, spielen bekanntlich in der Theorie der eindeutigen 
automorphen Funktionen keine Rolle. Es muB hier sogleich noch 
eine spezielle Substitution genannt werden, nämlich diejenige reelle 
lineare Substitution, welche zwei von einander verschiedene reelle 
Fixpunkte hat und bei der Iteration die Periode zwei aufweist, 
sodaB, wenn mit S die Substitution bezeichnet wird, S° die iden- 
tische Substitution ist. Diese Substitution môge im folgenden mit 
Rücksicht auf eine weiter unten gemachte Unterscheidung als 
elliptische Substitution zweiter Art bezeichnet werden. 
Die vorher genannten elliptischen Substitutionen sollen im 
folgenden schlechthin als elliptische Substitutionen bezeichnet 
werden. 

Die parabolischen Substitutionen sind dadurch charak- 
terisiert, daB sie nur einen einzigen Fixpunkt haben, der dann 
notwendig reell ist. 

Die hyperbolischen Substitutionen sind dadurch Pharats 
terisiert, daB sie zwei von einander verschiedene reelle Fixpunkte 
haben und bei der Iteration keine endliche Periode ergeben. Von 
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einschneïidender Wichtigkeit für das Folgende ist die Unterscheidung 
zweier Arten von hyperbolischen Substitutionen. Eine hyper- 
bolische Substitution môüge im folgenden als hyperbolische 
Substitution erster Art oder zweiter Art bezeichnet 
werden, jenachdem die Substitution die beiden Halbebenen, in 
welche die z-Ebene durch die Achse des Reellen zerlegt wird, 
einzeln in sich überführt oder mit einander vertauscht. 

Zu jeder einzelnen der angeführten Substitutionen kann ein 
Fundamentalbereich konstruiert werden, welcher bei einer 
elliptischen Substitution der Periode », die in der Form 


' À 27i = 
date) LE QG +ud 
2 (Qui) z—(1— ui) 


gegeben sei, die Gestalt eines in bezug auf die Achse des Reellen 
zu sich selbst symmetrischen Kreisbogenzweiecks mit den Eck- 


punkten (1+wui) und (4—wi) und dem Winkel LE hat. Der Ein- 


fachheit halber stelle man sich vor, daB der unendlich ferne Punkt 
der z-Ebene im Innern des Fundamentalbereichs liegt. Diese Be- 
merkung soll auch für alle später zu bildenden Fundamental- 
bereiche gelten. 

Bei einer parabolischen Substitution kann als Fundamental- 
bereich ein zu sich selbst symmetrisches Kreisbogenzweieck mit 


NE _ 0 on me dell 


Bei einer elliptischen Substitution zweiter Art 
kann als Fundamentalbereich ein Kreisbogenzweieck mit reellen 
Eckpunkten und dem Winkel x gewählt werden, sodaB, falls der 
Fundamentalbereich in bezug auf die Achse des Reellen zu sich 
selbst symmetrisch ist, seine Begrenzung notwendig von einem 
die Achse des Reellen orthogonal schneidenden Kreise gebildet 
wird. Die Zuordnung der Randpunkte des Fundamentalbereichs 
vermittelst der elliptischen Substitution zweiter Art findet dann 
in der Weiïise statt, daf je zwei Punkte der Peripherie des ge- 
nannten Orthogonalkreises, welche in bezug auf die Achse des 
Reellen Spiegelbilder von einander sind, einander zugeordnet sind. 

Bei einer hyperbolischen Substitution kann der Funda- 
mentalbereich als ein von zwei die Achse des Reellen orthogonal 
schneidenden Kreisen begrenztes zweifach zusammenhängendes Ge- 
biet gewählt werden, dessen Begrenzungskreise durch die hyper- 
bolische Substitution auf einander bezogen werden. 
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Aus den angegebenen elementaren Fundamentalbereichen kann 
man nun durch den ,ProzeB der Ineinanderschiebung“!) 
zu komplizierteren Fundamentalbereichen übergehen, die ebenfalls 
in bezug auf die Achse des Reellen zu sich selbst symmetrisch 
sind. Bei einem so gebildeten allgemeinen Fundamentalbereich 
môüge von der Beschränkung auf kreislinige Begrenzung abgesehen 
werden und nur an der Symmetrie in bezug auf die Achse des 
des Reellen festgehalten werden. Bei elliptischen Substitutionen 
zweiter Art kann, wie bereits bemerkt wurde, aus der Bedingung 
der Symmetrie allein schon der Schluss gezogen werden, daB die- 
jenigen Randlinien des allgemeinen Fundamentalbereichs, welche 
solchen Substitutionen entsprechen, Kreise sein müssen. 

Die Figur zeigt einen durch den Prozef der Ineinanderschiebung 
gewonnenen Fundamentalbereich, zu dessen Bildung zwei hyper- 
bolische Substitutionen und zwar eine der ersten und eine der 
zweiten Art dienten, ferner eine elliptische Substitution, eine 
parabolische und eine elliptische zweiter Art. 


INK 


Die Art der Zuordnung der Randpunkte ist durch Ziffern 
angedeutet, indem jeder mit einer Ziffer versehene Randpunkt der 
gleichbezifferte Randpunkt zugeordnet zu denken ist. 

Aus den mit der Zuordnung der Randpunkte des Fundamental- 
bereichs gegebenen linearen Substitutionen entspringt durch Ite- 
ration und Komposition eine ,eigentlich diskontinuierliche 
Gruppe“ reeller linearer Substitutionen, vermittelst deren 
dem Fundamentalbereiche unendlich viele schlicht neben ein- 
ander gelagerte Bildbereiche entsprechen. Die Gesamtheit der 
Bildbereiche bedeckt ein gewisses Gebiet, welches von der 


1) Der ,/ProzeB der Ineinanderschiebung“, in allgemeinster Weise 
aufgefaBt, diente Herrn Klein als Leitprinzip bei der Aufstellung der ,Fun d a- 
mentaltheoreme“ im Gebiete der automorphen Funktionen. (s. Math. Annalen, 
Bd. 21: Neue Beiträge zur Riemannschen Funktionentheorie). 
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ganzen Ebene mit Ausschluf unendlich vieler in nichtabzählbarer 
Menge vorhandener Punkte gebildet wird, die sämtlich auf der 
Achse des Reellen liegen. 

Auf Grund der allgemeinen Untersuchungen von Schwarz, 
C. Neumann, Klein, Poincaré, Schottky, Hilbert!) 
kann die Existenz einer Klasse von eindeutigen automorphen 
Funktionen behauptet werden, welche bei den Substitutionen der 
Gruppe ungeändert bleiben, im Innern des Fundamentalbereichs 
den Charakter rationaler Funktionen besitzen und in seinen Ecken 
sich bestimmt verhalten. Dabei zeigt sich zugleich, daf alle 
Funktionen der Klasse sich rational durch zwei unter ihnen, p(2) 
und g(z2), ausdrücken lassen, die ihrerseits durch eine irreduzible 
algebraische Gleichung verbunden sind. 

Im vorliegenden Falle kann man wegen der Symmetrie des 
betrachteten Fundamentalbereichs noch von einer engeren Klasse 
zur Gruppe gehôrender automorpher Funktionen reden, nämlich 
der Klasse aller derjenigen automorphen Funktionen, welche auf 
der Achse des Reellen reell sind. Dabei zeigt sich, da jede längs 
eines beliebig kleinen Stückes der Achse des Reellen reelle auto- 
morphe Funktion nicht nur auf der ganzen Achse des Reellen reell 
ist, sondern notwendig auch auf allen denjenigen den Fundamental- 
bereich begrenzenden Kreïsen, welche zu elliptischen Substitu- 
tionen der zweiten Art gehôren. 

Aus dieser engeren Klasse lassen sich nun ebenfalls zwei, 
durch eine irreduzible algebraische Gleichung F'(x,y) — O0 mit 
reellen Koeffizienten verbundene Funktionen x(2) und y(2) heraus- 
greifen, so beschaffen, da$ alle Funktionen der engeren Klasse 
sich rational und mit reellen Koeffizienten durch x und y darstellen 
lassen, während alle Funktionen der weiteren Klasse sich rational 


1) H. A. Schwarz: Ges. math. Abhandlungen, Bd. II, pag. 133—143, 
144— 171, 175—210. 

C. Neumann: Vorlesungen über Riemanns Theorie der Abelschen In- 
tegrale. Zvweite Auflage, 1884. 

F. Klein: (1 c.). 

H. Poincaré: Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, (Acta math, t. I, 
pag. 193—294). 

Derselbe: Mémoire sur les groupes kleinéens (Acta math, t. III, pag. 49—92. 

F. Schottky: Über eine spezielle Funktion, welche bei einer bestimmten 
linearen Substitution ibres Arguments unverändert bleibt. (Crelles Journal, Bd. 101, 
pag. 227—272. 

D. Hilbert: Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integral- 
gleichungen. Erste bis fünfte Mitteilung (Gütt. Nachr. 1904—1906). S. auch die 
Abhandlung: Über das Dirichletsche Prinzig. Festschrift, Berlin 1901. 
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und mit komplexen Koeffizienten durch + und y darstellen lassen. 

Betrachtet man diejenige Riemannsche Fläche R, welche 
die Verzweigung der Funktion y(x) geometrisch darstellt, so kann 
man sich vorstellen, daB der Fundamentalbereich durch Vermitte- 
lung der Funktion æ(:) konform auf die Fläche R abgebildet wird. 
Bei dieser konformen Abbildung entsprechen je zwei von einander 
verschiedenen Punkten des Fundamentalbereichs zwei verschiedene 
Punkte der Fläche R, sofern die beiden Punkte des Fundamental- 
bereichs nicht zwei einander zugeordnete Randpunkte sind; im 
letzteren Falle entspricht den beiden Punkten ein und derselbe 
Punkt der Fläche À. Umgekebrt entspricht jedem Punkte der 
Fläche R entweder ein und nur ein innerer Punkt des Fundamen- 
talbereichs oder ein und nur ein Paar von einander zugeordneten 
Randpunkten des Fundamentalbereichs oder ein und nur ein 
elliptischer oder parabolischer Eckpunkt des Fundamentalbereichs. 

Nach Herrn Klein werden die Riemannschen Flächen, 
welche algebraischen Gebilden mit reeller Gleichung zugeordnet 
sind, in orthosymmetrische und diasymmetrische Flächen 
eingeteilt; und zwar heift die Fläche orthosymmetrisch, wenn sie, 
längs sämtlichen reellen Kurvenzügen aufgeschnitten, in zwei zu 
einander symmetrische Hälften zerfällt, diasymmetrisch, wenn sie, 
längs allen reellen Kurvenzügen aufgeschnitten, ein zusammen- 
hängendes Ganzes bleibt. Herr Klein nennt eine zu einer Gleichung 
mit reellen Koeffizienten gehôrende Riemannsche Fläche auch, wenn 
kein reeller Zug vorhanden ist, diasymmetrisch. Im folgenden 
werden jedoch solche Gleichungen nicht in Betracht gezogen werden. 

Es zeigt sich nun, daf die Riemannsche Fläche R diasym- 
 metrisch oder orthosymmetrisch ist, jenachdem bei der Bildung 
des Fundamentalbereichs hyperbolische Substitutionender 
zweiten Art zur Verwendung gelangten oder nicht. Auch er- 
kennt man sofort, daB das Geschlecht » der Riemannschen Fläche 
ER gleich der Anzahl aller überhaupt zur Verwendung gelangten 
hyperbolischen Substitutionen ist. 

Die Beziehung des Fundamentalbereichs zur Riemannschen 
Fläche wird durch folgende Bemerkungen noch genauer gekenn- 
zeichnet : 

1: Den 2p Begrenzungslinien des Fundamentalbereichs, welche 
den p hyperbolischen Substitutionen entsprechen, sind auf der 
Riemannschen Fläche » die Fläche nicht zerstückende Rückkehr- 
schnitte zugeordnet, deren jeder das System der reellen Kurven- 
züge in zwei Punkten schneidet und in bezug auf das Kurven- 
system zu sich selbst symmetrisch ist. 
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2. Denjenigen Begrenzungslinien des Fundamentalbereichs, 
welche zu elliptischen bezw. parabolischen Substitutionen gehôüren, 
entsprechen auf der Riemannschen Fläche ebensoviele Einschnitte, 
deren jeder zwei zu einander symmetrische Punkte der Riemann- 
schen Fläche verbindet, das System der reellen Kurvenzüge nur 
in einem Punkte schneidet und in bezug auf dies Kurvensystem 
zu sich selbst symmetrisch ist. 

3. Denjenigen Begrenzungslinien des Fundamentalbereichs, 
welche zu elliptischen Substitutionen der zweiten Art gehôren, 
entsprechen ebensoviele Einschnitte in die Riemannsche Fläche, 
deren jeder einzelne vollständig längs eines reellen Kurvenzuges 
verläuft. 

4. Sämmtliche erwäbhnten Rückkehrschnitte und Einschnitte 
verlaufen vüllig getrennt von einander. 

5. Vollendet man die Zerschneiïidung der Riemannschen 
Fläche dadurch, daB man dieselbe längs den reellen Kurven- 
zügen vollständig aufschneidet, so zerfällt die Riemannsche 
Fläche in zwei zu einander symmetrische einfachzusammenhängende 
Hälften. 


Es entsteht nun die Frage: 

Kann man in der z-Ebene den Fundamentalbereich 
so wählen, daB bei geeigneter Bestimmung der Funk- 
tionen x(:) und y(z) die zwischen diesen Funktionen 
bestehende algebraische Gleichung eine beliebig ge- 
gebene irreduzible reelle algebraische Kurve defi- 
niert, welche nur der Bedingung unterworfen ist, 
mindestens einen reellen Zug zu haben. 


Diese Frage ist in bejahendem Sinne zu beantworten. 


Der Beweis für die Richtigkeit dieser Behauptung zerfällt in 
zwei Teile. 

Im ersten Teile ist der Nachweis zu führen, daB es môglich 
ist, die zu der gegebenen Kurve gehôrende Riemannsche Fläche 
mit einem Schnittsystem auszustatten, welches allen fünf oben 
angegebenen Bedingungen genügt. Dieser Nachweïs gestaltet sich 
verhältnismäfig einfach, wenn die Riemannsche Fläche ortho- 
symmetrisch ist; erheblich komplizierter wird der Nachweïs in 
dem Falle, in welchem die Fläche diasymmetrisch ist. Es zeigt 
sich übrigens, daf das Erfülltsein der Bedingung b. bereits aus 
dem Erfülltsein der vier ersten Bedingungen folgt. In der Wahl 
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des Schnittsystems besteht eine groBe Freiheit, sodaf es, wenn 
man von gewissen einfachsten Fällen absieht, auf unendlich viele 
wesentlich verschiedene Arten môglich ist, das Schnittsystem allen 
gestellten Bedingungen gemäB zu bestimmen. Diese Bemerkung gilt 
auch dann noch, wenn man sich die reellen Einschnitte und die 
symmetrisch gepaarten Endpunkte der anderen Kategorie von 
Einschnitten vorhergegeben denkt. 

Im zweiten Teile ist der Nachweïs zu führen, da die mit 
einem Schnittsystem der charakterisierten Art ausgestattete Rie- 
mannsche Fläche auf einen Fundamentalbereich der oben betrach- 
teten Art abgebildet werden kann. Dabei ist es, um die Aufgabe 
zu einer bestimmten zu machen, notwendig, jedem derjenigen Ein- 
schnitte, welche die reellen Züge kreuzen, noch eine positive 
ganze Zahl = 2, die auch unendlich sein kann, zuzuordnen. Durch 
diese Zahl wird die Ordnung der in der Abbildung gewünschten 
elliptischen bezw. parabolischen Substitution angezeigt. Nach An- 
gabe dieser Zahlen ist der Fundamentalbereich, welcher der zer- 
schnittenen Riemannschen Fläche entspricht, bis auf eine reelle 
lineare Substitution vôüllig bestimmt. 

Die Existenz der Abbildungsfunktion kann durch ein Ver- 
fahren bewiesen werden, welches dem von dem Verfasser') in 
seiner Arbeit ,über konforme Abbildung mehrfach zusammenhän- 
gender ebener Bereiche“ angewendeten Verfahren analog ist. In 
der Tat kann die Aufgabe, einen von p+1 auf der Achse des 
Reellen getrennt liegenden geradlinigen Strecken. begrenzten 
schlichten Bereich konform auf einen von p+1 die Achse des 
Reellen orthogonal schneidenden Kreisen begrenzten Bereich ab- 
zubilden, als ein spezieller Fall der hier vorgelegten Abbildungs- 
aufgabe betrachtet werden. Die Gleichung, welche dem bezeich- 
neten speziellen Falle entspricht, ist eine hyperelliptische Glei- 
chung 


s 2p+2 
VE IT, (& — €), 
(1 18 3 


wobei die GrôBen e, alle von einander verschieden und reell sind. 
Ich skizziere mit wenigen Strichen den Gedankengang, der zur 
Lôüsung der hier vorgelegten allgemeineren Abbildungsaufgabe fübrt. 
Gesetzt, die Aufgabe wäre gelôst; dann entspricht vermittelst 
der analytischen Funktion, welche die Abbildung auf den Funda- 
mentalbereich in der #-Ebene leistet, der oberen Halbebene der 


1) 8. Jahresberichte der D. M. V. Bd. XVI, Heft 2, 1907. 
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z-Ebene ein bestimmter einfach zusammenhängender Bereich, welcher 
der gegebenen Riemannschen Fläche übergelagert und zwar, von 
gewissen einfachsten Fällen abgesehen, unendlich-vielblättrig ist. 
Dieser einfachzusammenhängende Bereich kann direkt konstruiert 
und folglich als bekannt angesehen werden. Derselbe überdeckt, 
falls das auf der Riemannschen Fläche ausgewählte Schnitt- 
system keine reellen Einschnitte aufweist, die Riemannsche Fläche 
ganz oder zur Hälfte, jenachdem die Fläche diasymmetrisch 
oder orthosymmetrisch ist. Sind reelle Einschnitte vorhanden, 
so überdeckt die übergelagerte Fläche die gegebene Riemann- 
sche Fläche stets ganz. Wesentlich ist die Bemerkung, daf in 
allen Fällen die übergelagerte Fläche sich nicht über diejenigen 
Teile der reellen Züge hinwegerstreckt, welche  unaufge- 
schnitten sind. Diese Linienstücke kommen vielmehr lediglich 
für die Begrenzung der übergelagerten Fläche in Betracht. Wendet 
man daher das vom Verfasser (1. c.) eingeschlagene Verfahren zur 
Bildung der Greenschen Funktion #, welche zu der übergelagerten 
einfach zusammenhängenden Fläche gehôrt, an, so kann man für 
die im vorliegenden Falle zu bildenden Greenschen Funktionen 
15 4 Uy -.., Welche den in der genannten Arbeit gleichbezeich- 
neten Greenschen Funktionen entsprechen, eine obere Schrauke 
angeben, unterhalb deren sämtliche Funktion u,,w,,u,, ..., ihrem 
Werte nach liegen müssen. Diese obere Schranke wird von der- 
jenigen Potentialfunktion gebildet, welche an dem gemeinschaft- 
lichen Unstetigkeitspunkte der Funktionen «,,u,,u,, ... logarith- 
misch unendlich wird, im übrigen in demjenigen Teile der Rie- 
mannschen Fläche, über welchen die übergelagerte Fläche sich 
hinwegerstreckt, eindeutig und regulär ist und auf der Grenze 
dieses Teiles der Rie mannschen Fläche verschwindet, d. i. auf den- 
jenigen Teïlen der reellen Züge, welche nicht eingeschitten er- 
scheinen. 

Hiermit ist der Beweis für den Satz erbracht, daB es 
môglich ist, die in der angegebenen Weiïise zerschnittene Rie- 
mannsche Fläche konform auf einen Fundamentalbereich der ge- 
wünschten Art abzubilden. Durch die Lôsung dieser Abbildungs- 
aufgabe ist zugleich ein von Herrn Klein (Math. Annalen Bd. XIX) 
aufgestelltes ,Fundamentaltheorem“ ) in einem Falle von hervorra- 
gendem Interesse streng begründet. 


1) Vgl. auch Fricke-Klein, Automorphe Funktionen, Bd. II, pag. 46 oben. 
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Wie oben bereits erwäbnt wurde, kann man, nachdem die 
Eïnschnitte längs den reellen Zügen nach Willkür gemacht sind 
und die symmetrisch gepaarten Endpunkte der übrigen Einschnitte 
beliebig markiert sind, immer noch auf unendlich viele wesentlich 
verschiedene Weïsen eine den oben aufgezählten fünf Bedingungen 
genügende Zerschneidung der Riemannschen Fläche vornehmen. 
Hierbei werden zwei Zerschneidungen dann und nur dann als 
wesentlich verschieden bezeichnet, wenn es nicht môglich ist, die- 
selben unter Aufrechterhaltung der Symmetrie durch konti- 
nuierliche Deformation, wobei die reellen Einschnitte und die 
Endpunkte der übrigen Einschnitte als fest anzusehen sind, in 
einander überzuführen. Es zeigt sich nun, daf die Funktion, welche 
in jedem Falle die zerschnittene Riemannsche Fläche auf den 
Fundamentalbereich abbildet, von der Wahl des Schnittsystems 
nicht abhängt, sondern lediglich von der Wahl der reellen Ein- 
schnitte und der Endpunkte der übrigen Einschnitte, sowie von 
der Wahl der ganzen Zahlen, welche man den Einschnitten der 
letzteren Kategorie zugeordnet hat. 


Durch diese Tatsache wird die Frage nahe gelegt: 

Ist es môüglich, die Transzendenten, welche die 
konforme Abbildung der zerschnittenen Riemann- 
schen Fläche auf den Fundamentalbereich vermitteln, 
in einer von. jeder Zerschneidung unabhängigen Weise zu 
charakterisieren? 

Indem man dieser Frage nachgeht, gelangt man zu einer Reiïbhe, 
wie mir scheint, interessanter und wichtiger Theoreme, deren Mit- 
teilung den Hauptzweck der vorliegenden Note bildet. 

Es môüge zunächst der Fall ins Auge gefaft werden, in welchem 
gar keine Einschnitte vorhanden sind. Der Fundamentalbereich 
weist dann nur hyperbolische Substitutionen auf, deren Anzahl 
gleich dem Geschlecht der betrachteten reellen Kurve ist. Diesem 
Falle entsprechen folgende beiden Theoreme. 

Theorem Ia. Gegeben sei irgend eine durch die 
Gleichung G(x,y) — O definierte irreduzible reelle 
algebraische Kurve (x,y), welche mindestens einen 
reellen Zug hat. Es soll eine Funktion von x 


= 4x) = 2(y) = 2(2,9) 
gefunden werden von folgenden Eigenschaften: 


a) z(x,y), betrachtet als Funktion des im komplexen 
algebraischen Gebilde veränderlichen Punktes (x, y), 
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hat überall den Charakter einer rationalen Funktion 
von æ und y. 

b) z(x,y) nimmt auf den reellen Kurvenzügen nur 
reelle Werte an. 

c) Die durch die Gleichung G(x,y) = 0 verbundenen 
komplexen Veränderlichen x und y sind eindeutige 
analytische Funktionen von z. 


Dann gelten folgende Behauptungen: 

A. Esgibteine Funktionz, welche allen gestellten 
Bedingungen genügt. 

B. Abgesehen von einer reellen linearen Substi- 
tution gibt es nur eine Funktion z, welche allen ge- 
stellten Bedingungen genügt. 

C. Die Substitutionen, welche die GrôBe z(x,y) er- 
fährt, wenn man im Gebilde (x,y) eine geschlossene 
Bahn beschreibt, sind linear!) und reell. 

D. Die GrôBe z(x,y) nimmt in einem komplexen 
Punkte des Gebildes (x,y) niemals einen reellen Wert 
an?). 

E. Die GrôBe z: nimmt jedenreellen undkomplexen 
Wert an, ohne Ausnahme, wenn die Kurve (x, y) vom 
Geschlecht null ist, mit Ausnahme zweier reeller 
Werte, wenn die Kurve vom Geschlecht eins ist, mit 
Ausnahme unendlich vieler in nicht abzählbarer 
Menge vorhandener reeller Werte, wenn das Ge- 
schlecht grôBer als eins ist. 

F. Die Funktion z (x, y) kann erklärt werden als 
Lôsungeiner linearen Differentialgleichung 3. Ordnung 


D, (2) = À (x, y), 


in welcher mit D,(:) der Schwarzsche Differentialaus- 
druck und mit R (x, y) eine bestimmte reelle rationale 
Funktion von x und y bezeichnet ist. 

Theorem Ib. Unter Aufrechterhaltung aller übri- 
gen unter la gestellten Bedingungen denke man sich 
die Bedingung b ersetzt durch folgende Bedingung: 

b'. Die Funktion z(x,y) soll sich stets reprodu- 
zieren, wenn man im Gebilde (x,y) einen in bezug auf 


1) Man beachte, da8 die Linearität der Substitutionen nicht als Bedingung 
gestellt worden ist. Der Nachweis der Linearität bildet einen Hauptpunkt der 
Untersuchung. 

2) Die in D enthaltene Behauptung folgert man leicht aus b. und c. 
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das reelle Kurvensystem zusichselbstsymmetrischen 
geschlossenen Weg beschreibt, der das reelle Kur- 
vensystem schneidet. 


Dann gilt der Satz: 


Es existiert eine und abgesehen von einer will- 
kürlichen linearen Substitution nur eine den Bedin- 
gungen a,b',c genügende GrôBe. Diese GrôBe geht 
durch eine passende lineare Substitution in die 
durch a,b,c charakterisierte reelle GrôBe über. 

In dem Falle, in welchem aufer den hyperbolischen Substi- 
tutionen auch elliptische und parabolische Substitutionen vorkommen, 
dagegen keine elliptischen Substitutionen zweiter Art, lassen sich 
die Transzendenten, welche die betreffenden konformen Abbildunger 
vermitteln, folgendermafen charakterisieren. 


Theorem Ila. Der Wortlaut des Theorems Ila ergibt sich 
aus dem Wortlaut des Theorems La, wenn man in letzterem die 
Bedingung a durch folgende Bedingung a' ersetzt. 


Bedingung a': Die Funktion z(x,y), betrachtet als 
Funktion des im komplexen algebraischen Gebilde 
veränderlichen Punktes (x,y},hat, abgesehen vonend- 
lich vielen vorgegebenen symmetrisch gepaarten 
Punkten der Riemannschen Fläche, deren keiner auf 
einem reellen Kurvenzuge liegt, den Charakter einer 
rationalen Funktion von x und y. Jeder Ausnahme- 
stelle hat man sich eine positive ganze Zahl = 2, die 
auch unendlichseinkann, zugeordnet zu denken, wobei 
nur der Bedingung genügt sein muss, da je zwei Punkten 
eines und desselben Paares dieselbe Zahl zugeordnet 
ist. DurchdiezugeordnetenZahlen wird das Verhalten 
der zubestimmenden Funktion z(x.y) an den Ausnahme- 
stellen in der Weise näher gekennzeichnet, da die 
Anzahl der vollständigenUmläufe um den betreffenden 
Punkt, welche ausgeführt werden muss, damit die 
Funktion zu ihren Ausgangswerten zurückkehrt, für 
jeden einzelnen Zweig der Funktion genau gleich der 
zugeordneten Zahl sein soll. 


Theorem IIb. Das Theorem IIb entspricht dem Theorem 
1b. Wie Ib aus La, so geht IIb aus IIa dadurch hervor, da 
an Stelle der Bedingung b die Bedingung b' gesetzt wird. 


Die Sätze Ia, Ib, Ila, ITb, lassen sich noch erweitern. Diese 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichto. Math.-plys. Klasse. 1007. Heft 2. 13 
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Erweiterungen entsprechen dem Umstande, daB bei der Bildung 
des Fundamentalbereichs auch elliptische Substitutionen zweiter 
Art zur Verwendung gelangen kônnen. Auf diese und andere 
môgliche Erweiterungen gehe ich der Kürze halber hier nicht ein. 


Durch die Aufstellung der Theoreme 1a—I1II1b wird das 
Problem, die Cartesischen Koordinaten der Punkte einer beliebigen 
reellen algebraischen Kurve !) als eindeutige analytische Funk- 
tionen eines reellen Parameters darzustellen, in einer in ge- 
wissem Sinne vollbefriedigenden Weise erledigt. 


Die Bedeutung der Transzendenten, deren Existenz durch 
die genannten Theoreme begründet ist, kann noch von einem 
anderen Gesichtspunkte gekennzeichnet werden. 

Riemann hat alle diejenigen komplexen algebraischen Ge- 
bilde (x,y) in eine Klasse zusammengefaft, welche durch reelle 
oder komplexe birationale Transformation in einander übergeführt 
werden kônnen. 

Nach Klein und Poincaré?) ist es nun môglich und zwar 
im wesentlichen nur auf eine Weise, die zu einer beliebigen alge- 
braischen Fanktion gehôrende kanonisch zerschnittene Riemannsche 
Fläche vermittelst einer Funktion Z(x,y), welche auf der Riemann- 
schen Fläche überall definiert werden kann und den Charakter 
einer rationalen Funktion von x und y hat, konform auf ein Grenz- 
kreispolygon abzubilden. Dabei zeigt es sich, daB die Funktion 
Z(x,y) von der speziellen Wahl des kanonischen Schnittsystems 
nicht abhängt; was bekannt ist. Der Grenzkreis hat, 
wenn das Geschlecht » des algebraischen Gebildes gleich eins ist, 


1) Es macht übrigens hierbei keinen Unterschied, ob die Kurve im n-dimen- 
sionalen Raume oder in der Ebene verläuft, da man sofort vermittelst einer 
reellen birationalen Transformation vom ersten Fall auf den zweiten über- 
gehen kann. 

2) Die Herren Klein und Poincaré bedienten sich in ihren grundlegenden 
Abhandlungen einer Methode, welche sie als Kontinuitätsmethode (méthode de 
continuité) bezeichneten und auf die hier nicht näher eingegangen werden soll. 
Später wurde ein anderer auf Herrn Schwarz zurückgehender Beweisansatz, 
welcher das Abbildungsproblem mit dem Problem der Integration der partiellen 
Differentialgleichung Au — e* in Zusammenhang bringt, von den Herren Picard 
und Poincaré zur Durchführung gebracht. 

Picard: Journal de Math. sér. 4, t. 9, pag. 195 ff, pag 273—291; Comptes 
Rendus, t. 116, p. 1075; Crelles Journal, Bd. 130, pag. 243—9258. 
Poincaré: Journal de Math. sér. 5, t. 4, pag. 137—230. 
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unendlich gro$en Radius. Im Falle p — 0 tritt an Stelle der Kreis- 
fläche die ganze Ebene (incl. des unendlich fernen Punktes). In 
diesem Falle gibt es überhaupt nur eine einzige Klasse. Im Falle 
p = 1 bilden die Riemannschen Klassen noch eine, zwei von 
einander unabhängige reelle Konstanten enthaltende, Mannigfaltig- 
keit; in den Fällen p = 2 ist die Zahl der Konstanten gleich 6p—6. 


Durch die Aufstellung der Funktion Z{(x,y) wird jedem alge- 
braischen Gebilde (x,y) eine bestimmte Gruppe linearer Sub- 
stitutionen der Variablen Z zugeordnet, nämlich die Gruppe aller 
derjenigen Substitutionen, welche die Variable Z erfahren kann, 
wenn man eine beliebige geschlossene Bahn im Gebilde (x,y) be- 
schreibt. Diese Gruppe steht zu dem algebraischen Gebilde in 
einer sehr charakteristischen Beziehung, welche durch folgende 
Bemerkungen näher gekennzeichnet wird. 


1. Die Gruppe G ist für alle algebraischen Gebilde, welche 
einer und derselben Riemannschen Klasse angehôren, dieselbe. 

2. Zwei algebraischen Gebilden, welche nicht derselben Rie- 
mannschen Klasse angehôren, sind auch verschiedene Gruppen 
zugeordnet. 

FaBt man nunmebr nur solche algebraischen Gebilde (x, y) ins 
Auge, welche reellen algebraischen Kurven entsprechen — als 


Die diesen Gegenstand betreffenden allgemeinen Untersuchungen des Herrn 
Schwarz sind bisher nicht publiziert worden. In seinen Ges. Abhandlungen 
teïlte Herr Schwarz einige Notizen mit (Bd. II, pag. 363—368). 

In neuester Zeit wurde das in Rede stehende Abbildungsproblem von Herrn 
Johannsson behandelt. Die Arbeiten von Johannsson schliesen sich an 
eine früher von Herrn Poincaré verôffentlichte Abhandlung an. 

Poincaré: Sur un théorème de la théorie générale des fonctions (Bulletin 
de la société math. de France, t. XI). 

Jobannsson: Über die Uniformisierung Riem annscher Flächen mit end- 
licher Anzahl Windungspunkte (Acta soc. Fenn., t. 33. 1905). 

Derselbe: Ein Satz über die konforme Abbildung einfach zusammen- 
hängender Riemann scher Flächen auf den Einheitskreis. (Math. Annalen Bd. 
62, 1906). 

Derselbe: Beweis der Existenz linearpolymorpher Funktionen vom Grenz- 
kreistypus auf Riemannschen Klächen. (Math. Annal. Bd. 62, 1906). 

. Die zuletzt erwähnte Abhandlung ist jedoch, wie mir scheint, nicht einwand- 
frei, da die pag. 191. gemachte Bemerkung ,Jede auf (p,0) unverzweigte Funk- 
tion ist nun u.s.w.“, auf einer irrtümlichen Anwendung des von Johannsson 
selbst gefundenen wertvollen Grundgedankens beruht. 

Einen neuen Beweis teilt der Verfasser der vorliegenden Mitteilung 
in der unmittelbar folgenden Note ,Über die Uniformisierung beliebiger ana- 
lytischer Kurven“ mit. 
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reelle algebraische Kurven werden hierbei, wie oben, solche al- 
gebraische Kurven bezeichnet, welche nicht nur durch eine irre- 
duzible Gleichung mit reellen Koeffizienten definiert werden kônnen, 
sondern auch mindestens einen reellen Zug aufweisen —, s0 er- 
scheint es zweckmäBig, den Riemannschen Klassenbegriff dadurch 
zu verengern, daB nur solche reellen algebraischen Gebilde als 
derselben Klasse angehôrig betrachtet werden, die durch eine 
reelle birationale Transformation in einander übergeführt werden 
kônnen. Die Bedingung der Realität der Koeffizienten in den 
Gleichungen, welche die birationale Transformation ausdrücken, 
ist darum wesentlich, weil es sehr wohl vorkommen kann, daf 
zwei in unserm Sinne reelle algebraische Gebilde durch eine kom- 
plexe birationale Transformation in einander übergeführt werden 
kônnen, jedoch nicht durch eine reelle, ein Umstand, der seine 
geometrische Erklärung darin findet, daB eine und dieselbe Rie- 
mannsche Fläche auf mehrere verschiedene Weisen im Sinne der 
konformen Abbildung als zu sich selbst symmetrisch betrachtet 
werden kann. 

Nunmehr genügt es, um die Bedeutung der unter Ia und Ib 
charakterisierten Transzendenten z(x,7) erkennen zu lassen, fol- 
genden Satz auszusprechen : 


Satz: Die unter Ia und Ib charakterisierte Trans- 
zendentez(x,y) leistet für reellealgebraische Gebilde 
bei Zugrundelegung des engeren Klassenbegriffs 
dasselbe, was die genannte Transzendente Z{(x,y) für 
beliebige algebraische Gebilde bei Zugrundelegung 
desallgemeinen RiemannschenKlassenbegriffs leistet, 
nämlich die Bestimmung eines für die Klasse charak- 
teristischen gegenüber birationalen Transformationen 
invarianten NormalgebildesinGestalt einer Gruppe'). 


In bezug auf die unter IIa und IIb charakterisierten Trans- 
zendenten kann ein analoger Satz behauptet werden. 


1) Das Problem der Bestimmung eines der Klasse zugeordneten invarianten 
Normalgebildes wurde von Herrn Nôther in algebraischem Sinne gelôst durch 
die Konstruktion der sogenannten Nôtherschen Normalkurve der @. Die hier 
gegebene gruppentheoretische Lôsung kann, wie ich in der unmittelbar folgenden 
Mitteilung ,Über die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven“ darlege, auf 
beliebige transcendente Kurven ausgedehnt werden. 


Ueber 
die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. 


Von 
Paul Koebe in Gôüttingen. 


Vorgelegt durch Herrn F. Klein in der Sitsung am 11. Mai 1907. 


{Das Problem der Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven, 
d.i. das Problem der Bestimmung einer Hülfsvariablen t, durch 
deren Einfübrung als unabhängige Variable die Cartesischen Koor- 
dinaten der Punkte der betreffenden Kurve eindeutige analytische 
Funktionen werden, ist zuerst von Herrn Poincaré in einer be- 
rühmten Abhandlung untersucht worden. 

H. Poincaré: Sur un théorème de la théorie générale des 
fonctions. (Bulletin de la société mathématique de France, t. XI, 
1883). 

Die von Herrn Poincaré angewandte Beweismethode führte 
jedoch insofern nicht zu einer vollständigen Erledigung des in 
Rede stehenden Problems, als durch die Einführung der elliptischen 
Modulfunktion als Vergleichsfunktion gewisse Punkte des analy- 
tischen Gebildes ausgeschlossen wurden, die durch die Natur des 
Problems nicht ausgezeichnet waren. (Vgl. die Schlufbemerkung 
Poincaré’s) Auf diesen Umstand, der eine gewisse Unvoll- 
kommenheit der Poincaréschen Resultate mit sich brachte, hat 
auch Herr Hilbert in seinem bekannten auf dem internationalen 
Mathematikerkongref in Paris (1900) gehaltenen Vortrage') hin- 
gewiesen. 

Indem der Verfasser der vorliegenden Mitteilung sich bemühte, 
die bezeichnete Lücke auszufüllen, gelangte er zur Aufstellung 


1) Hilbert: Mathematische Probleme. Gôttinger Nachrichten 1900, pag. 
290ff. S. auch Archiv der Mathematik und Physik, 8. Reihe I. 
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von vier die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven be- 
treffenden Theoremen. 

Von diesen vier Theoremen beziehen sich die beiden ersten 
auf beliebige reelle oder komplexe analytische Kurven. Ob- 
gleich Herr Poincaré diese beiden Theoreme in der hier mitge- 
teilten vollkommenen Form (1. c.) nicht ausgesprochen, geschweige 
denn bewiesen hat, scheint es mir doch unzweifelhaft zu sein, daf 
er dieselben bereits damals (1883) im Sinne gehabt hat. Diese 
beiden Theoreme stellen Verallgemeinerungen gewisser von den 
Herren Klein und Poincaré in ihren grundlegenden Abhand- 
langen über automorphe Funktionen aufgestellter Theoreme dar, 
welche die konforme Abbildung einer zu einer algebraischen 
Funktion gehôrenden kanonisch zerschnittenen Rie mannschen 
Fläche auf ein Grenzkreispolygon betreffen'). Die beiden letzten 
der genannten vier Theoreme beziehen sich speziell auf reelle ana- 
lytische Kurven, d. s. analytische Kurven, welche mindestens einen 
reellen Zug aufweisen, im übrigen aber vôllig beliebig sind. Diese 
beiden Theoreme stellen Verallgemeinerungen der vom Verfasser 
in der unmittelbar vorhergehenden Mitteilung entwickelten auf 
reelle algebraische Kurven sich beziehenden Sätze dar und be- 
treffen Fragestellungen, die auch an sich in gewissem Sinne neu 
sein dürften. 

Die Theoreme, um deren Begründung es sich handelt, lauten 
folgendermafen. 

Erstes Theorem. Es sei eine beliebige monogene 
analytische) Kurve x,,4,,...,x,) gegeben, wobei mit 
Li, Las. %, die Koordinaten eines auf der Kurve be- 
findlichen veränderlichen Punktes bezeichnet sind. 
Von den komplex zu denkenden Veränderlichen 2,, 
Li. 4, ist nur eine unabhängig veränderlich. 

Es wird behauptet, daf es eine Funktion 


t= (x) = tx) =... = i,(,) = ((,,2,,..,2,) 


gibt, welche folgende Eigenschaften hat: 

Die Funktion t(x,,x,,...,æ,) hat an allen inneren 
Punkten des analytischen Gebildes (x,,x,,...,x,), ds. 
alle diejenigen Punkte, an welchen das Gebilde den 
Charaktereines algebraischen Gebildes besitzt, den 
Charakterrationaler Funktionen der Veränderlichen 


1) Ausführlichere Literaturangaben findet der Leser in der unmittelbar vor- 
hergehenden Note. Einen neuen Beweis der betreffenden Klein-Poincaréschen 
Existenzsätze gibt der Verfasser am Schlusse dieser Mitteilung. 
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(r,,2,,.., 2) Die Veränderlichen (x,,x,,...,x,) sind ein- 
deutige analytische Funktionen der Veränderlichen 
t; ebensoist jede für alleinneren Punkte des Gebildes 
a(,, 2,,..., &,) mit demCharakter rationaler Funktionen 
von %,,%,,..,4, erklärte analytische Funktion eine 
eindeutige Funktion der Veränderlichen t. 


Normierung der Grôsse {. Durch Vermittelung der Funktion 
t (x,,x,,...,x,) wird das ganze Innere des Gebildes (d.i. die Gre- 
samtheit aller inneren Punkte des Gebildes) konform auf einen die 
t-Kugel schlicht überdeckenden einfach zusammenhängenden Be- 
reich abgebildet. Dieser einfach zusammenhängende Be- 
reich kann unter Umständen von der Vollkugel mit Aus- 
nahme eines einzigen Punktes oder auch von der ganzen 
Vollkugel gebildet werden. In den andern Fällen kann 
man die GrüBe { in der Weise normiert denken, daf 
dererwähnte einfachzusammenhängende Bereich sich 
als Kugelkalotte darstellt". Bei Berücksichtigung 
dieser normierenden Bedingung kann man in allen 
drei Fällen behaupten, daf die Funktion t(x,,x,,...,«,) 
durch ihre oben angegebenen Eigenschaften vollstän- 
dig bestimmt ist bis auf eine lineare Substitution. 
Die Substitutionen, durch welche je zwei Zweige der 
normierten Funktion é auf dem analytischen Gebilde 
zusammenhängen, sind linear. Die normierte Funk- 
tion { kann daher als Lüsung einer linearen Differen- 
tialgleichung 3. Ordnung 


Da, C) = T(m:%,,...,2) 


erklärt werden, wobei mit D,(f) der Schwarzsche 
Differentialausdruck und mit v(x,x,,...,x,) eine be- 
stimmte für das ganze Innere des Gebildes (x,,4,,...,2,) 
mit dem Charakter rationaler Funktionen erklärbare 
eindeutige analytische Funktion bezeichnet ist. 


Zweïites Theorem. Im Innern des analytischen Ge- 
bildes (x,, x,,..., x,) denke man sich endlich oder unend- 


1) Der Fall der ganzen Vollkugel tritt nur bei algebraischen Kurven ein 
und zwar dann und nur dann, wenn das Geschlecht der Kurve gleich null ist. 
Die Durchführung der Alternative zwischen Kugelkalotte und Vollkugel mit 
Ausnahme eines Punktes bildet den Kernpunkt der ganzen Untersuchung. Die 
Untersuchungsmethode, welche Herr Poincaré (1. c.) angewandt hat, führte nur 
auf den Fall der Kugelkalotte. 
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lich viele Punkte beliebig markiert, wobei nur der 
Bedingung genügt sein mu, da alle im Innern des 
Gebildes (x,,x,,...,x,) etwa vorhandenen Häufungs- 
punkte der definierten Punktmenge nicht zur Menge 
selbst gehôren1). Jedem Punkte der Menge denke man 
sich eine positive ganze Zahl, welche 2 oder © ist, 


zugeordnet. 
Dann wird behauptet, daf es eine Funktion 
l = t,(x;) rai t, (x) OU Sr t, (tu) = AC AN V2 z,) 


mit folgenden Eigenschaften gibt: 

Die Funktion {(x,,x,,...,x,) hat an allen inneren 
Punkten des Gebildes (x,,x,,...,4,), ausgenommen die 
vorhermarkierten Punkte, den Charakterrationaler 
Funktionen der Veränderlichen zx,,x,,...,x, Be- 
schränkt man sich auf die Umgebung eines der mar- 
kierten Punkte, so besitzt dieFunktiont(x,,x,,...,x,), 
welchenZweig derselben man auch wähle, die Eigen- 
schaft?), sich nacheiner bestimmten Anzahl von Um- 
läufenumdenbetreffenden Punkt zu reproduzieren; 
diese Anzahl ist gleich der dem betreffenden Punkte 
zugeordneten ganzen Zahl®. Führt man die Ver- 
änderlichetalsunabhängige Variableein, sowerden 
nicht nur die Veränderlichen x,,x,,...,r, eindeutige 
analytische Funktionen vont, sondern auch alle die- 
jenigenfür das ganze Innere des Gebildes(x,,x,,...,x,) 
mit dem Charakter rationaler Funktionen erklär- 
baren analytischen Funktionen, welche sich an den 
markierten Punkten in der Weise verzweigen, daf 
die Anzahl der Umläufe, welche erforderlich ist, um 
die Funktion zu ihren Ausgangswerten zurückzu- 
führen, für jeden einzelnen der markierten Punkte 
mit der diesem Punkte zugeordneten ganzen Zahl 
oder einem Teiler derselben überstimmt. Insbeson- 
dere ist daherdiejenige Funktiontf(x,,x,,...,x,), welche 
man erhält, wenn alle zugeordneten Zahlen gleich co 


1) Aus der angegebenen Bedingung kann der SchluB gezogen werden, daB 
die Punktmenge abzählbar ist. 

2) Um diese Eigenschaft formulieren zu kônnen, bedurfte es der Einführung 
obiger Bedingung für die Menge der markierten Punkte. 

8) Der Ausdruck: eine Funktion reproduziert sich erst nach unendlichvielen 
Umläufen um einen Punkt, soll nur besagen, da8 sie sich nicht nach endlich 
vielen Umläufen reproduziert. 
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gewählt werden, eine uniformisierende Variable 
überhaupt aller für das ganze Gebilde (x,,x,,...,x,), 
ausgenommendie markierten Punkte, mit dem Charak- 
ter rationaler Funktionen definierten analytischen 
Funktionen. 


Normierung der Grôsse {. Die durch die angeführten Eigen- 
schaften charakterisierte Fanktion é(x,, x,, ..., x,) besitzt an allen 
markierten Punkten des Gebildes (x,, x,, ..., x,), ausgenommen die- 
jenigen, denen die Zahl co zugeordnet ist, den Charakter alge- 
braischer Funktionen von x,,x,,...,æ.. Durch Vermittelung der 
Fanktion #(x,, x,, ..., «,) wird das ganze Innere des Gebildes, aus- 
genommen die soeben erwähnten Punkte der Signatur co, konform 
auf einen die {-Ebene schlicht überdeckenden einfach zusammen- 
hängenden Bereich abgebildet u.s. w. (S. erstes Theorem). 


Drittes Theorem. Die analytische Kurve(x,,x,,...,x,) 
sei speziell eine reelle analytische Kurve, d.i. eine 
analytische Kurve, welche mindestens einen reellen 
Zug besitzt, im übrigen aber vôllig beliebig ist! 

Dann wird behauptet, daf es eine analytische 
Funktion 


t = t, (x) FRE 1, (23) re A CA) = 1(X,,2,,..., 24) 
mit folgenden Eigenschaften gibt: 
Die Funktion t(x,,x,,...x,) hat für alle inneren 


Punkte des analytischen Gebildes (x,,x,,...x,) den 
Charakter rationaler Funktionen der Veränder- 
lichen z,,x,,...,2,. Die Funktion té nimmt auf den re- 
ellen Zügen nur reelle Werte an. Alle analytischen 
Funktionen, welche im ganzen Innern des Gebildes 
(x, 2, .…, 2,) mit dem Charakter rationaler Funktionen 
erklärt werden kônen und auf den reellen Zügen nur 
reelle Werte annehmen, sind eindeutige analytische 
Funktionen der Variablen #{?). 


1) Die Anzahl der reellen Züge kann auch unendlich groB sein; in jedem 
Falle ist sie abzählbar. 

2) Ist die Kurve (x,, x:...., æ,) eine reelle algebraische Kurve, so genügt 
es, wie sich dartun läft, zu verlangen, daf die Variablen x,,x,, ..., x, selbst ein- 
deutige analytische Funktionen vontsind. Die damit ausgedrückte Eigenschaft der 
GrôBe t, im Verein mit den beiden erstgenannten Eigenschaften, hat nämlich zur 
Folge, daf überhaupt alle im Innern des Gebildes (x, x, ..., x,) mit dem Cha- 
rakter rationaler Funktionen von x,, æ,,..., x, erklärten analytischen Funktionen, 
welche auf den reellen Kurvenzügen nur reelle Werte annehmen, eindeutige 
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Normierung der Grôsse t‘'). Die durch die angeführten 
Eigenschaften charakterisierte Funktion é nimmt an einem Punkte 
des Gebildes (x,, x,, ..., x,), welcher nicht auf einem reellen Kur- 
venzuge liegt, keinen reellen Wert an. Durch Vermittelung der 
Funktion é(x,,x,,...,x,) wird das ganze Innere des Gebildes (x,, 
%,,.., Xh) konform auf einen die {-Ebene schlicht überdeckenden 
Bereich von endlichem oder unendlich hohem Zu- 
sammenhange abgebildet, welcher durch die Acbse des Reellen 
in zwei zu einander symmetrische einfach zusammenhängende 
Hälften zerlegt wird. Durch eine passende konforme Abbildung, 
bei welcher alle Eigenschaften der Grôfe £ erhalten bleiben, kann 
man erreichen, daf die genannten beiden einfach zusammenhängenden 
Bereiche die Halbebenen sind, in welche die {-Ebene durch die 
Achse des Reellen zerlegt wird. Bei Berücksichtigung dieser nor- 
mierenden Bedingung kann man behaupten, daf die Funktion 
t(x,, x,, .., 4,) durch ihre Eigenschaften bis auf eine reelle lineare 
Substitution bestimmt ist. Die normierte Funktion t(x,, 
L,,.., T,) kann erklärt werden als Lôsung einer line- 
aren Differentialgleichung 3. Ordnung 


D,, () = 1(2,,%,,..., LT), 


wobeimit D, (t) der Schwarzsche Differentialausdruck 


und mit t(x,,x,,...,4,) eine bestimmte für das ganze 
Innere des Gebildes (4%,,x,,...,x,) eindeutig und mit 
dem Charakter rationaler Funktionen der Verän- 
derlichen x,,4,,...,«,erklärbareanalytische Funktion 


bezeichnet ist, die auf den reellen Kurvenzügen 
lauter reelle Werte annimmt. 


Viertes Theorem. Man denke sich im Innern des ana- 
lytischen Gebildes (x,,x,,...,+x,)endlichoderunendlich 
viele Punkte markiert und mit ganzen Zahlen > 2 
oder — © versehen; (Vgl. das zweite Theorem). Die 
Auswahl der Punkte ist so zu treffen, da kein mar- 
kierter Punkt auf einem reellen Kurvenzuge liegt 
und daf mit jedem markierten Punkte auch der ihm 
Funktionen von t werden; (vgl. die unmittelbar vorhergehende Mitteilung des 
Verfassers). 

1) Ist die Kurve (x;,%,...,x,) eine reelle algebraische Kurve, 50 kann 
der Nachweis geführt werden, daB das Erfülltsein der Normierungsbedingung eine 
Foige der übrigen Eigenschaften ist. (S. die unmittelbar vorhergehende Mit- 
teilung des Verfassers). 
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symmetrisch entsprechende Punkt markiert wird 
und dieselbe Zahl zugeordnet erhält. 
Dann wird behauptet, daB es eine Funktion 


t = ACA) ai t, (xs) mi A CA) = t(2,,%,,...,2,) 
mit folgenden Eigenschaften gibt: 

Die Funktion t(x,,x,,...,æ,) hat an allen inneren 
Punkten des Gebildes (x,,%,,...,x,), ausgenommen die 
maïrkierten Punkte, den Charakter rationaler Funk- 
tionen der Veränderlichen x,,2,,...,2,. 


An den markierten Punkten verzweigt sich die 
Funktion { den zugeordneten Zahlen entsprechend; 
(vgl. das zweite Theorem). Die Funktion t{ nimmt auf 
den reellen Kurvenzügen nur reelle Werte an. Alle 
analytischen Funktionen, welche für das ganze 
Innere des Gebildes (x,,x,,...,x,), ausgenommen die 
markierten Punkte, den Charakter rationaler Funk- 
tionen haben, auf den reellen Kurvenzügen nur 
reelle Werte annehmen und an den markierten 
Punkten so verzweigt sind, daf die Anzahl der 
an jedem markierten Punkte zusammenhängenden 
Zweige stets ein Teiler der dem Punkte zugeord- 
neten ganzen Zahl oder ihr gleich ist, sind eindeu- 
tige analytische Funktionen der Variablen t. 

Normierung der Grësse f. Die Funktion ét bat an denjenigen 
markierten Punkten, denen eine endliche Zahl zugeordnet ist, den 
Charakter algebraischer Funktionen der Veränderlichen x,, z,, ..., 
z,, und es wird durch Vermittelung der Funktion é(x,,x,,..., %,) 
das ganze Innere des Gebildes (x,, x,,...,x,), ausgenommen die- 
jenigen markierten Punkte, denen die Zahl © zugeordnet worden 
ist, auf einen die {-Ebene schlicht überdeckenden Bereich von end- 
lichem oder unendlich hohem Zusammenhang abgebildet, welcher 
u.s.w.; (s. das dritte Theorem). 


Beweis der vier Theoreme. 

Bei dem Beweise, welchen der Verfasser im folgenden für 
die vorher formulierten vier Theoreme mitteilt, ergibt sich ein 
bemerkenswerter Zusammenhang der hier untersuchten Uniformi- 
sierungsprobleme mit demjenigen Fragenkreise, welcher von Herrn 
Picard durch die Aufstellung des sogenannten Picar dschen 
Satzes erschlossen wurde und welcher in neuester Zeit durch die 
Herren Landau, Hurwitz, Schottky, Boutroux, Cara- 
théodory weiter untersucht worden ist. 
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Der Beweis der vier Theoreme hängt mit dem Nachweiïse 
des folgenden allgemeinen Abbildungssatzes über einfach zusammen- 
hängende Bereiche zusammen. 

Ein allgemeiner Abbildungssatz. Es sei B irgend ein 
nach Art einer Riemannschen Fläche!) über der z-Ebene 
ausgebreiteter einfach zusammenhängender Bereich, 
welcher endlich- oder unendlich-vielblättrig sein 
kann. Der Bereich B kann in seinem Innern endlich 
oder unendlich viele Windungspunkte haben; die Ord- 
nungszahl jedeseinzelneninneren Windungspunktes 
ist jedoch endlich. Die Anzahl der Blätter und die 
Anzahlder Windungspunkteist abzählbar?) Hat der 
Bereich B in irgend einem seiner Blätter Grenz- 
punkte oder ganze Begrenzungslinien, so werden 
dieselben zum Bereiche B selbst nicht mitgerechnet 

Unter den genannten vôllig allgemeinen Voraus 
setzungen über den Bereich B gilt die Behauptung: 
Esistmôglich, den einfach zusammenhängenden Be- 
reich B in eindeutig umkehrbarer Weise konform 
auf einen die Kugel schlicht überdeckenden eben- 
falls einfach zusammenhängenden Bereich abzubil- 
den. Der letztere Bereich wird entweder von der 
ganzen Vollkugel gebildet oder von der ganzen 
Vollkugel mit Ausnahme eines Punktes oder von 
einer Kugelkalotte, deren Begrenzungskreis nicht 
als zur Kalotte gehôrig betrachtet wird. 

Der einfach zusammenhängende Bereich, um dessen Abbildung 
auf einen schlichten Bereich es sich beim Beweise des ersten Theo- 
rems handelt, wird aus dem Gebilde (z,, x,, ..., «,) folgendermaBen 
gefanden. Man betrachte eine der Veränderlichen x,, x,, ..., x,, 
etwa x,, als unabhängige Veränderliche und bilde diejenige Rie- 
mannsche Fläche, welche gleichzeitig die Verzweigung der 
Fanktionen x,(x,), x, (x,), ..., æ,(x,), soweit dieselben den Charakter 
algebraïscher Funktionen haben, geometrisch darstellt. Die so 
gefundene Riemannsche Fläche wird dann, falls sie nicht schon 
einfach zusammenhängend ist, durch einen bestimmten Ueberlage- 


1) Die Annabhme, da8 der einfach zusammenhängende Bereich über der Ebene 
wie eine Riemannsche Fläche ausgebreitet ist, ist für den Beweis, welchen ich 
weiter unten gebe, unwesentlich. Diese Bemerkung kommt für gewisse Anwen- 
dungen in Betracht, die ich demnächst zu publizieren beabsichtige. 

2) Riemannsche Flächen mit nichtabzählbarer Blätterzahl oder nicht ab- 
zählbarer Anzabl der inneren Windungspunkte gibt es bekanntlich nicht. 
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rungsproze in eine einfach zusammenhängende Fläche B ver- 
wandelt. Die Herstellung dieser Fläche B bietet keine prinzipiellen 
Schwierigkeiten dar !). 

Die einfach zusammenhängende Fläche B, um deren Abbildung 
auf einen schlichten Bereich es sich beim zweiten Theorem handelt, 
entsteht aus der soeben konstruierten einfach zusammenhängenden 
Fläche B durch nochmalige Anwendung des Ueberlagerungspro- 
zesses. Die Fläche B weist relativ zur Fläche B endlich oder 
unendlich viele Windungspunkte auf, welche den auf dem Gebilde 
(&,, z,,..., æ,) markierten Punkten entsprechen. 

Beim dritten und vierten Theorem handelt es sich um die 
konforme Abbildung gewisser durch den Ueberlagerangsprozel 
entstehender einfach zusammenhängender Bereiche auf eine die 
Ebene schlicht überdeckende Halbebene. Um zu den betreffenden 
einfach zusammenhängenden Flächen zu gelangen, bemerke man 
zunächst, daB die von Herrn Klein eingeftihrte Einteilung der 
zu reellen algebraischen Kurven gehôrenden Riemannschen 
Flächen in orthosymmetrische und diasymmetrische 
Flächen auch auf die zu beliebigen reellen transzendenten analy- 
tischen Kurven gehôrenden Riemannschen Flächen ausgedebnt 
werden kann. In der Tat kann man durch eine einfache Ueber- 
legung dartun, daf die zu einer beliebigen reellen analytischen 
Kurve gehôürende Riemannsche Fläche, falls sie längs allen den- 
jenigen Linien aufgeschnitten wird, welche die reellen Züge des 
analytischen Gebildes auf der Riemannschen Fläche reprä- 
sentieren, entweder in zwei zu einander symmetrische Hälften 
H, und H, zerlegt wird (orthosymmetrischer Fall) oder ein 
zu sich selbst symmetrisches zusammenhängendes Ganzes G bleibt 
(diasymmetrischer Fall), Wird im orthosymmetrischen Falle 
die Fläche H,, im diasymmetrischen Falle die Fläche G durch 
den Ueberlagerungsprozef in eine einfach zusammenhängende 
Fläche verwandelt, so erhält man diejenige Fläche B, um deren 
Abbildung auf eine Halbebene bezw. Kugelkalotte es sich beim 
Beweise des dritten Theorems handelt. Beim Beweise des 
vierten Theorems handelt es sich um die Abbildung eines Bereiches 
B ‘auf eine Halbebene, und zwar entsteht B aus D auf analoge 
Weise, wie B aus B. Der oben behauptete allgemeine Abbildungs- 


satz gelangt auf die Bereiche F und B in der Weise zur An- 
wendung, daB das Eintreten des Falles der Vollkugel und des 
Falles der Vollkugel mit Ausschluf eines Punktes als unmüglich 


1) S. Poincaré. (1 c.). 
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erkannt wird. Man braucht dazu nur die Bemerkung zu machen, 


daB die Bereiche F und B je als Teilbereich eines weiteren ein- 
fach zusammenhängenden Bereiches aufgefaft werden kônnen, der 


entsteht, wenn man B bezw. B über eine seiner Begrenzungslinien 
hinweg ein Stück fortsetzt. 

Beweis des allgemeinen Abbïldungssatzes. Man erkennt zu- 
nächbst, daB der Fall der ganzen Vollkugel nur für geschlossene 
einfach zusammenhängende Flächen B eintreten kann, welche die 
Ebene überall mit gleicher und zwar endlicher Blätterzahl be- 
decken und in ihrem Innern nur endlich viele Windungspunkte 
haben. Der Beweis für die Môüglichkeit der konformen Abbildung 
einer solchen Fläche auf die schlicht zu denkende vollständige 
Oberfläche einer Kugel ist bereits durch Herrn Schwarz geführt 
worden !). 

Ist der abzubildende einfach zusammenbängende Bereich B 
nicht von der soeben geschilderten Beschaffenheit, so ist es müg- 
lich, eine unendliche Folge von Bereichen B,, B,,..., Bb zu 
konstruieren, welche folgenden Bedingungen genügen: 

Jeder der Bereiche B,, B,,... liegt vollständig im Innern der 
Fläche B und ist, wie diese, einfach zusammenhängend. Jeder 
der Bereiche B,,B,,... ist endlichvielblättrig, hat in seinem 
Innern nur endlich viele Windungspunkte und wird von einer 
endlichen Anzahl von Stücken analytischer Linien, z.B. von lauter 
geradlinigen Strecken begrenzt. Der Bereich B,,, enthält den 
Bereich B, vollständig in seinem Innern; und zwar gilt diese Be- 
merkung für jeden Wert des Index x. Ist P irgend ein Punkt 
der Fläche B, so gibt es einen bestimmten Wert des Index n, so 
daf für diesen und für alle hôheren Werte des Index » der Punkt 
P im Innern von B, liegt. (Vgl. Poincaré, L.c.) 

Die Konstruktion einer allen angeführten Bedingungen ge- 
nügenden Folge von Bereichen bietet keine prinzipiellen Schwierig- 
keiten dar. 

Wird jetzt mit P, irgend ein im Innern des Bereiches B, befind- 
licher Punkt, der nicht Windungspunkt ist, bezeichnet, so gehôrt zu 
der unendlichen Folge der Bereiche B,, B,, ... eine unendliche Folge 
Greenscher Funktionen u,, u,,..., wobei mit, diejenige zum Bereich 


ns". 


1) S. den SchluB der Abhandlung: ,Ueber die Integration der partiellen 


2 2 
Differentialgleichung . + _ — 0 unter vorgeschriebenen Grenz- und Un- 


stetigkeitsbedingungen. Berliner Monatsberichte, 1870. S. auch Ges. Abhandlungen 
Bd. Il. 
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B, gehürende Greensche Funktion bezeichnet ist, welche auf der 
ganzen Begrenzung dieses Bereiches verschwindet und im Punkte 


P, unendlich wird wie log +. Die Differenz u,,, — w, ist im gan- 


zen Innern des Bereichs B, positiv. Für die mit wachsendem 
Index # wachsenden Funktionen «,,#,,... kann es nun unter Um- 
ständen eine obere Schranke geben, unterhalb deren sämtliche 
Funktionen u,,#,,... liegen. In der Tat gibt Herr Poincaré 
(Le) für die von ihm gebildeten Funktionen #,,",,... eine 
obere Schranke an. Um dies jedoch zu kôünnen, macht er 
(1. c.) die einschränkende Voraussetzung, da der Bereich, um 
dessen konforme Abbildung auf einen schlichten Bereich es sich 
handelt, drei Punkte der Ebene nicht überdeckt. In Anlebhnung 
an Poincaré’s Abhandlung stellt Herr Johansson in seiner 
Arbeit ,Ein Satz über die konforme Abbildung einfach zusammen- 
hängender Riemannscher Flächen auf den Einheitskreis“') die 
Forderung der ŒÆxistenz einer Majorante geradezu an die 
Spitze. Das einfache Beispiel, in welchem der Bereich B die 
schlicht zu denkende Ebene selbst mit Ausschluf des unendlich 
fernen Punktes ist und in welchem die Bereiche B, von lauter 
konzentrischen Kreisen mit P, als Mittelpunkt begrenzt sind, lebrt 
jedoch, daB die Voraussetzung der Existenz einer Majorante eine 
Einschränkung darstellt. + 

Die Begründung der Alternative: Kreisfläche mit 
endlichem oder Kreisfläche mit unendlich grofem 
Radius (— ganze Ebene mit Ausschluf des unendlich 
fernen Punktes) stellt den Kernpunkt der folgenden 
Untersuchung dar. 

Die Funktion , môge an der Stelle P, folgende Entwickelung 
haben: 


u, = log++e,+ (0) 


Da für jeden Wert des Index n die Bemerkung gilt, daf 
(u,,, —u,) ein im Gebiete B, überall positives Potential ist, und 
da (c.,, —c,) den Wert der Funktion (u,,, —u,) im Punkte P, dar- 
stellt, so ergibt sich: 


EE EEE A RES 


1) Math. Annalen, Bd. 62, 1906. 

2) Das Zeichen ((0)) soll hier und im Folgenden die Zusammenfassung aller 
der Glieder der Entwicklung bezseichnen, welche an der Stelle, für deren Umge- 
bung die Entwicklung gilt, verschwinden. 
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Nun sind zwei Füälle môglich: 
Erster Fall: limc, — c — endliche GrôBe 


n=—=@ 
Zweiter Fall: lime, = co. 
n=—=œo 
Erster Fall. In diesem Falle kann man, weil (c,,,—c,) 
den Wert des positiven Potentiales (u,,, —u,) im Punkte P, dar- 
stellt, mit Hülfe des Harna ckschen Satzes über positive Potentiale 
schliefen, daB die Funktionen w,,u,,... gleichmäfig gegen ein 


Potential # konvergieren, welches im Punkte P, wie log ge unend- 


lich wird. Ist dann v das dem Potentiale « zugeordnete Po- 
tential, so vermittelt die Funktion 
ein 
eine konforme Abbildung der vollständigen Fläche B auf die 
schlicht zu denkende Fläche des Einheitskreises. 

Zweiter Fall. In dem Falle, in welchem limc, = co ist, 


n = 
stellen die Funktionen «,, «,,... eine nicht konvergierende Folge 
von Funktionen dar. Man konstruiere dann die Potentiale 
U,, UF, HT, 
welche sich von den Potentialen ,,%,,..., bezw. nur dadurch 


unterscheiden, daf sie im Punkte P, mit der komplexen Koordi- 
nate z, anstatt der Unstetigkeit 


log = = Rlog(——) 


die Unstetigkeit 


r7'<08p — r(—— 
0 


besitzen. Um die Konvergenz der Potentiale U,, U,,... zu be- 
weisen, werden zwei Hülfsätze aufgestellt. 

Erster Hülfssatz. In der +-Ebene seien zwei die Ebene 
schlicht überdeckende einfach zusammenhängende Bereiche Z, und 
Z, gegeben, die beide ganz im Endlichen liegen und den Punkt 
z = 0 in ihrem Innern enthalten. Die Begrenzungslinien von Z und 
Z, mügen bez. mit 6, und 6, bezeichnet werden. Es sei d die MaBzahl 
der Länge des kürzesten Abstandes der Begrenzungslinien 6, und 6, 
vom Punkte z = 0. Wird mit Us, dasjenige Potential bezeichnet, 
welches in Z, (excel. z — 0) eindeutig und regulär ist, auf 6, ver- 


schwindet und im Punkte z — O0 unendlich wird wie # (=) wird 
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ferner mit Us, das für den Bereich Z, entsprechend gebildete 
Potential bezeichnet, so ist die Differenz 
2 
[Uo, — Us, | << F3 
für das ganze Gebiet, welches den Bereichen Z, und Z, gemein- 
sam ist. 
Der Beweis ergibt sich, wenn man beachtet, daf 


Us, —R F) <7 inmerhalb 3, 


Us, — À e | alle. 
£ d 

Zweiter Hülfssatz. Es sei Z ein Bereich, welcher nur 
den folgenden Bedingungen unterworfen ist: Der Bereich Z über- 
deckt die z-Ebene nirgends mehrfach, liegt ganz im Endlichen, 
enthält den Punkt z — O0 in seinem Innern und hat eine Be- 
grenzungslinie 6, deren kürzester Abstand vom Punkte z — 0 
unterhalb einer gegebenen endlichen GrôüBe y liegt. Mit us werde 
die zum Bereiche Z gehôrende Greensche Funktion bezeichnet, 


welche im Punkte z — 0 wie Rlog É) unendlich wird und auf 


der Begrenzung © verschwindet; ferner werde mit cs das konstante 
Glied in der Entwickelung der Funktion us an der Stelle s — 0 
bezeichnet, sodaf man hat: 


us — A log (=) + ce + (0) 


Dann gibt es eine von der besonderen Wahl des Bereiches Z 
unabhängige endliche Zahl C, so daB stets ist 
Ce < C. 

Beweis. Der Bereich Z sei zunächst so gewählt, daB seine 
Begrenzungslinie 6 vom Nullpunkt eine kürzeste Distanz hat, welche 
gleich der gegebenen GrôBe yist. Man fasse dann die über der z-Ebene 
ausgebreitete zweiblättrige Riemannsche Fläche ins Auge, welche 
die Verzweigung der Funktion V#—a geometrisch darstellt; hier- 
bei ist mit a ein Punkt der Begrenzung 6 bezeichnet, in wel- 
chem die Linie 6 ihren kürzesten Abstand vom Punkte z = 0 
erreicht. Aus der genannten Riemannschen Fläche denke 
man sich in dem einen Blatt die Fläche des Einheitskreises 
herausgeschnitten. Dadurch geht die geschlossene Riemannsche 
Fläche in eine einfach zusammenhängende Fläche H mit einer Be- 
grenzungslinie über. Nun erkennt man leicht, daf der Bereich 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1907. Hoft 9. 14 
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voliständig im Liber von H liegt. Bildet man dahér für die 
Fliche H die Greensche Fanktion w,, welche aûf dér: Begren- 
zung von H verschwindet und, im Punkte z — 0 unendlich wird 


wie À log ns so ist, falls w, an der Stelle z — 0 die Entwick- 
lang hat 
= Rlog(1)+ c,+ (0) 


c; < C;. Wählt man einen beliebigen anderen Bereich Z, der den 
Bedingungen des zu beweïisenden Hülfssatzes genügt und dessen 
Begrenzungslinie vom Nullpunkt die kürzeste Entfernung y hat, 
so tritt an Stelle der GrôBe C, eine GrôBe C, Man sieht je- 
doch .ohne weiteres, da |a| = |b|, daB C, = C, ist. Wird also 
der gemeinschaftliche Wert mit C bezeichnet, so hat man 

Ce <= 0. 


Der Beweis kann nun folgendermafen zu Ende geführt werden !). 
Es sei Z ein Bereich, für welchen die kürzeste Distanz gleich 


d<y ist. Der Bereich Z geht dann durch die Transformation z — Le 


in einen Bereich Z über, für welchen die kürzeste Distanz gleich 
y ist, und es ergibt sich 


ce << C—log (2) < C. 


Man kann den Hülfssatz auch in folgender Form aussprechen. 

Andere Form des zweiten Hülfssatzes?) Es sei ein 
die z-Ebene schlicht überdeckender ganz im Endlichen liegender Be- 
reich Zgegeben, der den Nullpunkt in seinem Innern enthält. Faft 
man die Gesamtheiït aller ganz im Endlichen gelegenen Bereiche Z” 
ins Auge, welche den Nullpunkt im Innern enthalten, die Ebene 
schlicht überdecken und mittelst eindeutig umkehrbarer konformer 
Abbildung in den Bereich Z übergeführt werden kônnen, derart, 
daB der Nullpunkt bei der Abbildung in sich übergeht und daf 


1) Die Zuendefübrung des Beweises gelang mir erst, nachdem ich meinen 
Satz (und zwar in der zweiten Form) Herrn Carathéodory mitgeteilt hatte, 
der darauf einen vollständigen von dem hier gegebenen verschiedenen Beweis des 
Satzes (in der zsweiten Form) fand, aus welchem ich das SchluBglied meines eigenen 
Beweises entnehmen konnte. 

2) In dieser Form erinnert der Satz sofort an gewisse von den Herren 
Landau, Hurwitz und Carathéodory behandelten Fragen. Der Satz ist 
jedoch wesentlich neu. Insbesondere gibt die Forderung der Schlichtheit der Ab- 
bildung dem Satze ein charakteristisches Gepräge. 
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das VergrôBerungsverhältnis an der Nullstelle den Wert eins 
hat, so gibt es eine nicht verschwindende Kreisfläche X, welche 
den Nullpunkt zum Mittelpunkt hat und ganz im Innern aller Be- 
reiche Z' liegt. 

Zusatz: Die genannte Kreisfläche X wird unendlich grof, 
wenn der Bereich Z in der Weise verändert wird, daB c, (8. oben) 
positiv unendlich wird. 

Die beiden vorstehenden Hülfssätze gestatten nun zu zeigen, 
daf die Potentiale U,, U,,... eine gleichmäBig konvergente Folge 
von Funktionen bilden. 

= Es handelt sich darum nachzuweïsen, da, wenn « eine beliebig 
klein gegebene positive von null verschiedene Grüfe ist, bei hin- 
reichender VergrüBerung des Index n 

| U, CE U,,, | < 
wird für das ganze Gebiet B, und bei willkürlicher Wahl einer 
positiven ganzen Zahl ». 

In der Tat wird durch hinreichende VergrôBerung aes Index 
n bewirkt, daf die beiden oben erklärten Zahlen c, und c,,, beliebig 
groB werden. Bildet man daher den Bereich B,,, konform auf die 
Fläche eines die Ebene schlicht überdeckenden Kreises Z, ab derart, 
daB bei der Abbildung der Punkt P, in den Nullpunkt übergeht 
und daB das VergrôBerungsverhältnis an der Stelle P, gleich eins 
ist, so wird bei hinreichender VergrôBerung von » auf Grund des 
zweiten Hülfssatzes nicht nur der Radius des Kreïses Z, sondern 
auch der kürzeste Abstand der Begrenzung des Gebietes Z, vom Null- 
punkte beliebig groB, wenn mit Z, das Gebiet bezeichnet wird, in 
welches der Bereich B, bei der betrachteten konformen Abbildung 
des Bereiches P,,, auf die Kreisfläche Z übergeht. Bei dieser kon- 
formen Abbildung gehen die Funktionen U,,, und U, in Funktionen 
Us, und U,, über, welche auf den Begrenzungslinien 6, bezw. 0, 


von Z, eu Z, verschwinden und im Nullpunkte wie a (1) un- 


endlich werden. Wendet man jetzt auf die Funktionen U,, und U,, 
den ersten Hülfssatz an, s0 ergibt sich die gewünschte Tres 
heit. Das Grenzpotential U, gegen welches die Potentiale U,, 
U,, ... gleichmäBig konvergieren, wird im Punkte P, wie R —. 
© 

unendlich und ist sonst auf der ganzen Fläche B eindeutig und 
regulär. 

Wird mit V das zum Potentiale U konjugierte Potenwum pe- 
zeichnet, so vermittelt die Funktion 


U+iV 


14 * 
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eine eindeutig umkebrbare konforme Abbildung der Fläche B auf 
einen die Ebene schlicht überdeckenden einfach zusammenhängenden 
Bereich B', welcher den unendlich fernen Punkt der Ebene in 
seinem Innern enthält und dessen vollständige Begrenzung von 
einem im Endlichen liegenden Punkt gebildet wird. 

Da8 der einfach zusammenhängende Bereich B’ die Ebene 
schlicht überdeckt, ergibt sich aus der Bemerkung, daB jede der 
Funktionen U,+ iV, eine konforme Abbildung des Bereiches B, 
auf die schlicht zu denkende ganze Ebene mit EinschluB des un- 
endlich fernen Punktes und mit AusschluB einer auf der Achse 
des Imaginären befindlichen endlichen geradlinigen Strecke ver- 
mittelt. DaB die Begrenzung des Bereiches B’ punktfôrmig ist, 
ergibt sich leicht indirekt. Würde nämlich die Begrenzung nicht 
durch einen einzigen Punkt gebildet, so gäbe es, weil B; einfach 
zusammenhängend ist, unendlich viele Grenzpunkte des Bereiches B’. 
Man kônnte daher für die Funktionen «,, #,... eine Majorante 
aufstellen und schlieBen, daB lim c, endlich ist entgegen der Vor- 

n= @ 


aussetzung. 

Hiermit ist der oben behauptete allgemeine Abbildungssatz 
bewiesen. 

Man kann jetzt nachträglich auch die Konvergenz gewisser 
anderer Ansätze beweisen. 

In der Tat erkennt man jetzt sofort, daB die Funktionen U,, 
U,,... auch, wenn lime, endlich ist, gegen ein Grenzpotential U 


# = 
konvergieren. Die Funktion U + V vermittelt dann eine konforme 
Abbildung des Bereiches B auf die ganze Ebene mit Ausschluf 
einer auf der Achse des Imaginären liegenden geradlinigen Strecke 
von endlicher Länge. 
Ebenso kann man den Ansatz der Funktionen *,, «,, ... durch 
eine geringe Modifikation auf eine Form bringen in welcher der- 


selbe nicht nur im Falle lime, — c, sondern auch im Falle 
n = 

limc, — o konvergiert. Der neue Ansatz besteht darin, da an 

n=@ 


Stelle der Funktionen v,,#,, ... bezw. die Funktionen 


WU =U—-C.,uUu = U,—-C,... 


gesetzt werden, wobei die GrôBen c,, c,,... die oben betrachteten 
Konstanten sind. Dieser Ansatz bedeutet geometrisch die Ausführang 
einer sukzessiven Folge konformer Abbildungen, von welchen die 
n-te den Bereich B, in eine die Ebene schlicht überdeckende Kreis- 
fläche mit dem Radius e%* und dem Nullpunkte als Mittelpunkt 
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überführt derart, daB dem Punkte P, der Nullpunkt entspricht 
und daf das VergrôBerungsverhältnis im Punkte P, den Wert 
eins hat. Die Konvergenz des Ansatzes ergibt sich aus dem 
elementaren Zusammenhange, in welchem die Funktionen 


U,+iV, und e7(än+i) 
stehen. 


Der Fall der algebraischen Kurven. 


Ist die Kurve (x,,4,,...,x,), um deren Uniformisierung es 
sich handelt, algebraisch, so stimmen, wie bereits zu Anfang bemerkt 
wurde, die uniformisierenden Transzendenten, deren Existenz im 
ersten und zweiten Theorem behauptet wird, mit gewissen Funk- 
tionen überein, deren Existenz von den Herren Klein und 
Poincaré zuerst behauptet und mittelst des Kontinuitätsprinzips 
erschlossen worden ist‘). Die Transzendenten, deren Existenz in 
dem dritten und vierten Theorem behauptet wird, stimmen, wenn 
die zu Grunde gelegte Kurve algebraisch ist, mit denjenigen 
Transzendenten überein, deren Existenz der Verfasser in der 
vorhergehenden Note ,Ueber die Uniformisierung reeller alge- 
braischer Kurven“ bewiesen hat ?). 

Was die zuerst bezeichneten Transzendenten anbetrifft, s0 
kann von dem hier erreichten Standpunkte aus mit Leichtigkeit 
ein vollständiger Beweis der betreffenden Klein-Poincaréschen 
Theoreme gewonnen werden, und zwar ein Beweis, bei welchem 
von dem Kontinuitätsprinzip kein Gebrauch gemacht wird. 

Wird z. B. eine algebraische Kurve vom Geschlecht p Z 2 be- 
trachtet, so handelt es sich nur darum, zu zeigen, daB in diesem 
Falle von den drei sich gegenseitig ausschlieBenden Môüglichkeiten : 
endliche Kreiïsfläche, ganze Ebene excl. unendlich ferner Punkt, 
ganze Ebene incl. unendlich ferner Punkt, die erste zutrifft. Dal 
die letzte Môglichkeit nicht zutrifft, ist unmittelbar klar. Daf 
aber auch die zweite Müglichkeit nicht zutreffen kann, ergiht sich 
aus der Bemerkung, daB anderenfalls die Variablen x,, &,, ...,x, 
eindeutige analytische Fuanktionen der Hülfsvariablen mit min- 


1) Es sind speziell diejenigen Existenzsätze gemeint, welche sich auf auto- 
morphe Funktionen mit einem Grenzkreïis beziehen. 

2) Der Inhalt der Theoreme Ia bis IIb der vorhergehenden Note geht 
übrigens über die hier im dritten und vierten Theorem aufgestellten Behauptungen 
wesentlich hinaus. 
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destens vier von einander unabhängigen Perioden ibres Argu- 


ments würden. 
Die Fälle » — 0 und p — 1 kônnen durch ein ähnliches und 
ebenso einfaches Ausschlufverfahren vollständig erledigt werden !). 


Schlassbemerkungen. 


Duarch die vorhergehende und die vorliegende Arbeit des Ver- 
fassers sind alle diejenigen auf algebraische und überhaupt analy- 
tische Kurven sich beziehenden Uniformisierungsprobleme erledigt, 
welche auf Gruppen reeller linearer Substitutionen führen?). 


1) Der Fall p — O0 ist von Herrn Schlesinger in zwei Abhandlungen 
(Journel für Mathematik Bd. 105 und 110) besonders untersucht worden. Der- 
selbe Fall wurde auch von Herrn Johansson (S. die Literaturangaben in der 
vorhergehenden Note des Verfassers) besonders betrachtet. Herr Johansson 
stüzt sich dabei zum Teil auf gewisse Spezialuntersuchungen zur Kontinuitäts- 
methode, welche Herr Fricke (Math. Annal. Bd. 59) gegeben hat. Die betreffenden 
Untersuchungen des Herrn Johansson lassen sich, wie ich an anderer Stelle 
auszuführen gedenke, soweit vervollkommnen, da die Anwendung der Kontinuitäts- 
methode vollständig vermieden wird. 

2) Den aus lauter reellen linearen Substitutionen gebildeten Gruppen 
bezw. den zugehôrenden automorphen Funktionen und Uniformisierungsproblemen 
hat Poincaré in seinen grundlegenden Abhandlungen besondere- Beachtung ge- 
schenkt. Poincaré schlieBt übrigens bei seiner Bestimmung des Begriffs der 
»Fuchsschen Gruppe“ solche reellen linearen Subatitutionen, welche eine Ver- 
tauschung der beiden Halbebenen (R (12) > 0 und R (12) < 0) bewirken, von der 
Betrachtung aus. Die Theorie dieser Gruppen ist später von Herrn Fricke, der 
dieselben :  Hauptkreïisgruppen bezeichnet, besonders eingehend durchforscht 
worden. Hervorgehoben sei hier nochmals der bereits in der vorhergehenden 
Mitteilung zitierte von Herrn Fricke (Aut. F., Bd. II, pag. 46 oben) formulierte 
auf orthosymmetrische Riemannsche Flächen sich beziehende Unifor- 
misierungssatz. Durch die Beschäftigung mit diesem Satze, der sich (nach Fort- 
lassung der Stigmata) als ein besonders ausgezeichneter Spezialfall des von Herrn 
Klein (Math. Ann. Bd. XIX) formulierten Uniformisierungstheorems auffassen lä8t 
(vgl. Fricke: ,Ueber die Poincaréschen Reïhen der (— 1)-ten Dimension“, Dede- 
kind-Festschrift, Braunschweig, 1901; s. insbesondere $ 1 der Abhandlung), wurde 
ich auf die hier und in der vorhergehenden Mitteilung von mir erôrterten die Uni- 
formisierung beliebiger reeller algebraischer und überhaupt reeller analytischer 
Kurven vom orthosymmetrischen und diasymmetrischen Typus be- 
treffenden Fragestellungen geführt. Ein bestimmtes auf diasymmetrische 
Riemannsche Flächen sich beziehendes Uniformisierungstheorem ist von Herrn 
Fricke nicht formuliert worden. (Man lese jedoch die von Herrn Fricke, Aut, 
F. Bd. I, pag. 177—182, gegebenen Entwickelungen). 

Ich will noch erwähnen, da8 Poincaré und Fricke in Anlehnung an 
Klein die von mir als hyperbolische Substitutionen zweiter Art 
bezeichneten Substitutionen überhaupt nicht als hyperbolisch, sondern als loxo- 
dromisch bezeichnen. Auch ist die von mir gemachte Unterscheidung von hyper- 
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Die betreffenden uniformisierenden Transzendenten hängen, was 
besonders hervorgehoben zu werden verdient, von der besonderen 
Wahl eines Schnittsystems innerhalb des zu uniformisierenden 
Gebildes nicht ab, ein Umstand, auf dem die Môglichkeit beruhte, 
die genannten Transzendenten in der Weiïse, wie dies hier und in 
der vorhergehenden Mitteilung geschehen ist, unabhängig von 
jeder Zerschneidung zu charakterisieren. 

Die anderen von Herrn Klein (Math. Annalen Bd. XIX und 
XXI) aufgestellten auf Gruppen mit imaginären Substitutionen 
führenden  Uniformisierungstheoreme  (,Fundamentaltheoreme“) 
bleiben weiterer Forschung vorbehalten. Der Unabhängigkeitssatz 
(Unabhängigkeit der uniformisierenden Transzendenten von der 
besonderen Wahl der Zerschneïidung) gilt übrigens bei diesen in 
vieler Hinsicht interessanten Theoremen nicht !). 

Zum SchluB seien noch zwei Bemerkungen gemacht, welche 
vielleicht geeignet sind, die Bedeutung der vier oben aufrestellten 
Theoreme in ein noch helleres Licht zu setzen. 

Die erste Bemerkung entspricht einer Betrachtung, welche 
der Verfasser am Schluf der unmittelbar vorhergehenden Note 
angestellt hat. Faft man alle diejenigen analytischen Gebilde 
(&,,&,...,&,) mit einer unabhängigen Veränderlichen in eine 
Klasse zusammen, welche der Bedingung genügen, daf je zwei 
derselben durch eine biuniforme Transformation, d.i. eine um- 
kehrbar eindeutige wechselseitige analytische Zuordnung der 
inneren (s. oben) Punkte der Gebilde in einander übergeführt 
werden kônnen?), so kann man auf Grund des ersten der obigen 
vier Theoreme jeder solchen Klasse ein invariantes Normal- 


bolischen Substitutionen der ersten und zweiten Art nicht mit der von Herrn 
Fricke (Aut. F.) eingeführten Unterscheidung von Substitutionen erster und 
zweiter Art zu identifizieren, welche bei Fricke den Unterschied von Trans- 
formationen mit Umlegung und ohne Umlegung der Winkel ausdrückt. Da den 
.*on mir als hyperbolisch zweiter Art bezeichneten Substitutionen nicht nur unter- 
geordnete, sondern eine selbständige Bedeutung zukommt, welche eine besondere 
Bezeichnung dieser Substitutionen rechtfertigen, geht, wie ich glaube, aus meinen 
Untersuchungen hervor. 

1) Während der Unabhängigkeitssatz im Hauptkreisfalle oft betont worden 
ist, ist auf das Nichtbestehen desselben in den erwähnten Kleinschen Füällen 
meines Wissens bisher nicht besonders hingewiesen worden. 

2) Es läBt sich leicht dartun, da8 jede Kurve (x, &',..., *,) durch biuniforme 
Transformation in eine Kurve (x,, y,) transformiert werden kann. Der hier auf- 
gestellte allgemeine Klassenbegriff für beliebige analytische Kurven stimmt, falls 
es sich speziell um algebraische Kurven handelt, mit dem für diese Kurven von 
Riemann aufgestellten Klassenbegriff überein. 
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gebilde in Gestalt einer Gruppe linearer Substitu- 
tionen zuordnen. Zieht man nur reelle analytische Kurven in 
Betracht, so wird der Begriff der Klasse zweckmäfigerweise da- 
durch verengert, daB nur -solche biuniformen Transformationen 
zugelassen werden, bei welchen die reellen Kurvenpunkte sich 
wechselseitig entsprechen. Die Existenz eines invarianten Nor- 
malgebildes in Gestalt einer Gruppe linearer Substitutionen ergibt 
sich dann aus dem dritten Theorem. 

Die zweite Bemerkung ergibt sich, wenn man die genannten 
vier Theoreme mit gewissen Resultaten in Verbindung bringt, 
welche Herr C. Runge') (Acta math. Bd. 6, pag. 229ff.) ent- 
wickelt hat. 

Der Begriff des analytischen Gebildes mit einer unabhängigen 
Veränderlichen hängt nach WeierstraB mit der Aufstellung 
unendlich vieler gleichmäfig konvergenter Reïhen mit rationalen 
Gliedern zusammen. Jede dieser Reiïhen stellt das Innere (s. oben) 
des monogenen Gebildes nur zu einem Teile dar, unter den Reihen 
befindet sich jedoch stets mindestens eine, welche die Umgebung 
eines beliebig gewäblten inneren Punktes des Gebildes liefert. 
Es ist nan ein Problem von fundamentaler Bedeutung, ob es 
môglich ist, das ganze Innere des Gebildes mit einem Schlage 
durch gleichmäfig konvergente Reïhen mit rationalen Gliedern 
darzustellen. Diese Frage kann auf Grund der hier bewiesenen 
Uniformisierungssätze, welche geeignete Hülfsveränderliche liefern, 
and auf Grund der Rungeschen Resultate in bejahendem Sinne 
beantwortet werden. 

Damit ist ein Problem, welches, wie man wohl sagen darf, 
im Sinne der WeierstraBischen Gedankenbildungen liegt, durch 
die Anwendung von Prinzipien gelôst, welche dem Riemannschen 
Ideenkreise eigentümlich sind. 


1) C. Runge: Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen (1. c.; 
s. insbesondere $ 1 der Abhandlung). 


Ueber die Radioaktivität der Luft auf dem offnen 
Meere. 


Von 


C. Runge. 
(Mit 3 Figuren). 
Vorgelegt in der Sitzung vom 11. Mai 1907. 


Bei Gelegenheiït einer Seereise von Hamburg nach Algier im 
Sommer 1905 habe ich mit den von Herrn Gerdien mit Unter- 
stützung der Gôttinger Gesellschaft der Wissenschaften konstru- 
ierten Apparaten des Güttinger geophysikalischen Instituts die 
Radioactivität der Luft über dem Meere untersucht. Es wurde 
ein Kupferdraht von etwa 18m Länge mit dem einen Ende an 
dem vorderen Maste aufgeholt mit dem andern Ende an der Brücke 
befestigt. Beide Enden waren gegen das Schiff isoliert und das 
untere Ende wurde mit dem negativen Pol einer Batterie von 
Zambonischen Säulen in leitende Verbindung gebracht, dessen 
positiver Pol mit dem Schiff verbunden war. Dadurch erhielt 
der Draht gegen das Schiff eine negative elektrische Spannung von 
einigen Tausend Volt. Am Morgen des 12. August war die Insel 
Ouessant passiert und der Kurs auf die nordwestliche Ecke von 
Spanien genommen worden, die wir am 14. August morgens er- 
reichten. Der Draht wurde am 12. August um Mittag mit der 
Batterie verbunden und am 18. August um 8 Uhr abends wieder 
abgeschaltet. Es wehten mäfige ôstliche Winde; in dieser Rich- 
tang war das Land anfänglich vielleicht 120 Seemeilen, gegen 
Ende der Exposition etwa 300 Seemeilen entfernt. 

Nachdem der Draht von der Batterie abgeschaltet war, wurde 
er so rasch wie môüglich auf einen kleinen Rahmen gewickelt, auf 
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dem er in ein Blättchenelektroskop eingesetzt werden konnte. Das 
Elektroskop wurde nun wiederholt geladen und es wurde beob- 
achtet, mit welcher Geschwindigkeit die Blättchen zusammenfelen. 
Die Beobachtung ist auf der See nicht ganz so leicht auszuführen 
wie auf dem Lande, weil durch die Schiffsbewegungen die beiden 
Blättchen beständig an dem Skalenbilde hin- und hergeführt werden. 
Wäbrend das eine Blättchen gerade einen Teilstrich der Skala 
passiert, liest man die Stellung des andern Blättchens ab und 
findet so die Divergenz der beiden Blättchen. Diese trägt man 
als Ordinate mit der Zeit als Abscisse auf und erhält so ein Bild, 
wie sich das Elektroskop entlädt. Die Punkte liegen bei dex 
ersten Entladungen des Elektroskops, soweit die Genauigkeiït der 
Beobachtangen geht, für jede Entladung auf einer Graden. Das 
Gefälle der Graden ist dem Strom proportional der das Elektro- 
skop entlädt. Nach einer Anzahl von Entladungen aber liegen die 
Punkte nicht mehr auf einer Graden, weil nun die Entladung so 
lange Zeit in Anspruch nimmt, da sich der Entladungsstrom in- 
zwischen merklich ändert. Dann muB man das Gefälle der Kurve 
für eine festgesetzte Stellung der Blättchen bestimmen. Wenn 
für alle Entladungen das Gefälle für dieselbe Stellung, der 
Blättchen bestimmt wird, so erhält man Werte, die den Entla- 
dungsstrômen in den betreffenden Augenblicken proportional sind. 
Es war mir bequemer den reziproken Wert des Gefälles zu be- 
stimmen durch die Zeit die verstrich, während die Blättchen von 
einer Divergenz von 18 Skalenteilen auf eine Divergenz von 14 
Skalenteil: : zusammensanken, für die Kurven ist dabei die Zeit 
auf der Tangente gemessen, die bei der Divergenz von 16 Skalen- 
teilen die Kurve berührt. In der folgenden Tabelle enthält die 
mit 7 überschriebene Kolonne diese Zeiten. Die mit # bezeichnete 
Kolonne giebt die Zeiten von dem Augenblick der Abschaltung 
des Drahtes bis zu dem Augenblick dem der beobachtete Wert 
von T'entspricht. Die dritte Kolonne enthält die Logarithmen 
von 7, Sie sind in der Figur 1 und 2 zu den Abszissen { aufge- 
tragen. Der Logarithmus des Entladungsstroms ist nur durch 
eine Konstante von —log T verschieden. Er wird demnach durch 
dieselbe Figur als Funktion der Zeit graphisch dargestellt, nur 
daB man die Skala der Ordinaten umkehren und von einem andern 
Nollpunkt anfangen lassen muf, der aber ganz willkürlich bleibt, 
so lange man über die Einheit nichts festgesetzt hat, in der man 
den Strom messen will. 
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Q————— ET À 
t T 
Minuten| Secunden 


log T 


Fig 1 (siehe S. 214) stellt die Beobachtungen in den ersten zwei 
Stunden dar. Der spätere Verlauf ist in Fig. 2 (siehe S. 215) zur 
Anschauung gebracht mit einem kleineren Mafistab für é und einem 
grôBeren Mafstab für log T. 

Die Beobachtungen verraten eine starke radioaktive Wirkung 
des Drahtes und zwar geht aus den letzten Beobachtungen un- 
zweifelhaft hervor, daB sie nicht allein von der Radiumemanation 
herrübren kann. log 7 nimmt in 2500" um 0,110 zu. Der Loga- 
rithmus des Entladungsstroms nimmt also in derselben Zeit um 
ebensoviel ab und es würde danach, wenn der Logarithmus gleich- 
mäBig abnähme, etwa 114 Stunden dauern, bis er um 0,801 abge- 
nommen hätte d.h. bis der Strom auf die Hälfte seines Betrages. 
gesanken wäre. Es ist indessen auf die letzten Beobachtungen 


C. Runge, 


214 


nicht viel zu geben, weil die Isolation des Elektroskops nicht 
vollkommen war. Es muf hier wabrscheinlich ein wesentlicher 
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Teil des Entladungsstroms auf die mangelhafte Isolation geschoben 
werden. Wenn man diesen Teil abzôge, so würde der übrig blei- 
bende Entladungsstrom kleiner und damit seine relative Ab- 
nahme d.i. die Abnahme seines Logarithmus grôBer. Radium 
kann nicht die Ursache des übrig bleibenden Entladungsstromes 
sein, weil seine Wirkung um diese Zeit unmerklich geworden sein 
würde. DaB Thor die Ursache wäre, ist auch unwabrscheïnlich. 
Denn damit der drittletzte und der letzte Wert der von Thor 
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Fig. 2 


induzierten Aktivität zugeschrieben werden kônnte, die in 660» 
auf die Hälfte also in. 2500 etwa auf 1/1 sinkt, müfte der Iso- 
lierangsfehler beinahe den gangen letzten Entladungsstrom aus- 
machen. Das paBt aber schlecht zu dem vorletzten Wert. Jeden- 
falls zeigt die nahezu lineare Abnahme des Logarithmus in den 
letzten drei Beobachtungen, daB der durch die mangelhafte Iso- 
lation verursachte Entladungsstrom noch nicht erreicht war. Dieser 
kann daher nur ein kleiner Bruchteil der in den ersten 187" beob- 
achteten Entladungsstrôme gewesen sein. Die Korrektur würde 
klein gegen die Beobachtungsfehler sein. 

Es frägt sich, ob die in den ersten 187= beobachteten Ent- 
ladungsstrôme dem Radium zugeschrieben werden künnen oder ob: 


216 C. Runge, 


noch andere radioaktive Elemente sich verraten. Um die vom 
Radium induzierte Wirkung mit der auf See beobachteten Radio- 
aktivität zu vergleichen, habe ich in dem von Radium durch- 
seuchten physikalischen Institut der technischen Hochschule zu 
Hannover den analogen Versuch gemacht, daf ich einen Kupfer- 
draht mit derselben Batterie von Zambonischen Säulen auf ein 
negatives Potential brachte und das Abklingen seiner radioaktiven 
Wirkung mit demselben Elektroskop untersuchte, das für die Ver- 
suche auf See gedient hatte. Dabei ergiebt sich indessen eine 
Schwierigkeit. Denn in geschlossenen Räumen wird die induzierte 
Radioactivität keine gleichmäfige sein. Bei Beginn der Exposition 
wird der hochgeladene Draht die Zersetzungsprodukte der Radium- 
emanation aus seiner Umgebung an sich ziehen und sie werden 
sich nicht rasch genug nachbilden, um sich in gleichmäfigem 
Strome auf ihm niederzuschlagen. Auf der See dagegen durch- 
schneidet der Draht mit gleichmäfiger Geschwindigkeit immer 
frische Luftschichten, sodaB hier bei gleichmäBiger Beschaffenheit 
der Luft in gleichen Zeitelementen immer die gleiche Menge radio- 
aktiver Produkte auf ihm sich absetzt. Um den Laboratoriumsver- 
such zum Vergleich heranzuziehn, muB man zurückgehn auf die 
Abklingangskurve des in einem Zeitteilchen auf dem Draht nieder- 
geschlagenen Materials. 

Es sei der Draht dr Minuten exponiert. éMinuten nach der 
Exposition sei seine durch den Entladungsstrom in der oben an- 
gegebenen Weise gemessene radioaktive Wirkung gleich 


f (6) dr. 


Dann läBt sich berechnen, wie groB seine radioaktive Wirkung 
t Minuten nach seiner Abschaltung sein würde, wenn er a Minuten 
in derselben Atmosphäre exponiert worden wäre. Wir brauchen 
uns die Zeit a seiner Exposition nur in Elemente dr zerlegt vor- 
zustellen und zu bedenken, daf die in diesen Elementen auf dem 
Draht niedergeschlagenen Produkte { Minuten nach der Abschal- 
tang des Drahtes verschiedenen Alters sind, wenn wir ihre Geburt 
in dem Augenblick annehmen, wo sie auf dem Draht niederge- 
schlagen werden. Ihr Alter verteilt sich zwischen den Grenzen 
t+a bis t. Je nach ihrem Alter ist aber die von ihnen herrüh- 
rende radioaktive Wirkung verschieden; sie ist für ein {++ Mi- 
nuten altes Element 


f(E+ Tv) de 
und daher ist die Gesamtwirkung 
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[re +r)ar 


vorausgesetzt, daB während der Exposition in gleichen Zeiten 
gleiche Mengen auf dem Draht niedergeschlagen werden. Das ist 
nun zwar im Laboratorium nicht der Fall Hier wurden die 
jüngeren Elemente in geringerer Zahl niedergeschlagen und daher 
kônnte man die Gesamtwirkung in der Form ausdrücken 


 Jroft+Dd 


wo &(r) ein echter Bruch ist, der mit r wächst und für r — a 
den Wert 1 annimmt. Wird nun die Dauer a der Exposition 
klein genug gewählt, so wird e(r) nur wenig von 1 verschieden 
sein. Man wird dann s(r) mit grofer Annäherung durch einen 
Mittelwert ersetzen und vor das Integral ziehen kônnen. Damit 
wird die Gesamtwirkung proportional 


[F+ 0 dr. 


Dies integral ist also der Laboratoriumsbeobachtung zugänglich und 
aus ihm läBt sich die Funktion f(t) finden. Hat man aber f(t), 
so kann man das Integral auch für jeden beliebigen anderen Wert 
von a berechnen und somit feststellen, ob die auf der See ge- 
fundene Radioaktivität auf Radiaom zurückzufübren ist. 

Im Laboratorium habe ich a — 6 Minuten genommen. Setzt 
man 


F( = JU F(+r)dr and p(0 = J'F(+àr 
so ist 
F'@ = fft+ = -f@. 
Mithin wird 
p(9 = J'TE + +)dt = —F(t+a)+F(0 
= — F(t+a/2 + a/2)+ F(t + a/2 — a/2) 


Wir entwickeln die rechte Seite nach Potenzen von a/2 und 

finden 
p(t) = f(t+ a/2)a+ 2/81 f”(t + af2) (a/2) + 

Um die Funktion f(t+a/2) aus der beobachteten Funktion œ({) 

zu finden, kann man in ähnlicher Weise verfabren, wie ich in der 
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Zeitschrift für Mathematik und Physik Bd. 42 S. 205 angegeben 
babe. Man bildet die 2%, 4tm, Gtn Differenzen von (ft) 


290 = (p{+a/2)-p(E)-(p0—p(t—a/2) 
dpE = (d'o(t+a)-#p()-(d PO pl a/2)n.8.w. 


und erhält dann f({+.a/2) in eine Reiïhe entwickelt 


f(t+af2)a = pft}+C, d'yp(+C,dp(t+..: 
Wo 


DE CAS ARC LE n 
= Clg ST TT 


Die Konvergenz der rechten Seite ist daraus zu beurteilen, daB 


2x 
3 V8 


In meinem Fall war schon 4*æ(f) nicht mehr zu berücksich- 
tigen, weil es in den Beobachtungsfehlern unterging. Dagegen 
habe ich das Korrektionsglied C, 4*œ(t) in Rechnung gezogen. 
Die Logarithmen der beobachteten Werte @(f) wurden aufgetragen 
und graphisch ausgeglichen. Die graphische Ausgleichung lieferte 
dann die Werte (ft), (+ a/2), p(t+ 2a/2), ... aus denen 4° y(t) 
gewonnen wurde. Für Werte von { von 20 bis 50 Stunden ergab 
sich nur eine geringe Abnahme des Entladungsstroms, obwohl 
ein Entladungsstrom noch deutlich wahrnehmbar war. Der nach 
50 Stunden übrig bleibende Reststrom wurde von den ersten 
Werten des Entladungsstroms abgezogen und die Differenz als 
Wert von y(t) angenommen. 

Die folgende Tabelle enthält die auf diese Weise gewonnenen 
Werte der Logarithmen von 1/f(#) Für die Logarithmen kommt 
es auf eine additive Konstante nicht an. Die hingeschriebene 
Charakteristik entspricht der zu Grunde gelegten Entladungsdauer 


in Sekunden. 
t in Minuten | — log f (6) | Formel 


1+1G|+10Gi+... = 
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t in Minuteu | — log f (t) | Formel 


Die beobachteten Werte von f (t) lassen sich durch die Formel 
darstellen : 


f() = 0,03832.10 7! — 0,0990 107 “* ‘+ 0,09774 107 *° 


wo 1, — 0,07955 
1, — 0,014828 
1, — 0,011836 


Die drei Glieder entspringen aus den drei Zerfallprodukten 
der Radiumemanation Ra À, Ra B, Ra C (vergl. Rutherford, Radio- 
activity 2. edition Chap. IX). In der 3. Kolonne sind die aus 
der Formel berechneten Werte von — log f(t) zum Vergleich mit 
den beobachteten zusammengestellt. 

Man kann nun für die Berechnung von 


F(t) = ['re+odr. 


Die Formel für f(t) benutzen und findet 
Kgl. Ges. à. Wiss. Naobrichten. Math.-phys. Klasse. 1907. Hoft 2. 15 
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107 4, re 107%. 


À, À, 
Da es auf den Li eo Faktor loge nicht ankommt, so sind 
in der folgenden Tabelle die A der rechten Seite für 
log F(t) gesetzt: 


At 
log e. F(#) — 0,03382. a nn. 


log F'(+) 


Die Tabelle ist bis auf geringe Abweichungen in Ueberein- 
stimmung mit der von Miss Brooks gefundenen durchæStrahlen 
gemessenen Abklingungskurve für lange Exposition (Rutherford, 
Radioactivity 2 edit. pag. 808). Ich vermute aber, daB für £ < 10 
sich Abweichungen zeigen würden, weil bei der von mir benutzten 
Methode, den Entladungsstrom zu messen, auch die B Strahlen in 
Betracht kommen. 

Hiermit haben wir nun die Mittel zu untersuchen, ob und wie 
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weit die auf der See beobachtete Radioaktivität dem Radiam”zu- 
zuschreiben ist. Küme Radium allein in Betracht, so müfte der 
beobachtete Entladungsstrom proportional F(t) sein. Die Loga- 
rithmen der Entladungszeiten der Tabelle 1 müften demnach zu 
log F(tf) addiert eine Konstante ergeben. 

Wir interpolieren die Logarithmen der Entladungszeiten gra- 


phisch für die Werte # — 10, 16, 20 ..., für welche logiF ({) aus- 
gerechnet ist und finden: 


der 
Entladungs- 
zeiten 


log F() 


Samme 


Wir ersehen aus der 4. Kolonne dieser Tabelle, daB ein er- 
heblicher Bestandteil des Entladungsstromes durch die Annahme 
des Radium erklärt werden kann. Denn die Summe weicht von 
einem mittleren Wert um etwa 0,05 nach oben oder unten ab, 
was einer Abweichung von etwa 12 Prozent entspricht. Es ist 
aber nicht minder deutlich, daf Radium allein die beobachteten 
Werte nicht erklärt. Wir sahen schon oben, daB die bei { — 1803, 

16* 
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2540, 3800 beobachteten Entladungszeiten auf die Wirkung eines 
andern radioaktiven Elementes schlieBen lassen. Die Berücksichti- 
gung der von ihm induzierten Radioaktivität, würde die Unter- 
schiede in den Werten der vierten Kolonne vermindern und müg- 
licherweise beseitigen. 

Auch in den beiden ersten Werten der vierten Kolonne verrät 
sich die radioaktive Wirkung einès andern Elementes und das 
Resultat der Ueberlegung würde demnach sein, da auBer Ra- 
dium noch eine andere Ursache vorhanden ist, deren 
Abklingungskurve logarithmisch aufgetragen zwischen 
t = 20 und té — 60 etwa der Abklingungskurve der 
vonRadiuminduzierten Aktivität parallelist, vorher 
aber steiler und nachher flacher verläuft. 

Ich habe auf der See auBer im Biscayischen Meerbusen auch 
noch im englischen Kanal und an der Südküste von Spanien die 
Radioaktivität der Luft untersucht. In beiden Fällen war das 
Land viel weniger weit entfernt als bei dem oben beschriebenen 
Versuch. Immerhin scheint es mir von Interesse, das Resultat 
der Beobachtungen mitzuteilen. 


A. Im englischen Kanal. B. An der Südküste von Spanien. 
t T log T t Æ log T 
14.8"! 1400 | 3.146 6.4 9bsec. 1.978 
49.2 2220 3.346 9.3 107 2.029 
81.5 3840 3.584 12.9 129 2.111 
147.5 | 15600 4.193 166 134 2.127 
566.5 | 59040 4.771 19.6 136 2.134 
23.8 155 2.190 
28.0 156 2.193 
32.6 174 2.240 
87.1 182 2.260 
428 184 2.265 
47.3 213 2.328 
53.5 228 2.358 
59.0 252 2.401 


66.2 298 2.474 
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Der erste Draht wurde vor der Themsemündung am 10. Aug. 
10? morgens mit der Batterie verbunden und etwa bei Ouesssant 
am 12. Aug. 8* morgens wieder abgeschaltet. In der Nacht vom 
10. zum 11. Aug. zerriB er und wurde am 11. Aug. früh wieder 
zusammengeknüpft. Die Expositionszeit betrug demnach einige 
Stunden weniger als 46 Es scheint mir nicht unwahrscheinlich, 
daf durch das eine Eude des zerrissenen Drahtes die Batterie von 
Zambonisäulen kurz geschlossen wurde. Dadurch ist sie vielleicht 
erschôpft worden und hat als der Draht wieder angeknüpft wurde, 
eine geringere Spannung gehabt. 

Die Entladungszeiten sind etwa 8mal grôBer als die im bis- 
cayischen Meerbusen beobachteten. Das Wetter war klar, Wind 
am 10. Aug. Süd zu West, am 11. Aug. kein Wind. Der andere 
Draht wurde am 15. Aug. um 3 Uhr nordwestlich von Cap Vin- 
cent an der portugiesischen Küste mit der Batterie verbunden 
und am 17. Aug. um 1 Uhr an der marrokanischen Küste etwa 
halbwegs zwischen Ceuta und Oran abgeschaltet. Das Wetter 
war klar. Wind am 15. Aug. nordwestlich, am 16. Aug. morgens 
nordwestlich, abends westlich, am 17. Aug. westlich. Die Radio- 
aktivität dieses Drahtes ist wesentlich stärker als die im biscayi- 
schen Busen beobachtete. Die längere Expositionszeit kann nicht 
als die Ursache davon angesehen werden. Denn bei einer Expo- 
sition von 32 Stunden und mehr wird bei rasch abfallenden Ab- 
klingungskurven wie den vorliegenden der Hauptbetrag der indu- 
zierten Aktivität von den letzten zwei bis drei Stunden der Ex- 
position herrühren. Die grôBere Radioaktivität an der spanischen 
Südküste wird wohl ebenso wie die kleinere im englischen Kanal 
eine lokale Ursache haben. 

In der nachfolgenden Tabelle sind die graphisch interpolierten 
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Logarithmen der Entladungszeiten mit log F(t) zusammengestellt 
und die Summen der entsprechenden Logarithmen gebildet, um 
zu zeigen, wie die beobachteten Werte von der durch Radium 
allein induzierten Wirkung abweichen. 


A Q B C 
t ù A+C | B+C 
log T | log T |logF(t]. 


10 2.060 | 0.206 2.266 
15 3.147 | 2.112 | 0.180 | 3.327 | 2.292 
20 | 3.173 | 2.150 | 0.154 | 3.327 | 2.304 
25 | 3.198 | 2.185 | 0.126 | 3.324 | 2.311 
80 | 3.224 | 2.215 | 0.097 {| 3.321 2.812 
35 | 3.256 | 2.242 | 0.065 | 3.321 | 2.307 
40 | 3.288 2.270 | 0.030 | 3.318 | 2.300 
45 3.317 | 2.300 9.994 | 8.311 2.294 
50 | 3.853 2.835 9.955 | 3.808 | 2.290 
60 | 3.421 2.420 | 9.874 | 3.295 | 2.294 
70 | 3.494 | 2.502 9.788 | 3.282 | 2.290 
80 | 3.573 2.695 | 9.698 | 3.271 2.293 
90 | 8.653 2.688 9.604 | 3.257 | 2.292 
&Ü | 8.741 2.782 9.507 3.248 | 2.289 
120 | 8.921 2.990 9.807 | 3.228 | 2.297 
140 | 4.116 8.205 9.100 | 3.216 | 2.305 
160 | 8.423 8.887 2.310 


Die Radioaktivität des im englischen Kanal exponierten Drahtes 
(4) ist der im biscayischen Meerbusen gefundenen proportional 
und weist auf die Wirkung desselben radioaktiven Kôrpers neben 
Radium hin. Dagegen stimmt die Abklingungskurve für den an 
der spanischen Küste exponierten Draht (B) von t — 15" bis 
t — 160® mit der Abklingungskurve der durch Radium allein in- 
duzierten Aktivität tiberein. Nur vor { = 15 ist eine Abweichung 
deutlich zu erkennen. Hier ist der Entladungsstrom stärker als 
er bei der alleinigen Wirkung von Radium sein würde. Auch die 
bei { — 866" nnd 1051" beobachteten Entladungszeiten sind weder 
durch Radium noch durch Thor zu erklären, es sei denn, da8 das 
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Elektroskop hier einen grôBeren Isolationsfehler erhalten hätte, 
als bei den andern beiden Drähten vorhanden war. In der Fig. 3 
(s. S. 226) sind die Logarithmen der Entladungszeiten für die drei 
Drähte als Funktionen der Zeit { aufgetragen wie sie beobachtet 
worden sind, nur sind sie um eine solche Konstante geändert, daf 
sie zwischen { — 20 und é — 50 ungefähr die gleiche Kurve er- 
geben. Die ausgezogene Linie entspricht den Logarithmen der 
Entladungszeiten wie sie sich bei der Wirkung von Radium allein 
ergeben müften. 

Eine Bestimmung der Radioaktivität der Luft, die ich vor 
der Seereise auf dem Hainberge bei Gôttingen gemacht 
habe, ergab, daB die auf dem Draht induzierte Wirkung genau 
zusammengesetzt war aus der Wirkung von Radium und von Thor 
und auf keine anderen radioaktiven Elemente schliefen 
läBt. Die Entladungsstrôme wurden mit demselben Elektroskop 
gemessen wie auf See; aber man konnte bei dem feststehenden 
Instrument die Ablesungen an einem Blättchen allein machen und 
konnte mit Vorteil eine Lupe anwenden. Wenn das Blättchen 
einen bestimmten Skalenteil passierte, wurde eine Stoppuhr in 
Gang gesetzt und festgehalten, sobald es einen bestimmten andern 
Skalenteil erreichte. Der Entladungsstrom wurde der so erhal- 
tenen Entladungsdauer umgekehrt proportional gesetzt. Das hat 
kein Bedenken, wenn der Strom wäbrend der Entladungsdauer 
hinreichend konstant bleibt, was hier der Fall war. Der beob- 
achtete Entladungsstrom setzt sich aus den folgenden beiden Be- 
trägen zusammen. Der eine von Radium herrührende ist der oben 
angegebenen Funktion F(t) proportional und zwar gleich 


0,5430 F6). 


Der andere Bestandteil rührt vom Thor her und kann aus 
der von Rutherford angegebenen Formel berechnet werden. Denn 
es ist hier ganz gleich, ob die Abklingungskurve mit Hilfe der « 
oder den B Strahlen oder beiden gemessen wird, weil von den beiden 
Zerfallprodukten der Thoremanation nur das eine Strahlen aus- 
sendet. Für unendlich lange Exposition ist der Entladungsstrom 
t Sekunden nach der Abschaltung porportional 


et: 1,t et lt 


p 


1 


s 1, = 1.75 < 10" sec" 
4 1, = 2.08 >< 107 sec”' 


1) Rutherford, Radioactivity 2. edit. Chap. X. 
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oder wenn { die Minutenzahl bedeutet und 10 als Basis eingeführt 
wird, proportional 


1072000456-: 10700641: 


Für eine Expositionsdauer von a Minaten ist dann der Entladungs- 
strom proportional 

D(t) — D (t + a). 
In unserm Falle ist er gleich 


8,279 (D(t)— D(t+ a). 


Die folgende Tabelle enthält die beiden berechneten von Ra- 
dium und von Thor herrührenden Bestandteile. Die dritte Ko- 
lonne giebt ihre Samme; die vierte die beobachteten Werte. Diese 
sind die mit 100 multiplizierten reziproken Werte der in Sekunden 
gemessenen Entladungszeiten während das Blättchen des Elektro- 
skops auf der Skala von 15 auf 10 fiel. Bis 2:45" nach der Ab- 
schaltung sind die beobachteten Werte graphisch interpoliert. Von 
da ab sind die Einzelbeobachtungen aufgeführt, weil die Beob- 
achtungen nun weniger dicht aufeinander folgen und daher eine 
graphische Interpolation nicht mehr mit Sicherheit ausgeführt 
werden kann. 


Summe der 
beiden Be- 
trâge 


Entladungsstrom der 
Radium-In- | Thor-Induk- 
duktion 


Entladungs- 
strom Differenz 


beobachtet 


tion 
berechnet 


berechnet berechnet 


Zeit von dem 
Augenblick der 
Abschaltung an 
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a 
& 3 ë Entladungsstrom der Summe der 
5 y © È à Entladungs- 
a 3 | Radium-In- | Thor-Induk- | beiden Be- à 
© “4 3 4 SU, strom Differenz 
La a F: duktion tion trâge Fos 
_ Q 
à E berechnet | berechnet | berechnet TS 


— 0.002 
— 0.003 
— 0.007 
— 0.001 
— 0.014 
+ 0.007 
+ 0.007 
+ 0.004 
+ 0.002 
+ 0.002 

0.000 
+ 0.008 
— 0.001 

0.000 

0.000 
— 0.002 
— 0.003 
+ 0.008 
— 0.0007 
— 0.0008 
— 0.0011 
+ 0.0001 
+ 0.0008 
+ 0.0012 
+ 0.0013 


Die Beobachtung 338" nach der Abschaltong: 0,078 zeigt 
eine zu grofe Abweichung. Sie erklärt sich wahrscheinlich daraus, 
daB diese Beobachtung des Nachts gemacht wurde, wobei viel- 
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leicht der Schein der Lampe das Blättchen erwärmte, das dadurch 
seine normale Gestalt veränderte. Auch bei den letzten drei Be- 
obachtungen sind die Abweichungen relativ grof. Abgesehen 
hiervon stimmen die beobachteten Werte mit den berechneten 
vorzüglich überein. Die Radium- und Thorinduktion erklären die 
beobachteten Werte so weit die Genauigkeit der Beobachtung 
reicht. Nach den Entladungszeiten muB die Badiuminduktion drei 
bis vier Mal stärker gewesen sein als bei den auf der See beob- 
achteten Drähten, was zum Teil an der stärkeren Ladung gelegen 
haben mag, die auf dem Lande mit einer Influenzmaschine aufrecht 
erhalten wurde an Stelle der auf See verwendeten Batterie von 
Zambonischen Säulen. Die Thorinduktion ist schon am Anfang 
fast so stark wie die Radiuminduktion und überwiegt dann als- 
bald durch ihr langsameres Abklingen. 


Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium 
zu Gôttingen. 


XVII. 


Von 
0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 8. Juni 1907. 


L Ueber sauerstoffhaltige Derivate des Sylvestrens. 


Sauerstoffhaltige Verbindungen der Sylvestren-Reïhe sind bis- 
her noch nicht bekannt geworden. Ich habe daher gesucht, diese 
Lücke auszufüllen, um so mebr als ein Studium der sauerstoff- 
baltigen Terpenderivate sich bisher für Constitutionsfeststellungen 
immer als besonders geeignet erwiesen hat. Das Verfahren, wel- 
ches ich ausgearbeitet habe, um in halogenisierten Terpenverbin- 
dungen Halogen durch Hydroxyl zu ersetzen!) hat sich auch unter 
Anwendung von Sylvestrenbihydrochlorid als sehr brauch- 
bar heraus gestellt. 

Man kann sowobl zu dem Terpineol als auch zu dem Terpin 
der Sylvestren -Reïhe leicht gelangen, wenn man in folgender 
Weise verfährt : 

Je 10 g Sylvestrenbichlorhydrat, C10H16.2H C1, vom Schmelz- 
punkt 72° werden mit einer heifen Lôsung von 10g Aetzkali in 
500 cem Wasser in einem geeigneten verschlossenen GefäB auf der 
Schüttelmaschine durchgeschüttelt und das GefäB dabei so warm 
gehalten, daB sich das Chlorid nicht wieder fest ausscheiden kann. 
Nach etwa 5 Stunden wird das Product mit Wasserdampf ab- 
destilliert und falls es sich als noch chlorhaltig erweist, nochmals 
mit frischer Kalilauge durchgeschüttelt, bis alles Chlor aus der 


1) Annalen 350, 158. 
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organischen Substanz herausgenommen ist und dann wieder mit 
Wasserdampf destilliert. 

Die flüchtigen Zersetzungsproducte, enthalten neben etwas 
Kohlenwasserstoff wesentlich das Sylveterpineol, das in be- 
kannter Weise isoliert und durch Destillation gereinigt werden 
kann. In den alkalischen Rückständen von der Wasserdampf- 
destillation ist das Sylveterpin zu suchen. Man gewinnt es 
durch Extraktion mit Chloroform. Wird das Chloroform ab- 
destilliert und der Rückstand mit Aether versetzt, so wird die 
darin schwerlôsliche Substanz fest und kann aus Essigester um- 
krystallisiert werden. In diesem lôst sich das Rohprodukt leicht, 
das reine Produkt etwas schwerer. 

Die Ausbeuten an den neuen Substanzen lassen wenig zu wün- 
schen übrig. Sie betragen etwa 70 ° der Theorie an Terpineol 
und 265 °/o der Theorie an Terpin. 

Ueber das Verhalten ist folgendes mitzuteilen : 


Sylveterpin, Cio H1s(OH). 

Die Verbindung bildet aus Essigester umkrystallisiert, scharf 
ausgebildete, durchsichtige Krystalle vom Schmelzpunkt 135—136° 
und ist in Wasser und in Alkohol viel lôslicher als die Terpine 
der Dipentenreihe. 

0,1305 g gaben 0,3325 CO: und 0,1402 Hs O. 


Berechnet für C10 H2o Où Grefuaden 
C.69,70 69,49 
H$11,71 12,02 


Das Glycol ist optisch activ im Sinne des Ausgangsmaterials, 
S = 0,7940,  L(Methylalkohol) — 8,9907,  d = 0,816, 
t— 15, p—8,12%, 1—=1dm, «— +1°49 
[x]D = +27,43°. 


Sylveterpineol, C10o H17 OH. 

Die flüchtige Verbindung besitzt einen intensiven, von den 
sonst bekannten Terpineolen ganz verschiedenen Geruch und siedet 
bei gewôhnlichem Druck in der Hauptmenge zwischen 210—214°. 

d = 0,924, np — 1,4822 bei 22, M — 47,538 (ber. für 
C10 H1r OH7 — 47,96) 
beim Durchschütteln mit concentrirter Chlorwasserstoffsäure er- 
starrt der Alkohol schnell unter Bildung des bei 72° schmelzenden 
Sylvestrenbihydrochlorids. 
Schüttelt man das Sylveterpineol unter den üblichen Bedin- 
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gungen mit 1 ‘higem Kaliumpermanganat in der Kälte, so erhält 
man das zugehôürige Glycerin Cio H17(OH), welches sich in be- 
kannter Weise isolieren läft. 
Die Verbindung siedet unter 11" bei 165° und bildet ein fast 
farbloses dickes Oel, welches keine Neigung zum Erstarren zeigt : 
0,1319 g gaben 0,3085 CO: und 0,1290 H:0 


Berechnet für C10 Hz2o Os Gefunden 
C.63,77 63,79 
H.10,72 10,96 


Bei der weiteren Oxydation mit Chromsäure und verdünnter 
Schwefelsäure (auf 2 Mol. Glycerin, 2 Mol. CrOs und 3 Mol. SO4H2) 
entstand aus dem Glycerin ein aldehydartig riechendes Oel, wel- 
ches Silberlôsung stark reducierte, aber in einer zur Untersuchung 
genügenden Menge bisher nicht erhalten wurde. 


Sylvecarvon, C1 H14 O. 


Reines Sylvestren wurde in das Nitrosochlorid übergeführt 
und aus dem in nur mäfBiger Ausbeute entstehenden Chlorid Salz- 
säure abgespalten. Das resultierende Oxim wurde nicht in 
festem Zustand erhalten. Beim Kochen desselben mit Mineral- 
säuren trat ein carvacrolartig riechendes Oel auf. Das Oxim wurde 
daher durch Kochen mit Oxalsäure hydrolytisch gespalten und 
dabei die Entstehung ‘eines Oels beobachtet, das einen eigenar- 
tigen, an kein bekanntes Keton erinnernden Geruch besaf. Die 
Substanz ging an Semicarbazid und lieferte damit ein in Methyl- 
alkohol ziemlich schwer lôsliches Semicarbazon, das in Nädelchen . 
vom Schmelzpunkt 175—177° krystallisierte. 

0,0892 g gaben 0,2077 CO: und 0,0688 H:0 

Berechnet für Ci1oH14 NNH CO NH: Gefunden 
C.63,68 63,51 
H. 8,27 8,65 
Man hat es also mit einer Verbindung von der Zusammensetzung 
des Carvons zu tun. Die weitere Untersuchung mufte aus Mangel 
an dem so schwer zugänglichen Ausgangsmaterial vorläufig abge- 
brochen werden. 


II. Ueber Nopinon. 
[Mitbearbeitet von Arnold Blumann.] 
Unter den Oxydationsprodukten des Terpentinüls mit Per- 
manganat entdeckten bekanntlich 1896 v. Baeyer und Villiger!) 


1) Ber. 29, 25. 1928. 
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die Nopinsäure, Cio HieOs, welche bei weiterer Oxydation das 
Nopinon C:HuO lieferte. Anfangs wurden diese Substanzen als 
Abbauproducte des gewühnlichen Pinen («-Pinen) angesprochen. 
Später kam man zu der Ansicht, daB in dem Terpentinël noch ein 
isomerer Kohlenwasserstoff, das Nopinen (8-Pinen), enthalten sei, 
dessen Abbau bei der Oxydation im Sinne folgenden Schema’s 
verlaufen kann: 


CH: OH COOH 
C l OH &. OH (610) 
TEB 7 de HR 
CH: | C D 74 CH: Î 24 A 
us 7} KE) 
ché æ caf | cH$ CH 
Re ét e tre 
B-Pinen Nopinsäure Nopinon 


Das Nopinon war bisher aber nur in so spärlicher Menge erhalten 
worden, daB — aufer dem Siedepunkt — noch nicht einmal die 
physikalischen Constanten bestimmt worden sind. 

Es war daher wünschenswert, das Keton in etwas grôBerer 
Menge zu bereiten, um so mehr, da man die Hoffnung hegen 
konnte, mit seiner Hülfe eine Reïhe von interessanten Synthesen 
durchzuführen. In wie weit das bisher gelungen ist, wird aus 
dem folgenden hervorgehen. 


Darstellung der Nopinsäure und von Nopinon. 


Das von den Entdeckern für Gewinnung der Nopinsäure ein- 
geschlagene Verfahren!) ist, wenn man grôBere Mengen der Säure 
darstellen will, etwas sehr umständlich. Ich habe nun mit Erfolg 
versucht, die Darstellung der Nopinsäure aus $-Pinen haltigen 
Terpentinôlen dadurch erheblich zu vereinfachen, da8 zur Abschei- 
dung der Säure aus den ursprünglichen Oxydationslaugen die 
Schwerlüslichkeit des Natriumsalzes benutzt wurde, 
welche schon von v. Baeyer und Villiger erwähnt worden 
ist und welche eine charakteristische Eigenschaft aller a-Oxysäuren 
zu sein scheint. 

Es wurde folgendes Verfahren eingeschlagen: Je 800 g Pinen 
werden frisch aus Terpentinül herausfractioniert und mit einer 


1) Ber. 29, 22. 26 (1896). 
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Auflôsang von 700 g Kaliumpermanganat in 9 Liter Wasser unter 
Zusatz von 150g Aetznatron auf der Schüttelmaschine 
durchgeschüttelt. Die Flüssigkeit erwärmt sich dabei erheblich 
und die Oxydation ist in etwa 20 Minuten beendet, während ohne 
Zusatz von Alkali etwa 2 Stunden erforderlich sind, bis das Per- 
manganat verbraucht ist. Alkali bewirkt also eine starke Be- 
schleunigung der Oxydation. Nun wird nicht angegriffener Koblen- 
wasserstoff im Dampfstrom abgeblasen, vom Braunstein abfiltrirt 
und die Oxydationsflüssigkeit unter Einleiten von Kohlensäure 
auf etwa 3 Liter eingedampft. Nach dem Erkalten krystallisiert 
nopinsaures Natrium aus, das abgesaugt und durch Umkrystal- 
lisieren gereinigt wird. 

Die Ausbeute richtet sich natürlich nach dem Gehalt des 
angewandten Terpentinüls an B-Pinen (Nopinen) und wird im 
Darchschnitt hôchstens auf 2,5—5 ‘ von Gewicht des ange- 
wandten Pinen an nopinsaurem Natrium zu veranschlagen sein. 
Das Verfahren ist auch sehr anwendbar, um vergleichende Versuche 
über den Gehalt an B-Pinen in verschiedenen Terpentinôlsorten 
anzustellen, welche sehr verschiedene Ausbeuten an Nopinsäure 
liefern. 

Zuletzt hier verarbeitetes amerikanisches Terpentinôl lieferte 
z.B. viel bessere Ausbeute an Nopinsäure als franzôsisches Oel. 
Dieselben Erfahrungen hat die Firma Schimmel & Co. gemacht, 
welcher ich für die grofBe Liberalität, mit welcher sie mir nach 
dem oben angegebenen Verfahren nopinsaures Natrium herstellte, 
zu sehr grofem Dank verpflichtet bin, da mit Hülfe dieses 
Materials die Untersuchung ganz wesentlich gefôrdert werden 
konnte. 

Die Nopinsäure ist optisch activ. Diese Tatsache 
ermôüglichte es, der Frage näher zu treten, ob im rechts- und im 
links drehenden Terpentinôl dasselbe die Nopinsäure liefernde 
B-Pinen enthalten sei, oder die beiden sich entsprechenden Spiegel- 
bildformen. Im ersteren Fall muBte man zu identischen, im letz- 
teren zu optisch sich entgegengesetzt verhaltenden Nopinsäuren ge- 
langen, wenn man die optisch differenten Terpentinsorten oxydierte. 

Das Resultat war folgendes : 

1) Nopinsäure (Schmelzp. 126°) aus rechts drehendem 
amerikanischem Terpentin: 

S = 1,2939,  L(Aether) = 6,7411,  d — 0,781, t — 17, 
p = 16,1%, 1= 1dm, an — —1°58 
[lo = —15,64°. 
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2) Nopinsäure (Schmelzp. 126°) aus links drehendem fran- 
züsischen Terpentin : 
S = 0,9956,  L(Aether) — 4,7875, d = 0,782, t — 17,5° 
pi 1722%%h. l=ldm, er —26 
[lb — —15,60°. 


Die Nopinsäuren aus den beiden verschiedenen Quellen sind 
also vollständig identisch und daraus darf man schlieBen, daB der 
Ausgangskohlenwasserstoff in den beiden verschieden drehenden 
Oelen chemisch und physikalisch derselbe ist. Das 
stimmt vollkommen mit meinen neulich') mitgeteilten Beobach- 
tungen über das s.g. Amidoterebenten überein, von dem nach- 
gewiesen wurde, daf es ein Derivat des B-Pinens ist und welches in 
derselben activen Modification erhalten wird, sei es, daB man von 
rechts drehendem oder links drehendem Terpentinôl ausgeht. 


Für Gewinnung des Nopinons schlägt v. Baeyer vor, die 
freie Nopinsäure (ohne Zusatz von Mineralsäure) mit Bleisuper- 
oxyd zu oxydieren. Beim Arbeïten mit wenigen Gramm geht das 
gut durchzuführen. In grôBerem MaBstabe giebt das Verfahren 
aber sehr mangelhafte Ausbeute und ist wegen der Bildung der 
groBen Mengen unlôslicher Bleiverbindungen sebr lästig. Oxy- 
dation bei Anwesenheit überschüssiger freier Säureist, wie v.Baeyer 
auch schon angegeben hat, wegen der Veränderlichkeit des Nopi- 
nons durch Säuren (s. unten) zu vermeiden. Man kann nun sehr 
schnell und bequem unter directer Verwendung des bei der Oxy- 
dation des B-Pinens gewonnenen Natriumsalzes die Oxydation in 
folgender Weise leiten: 

Je 10g nopinsaures Natrium werden in 100 ccm heifem 
Wasser gelôst und eine Auflôsung von 3 gr Kaliumpermanganat 
in 75 ccm Wasser hinzugegeben. Dabei bleibt das nopinsaure 
Natrium ganz unverändert. Mischt man nun aber der Flüssigkeit 
2 gr conc. Schwefelsäure hinzu, die vorher mit 20 cem Wasser 
verdünnt wurde, so setzt sofort eine lebhafte Kohlensäureent- 
wickelung ein und das Permanganat wird schnell verbraucht. 
Leitet man, sobald die Oxydation begonnen hat, Wasserdampf 
durch die Masse, so wird das entstandene Nopinon mitgeführt, 
durch Aussalzen und Ausäthern der Flüssigkeit isoliert und durch 
Destillation in ganz reinem Zustand erhalten. Bei Anwendung 
der angegebenen Menge Schwefelsäure reagiert der Reactionsrück- 
stand vollständig neutral und enthält noch unoxydiertes nopin- 
saures Salz. Um dies auszunutzen, säuert man den Kolbeninhalt 


1) Annalen 346, 248. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1907. Heft 2. 16 


236 0. Wallach, 


mit Schwefelsäure an und gewinnt dann bei der Dampfdestillation 
noch weitere Mengen Nopinon, die aber nicht mehr ganz 80 rein 
sind als die ersten Antheile und daher zweckmäBig nicht mit 
jenem vermischt werden. Die Gesamtausbeute an Keton war bei 
dem eingeschlagenen Verfahren auch nicht sehr gut, sie betrug 
aus 100 gr nopinsaurem Natrium. durchschnittlich 43 gr Nopinon. 


Eigensehaften des Nopinon. 


Das reine Nopinon siedet constant bei 2092 und erstarrt in 
einer Kältemischung sehr leicht zu einer Krystallmasse, die 
etwas oberhalb 0° wieder schmilzt. Die physikalischen Constanten 
wurden an Präparaten von verschiedenen Darstellungen überein- 
stimmend wie folgt, ermittelt: 

= 0,981, np — 1,4787 bei 20°, M — 39,87. 

Für Co H14 O berechnet sich M — 39,51. Die Art der Atom- 
verkettung im Nopinon bedingt also ein Refractionsincrement, das 
auf etwa 0,4 zu veranschlagen ist. 

Das Nopinon ist rechtsdrehend und zwar wurde gefanden: 
1) a—+18°10, 1—1dm, d—0,983, t—18, [al = +18,48 
2) «a —+18°11’, 1—= 1dm, d=—0,9845, t— 16", [alb = +18,47 

Die optische Activität des Nopinons ist von besonderem Inter- 
esse, weil wir im Nopinon die erste Terpenverbindang 
ohne Seitenkette vor uns haben, an welcher optische 
Aktivität beobachtet wird. 

Auferordentlich auffallend ist die starke Steigerung, welche 
die Drehungsintensität des Nopinons in alkoholischer Lôüsung 
erfährt, was auf die Entstehung einer Verbindung hinzudeuten 
scheint. Diesbezüglich wurde ermittelt: 

1) S — 1,0632, L(Alkohol) — 7,5388, d — 0,832, t — 18°, 
p—= 12,960, 1 = 1 dm, a — + 3000" 
[al = +37,927 
2) S — 1,0419, L(Alkohol) = 7,5705, d — 0,829, t — 14°, 
p = 12,1%, 1—= 1dm, « — +3°45 
[alu = +37,39 
3) S — 1,080, L(Alkohol) == 14,0584, d — 0,82, t — 18°, 
p = 7%hjeel =:2.dm, sa 1-#+4122 
[lb = +88,04. 
In anderen Lôsungsmitteln erwies sich die Drehung des No- 


pinons geringer als in unverdünntem Zustand, wie sich aus fol- 
gendem ergiebt : 
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S — 1,0055,  L(Aether) — 13,0559, d — 0,7405, t — 14°, 
p = 7,15 Jo, 1 — 2dm, « — +1°10/ 
[alb — +11,02 
S = 1,029, L(Benzol) = 7,2959,  d = 0,899, +& — 17°, 
p = 12,36 %, 1 = 1dm, « — +1°13' 
[«]o —= + 10,95 
S = 1,0920,  L(Benzol) — 13,9292, d — 0,898, t = 17", 
p—= 727"), 1—=2dm « — +1°24 
lolo = +10,9. 

Daf das Nopinon sich sehr leicht mit Benzaldekyd zu 
der schôün krystallisierenden bei 106—107° schmelzenden Verbin- 
dung Ce Hi2 O0: CHC6 Hs condensieren läft, habe ich früher!) schon 
angegeben. Das Nopinon zeigt aber auch eine grofe Neigung zur 
Selbstcondensation. Das tritt in auffallender Weise hervor, 
wenn man eine alkoholische Lüsung von Nopinon mit Chlorwasser- 
stoffsäure sättigt. Nach einigen Stunden scheidet sich eine kry- 
stallinische Verbindung aus der Lôsung aus, die abfiltriert und 
mit Aether — in dem sie in der Kälte sehr schwer lôslich ist — 
nachgewaschen wird. Man kann die Verbindung auch umkrystalli- 
sieren und dann in dicken Prismen krystallisiert erhalten. Dabei 
findet aber gewôhnlich schon eine partielle Zersetzung statt und 
daher ist die Analyse zweckmäfig mit nicht umkrystallisierter 
Substanz auszuführen. Das Chlorid ist dadurch charakterisiert, 
da es sich bei 148° unter Gasentwickelung zersetzt. Die Ana- 
lyse dieser Substanz führt zu der Formel Cis Hs9 OCls : 

1) 0,1379 gr gaben 0,2981 CO: und 0,0978 H20 
2) 0,1592 , » 0,181 AgCI 
3) 0,1334 , Pr UITIDO) 


Berechnet für C18 Hz29 OC Gefunden 
1 2 3 
C.58,77 58,95  — _— 
H. 7,9% 7,94 — es 
CI. 28,93 — 28,68 29,29 


Es ist danach ganz klar, daf das Nopinon sich unter dem 
Einfluf der Salzsäure unter Wasseraustritt (ganz analog wie 
z. B. Cyklo-Hexanon)?) condensirt, da die dabei entstandene 
Kobhlenstoffdoppelbindung gleichzeitig unter Addition von 1 Mol. 


1) Diese Annalen 818, 365 (1900). Auf analoge Condensationsproducte 
werde ich bei anderer Gelegenheit zurückkommen. 
2) Ber. 29, 2965 (1896); 40, 70 (1907). 

L 1 16 *% 
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HCI gelôst wird und daB ferner der Vierring in den beiden zur 
Vereinigang gekommenen Molekülen gleichfalls unter Salzsäure- 
aufnahme gesprengt wird. Mit Zugrundelegung der Nopinonformel 
läft sich der Vorgang folgendermafen verdeutlichen : 


/\ Le ak 
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Das schwer lôsliche bei 148° sich zersetzende Trichiorid 
giebt nun sehr leicht — z. B. schon beim längeren Kochen mit 
Lôsungsmitteln oder bei der Digestion mit 1 Mol. Natriumäthylat 
1 Mol. HCI ab und verwandelt sich in ein aus Alkohol in Nadeln 
krystallisirendes, bei 125—126° ohne Zersetzung schmelzendes Bi- 
chlorid, welches in Alkohol und namentlich auch in Aether viel 
leichter lôslich ist als das Trichlorid. Leïitet man in die alkoho- 
lische Lôsung des Bichlorids Chlorwasserstoff ein, so krystallisiert 
nach einiger Zeit wieder das Trichlorid vom Zersetzungspunkt 
148° aus. Das eine Salzsäure-Molekül, das sich an die Doppel- 
bindung, welche die beiden condensirten Nopinonmolekïüle ver- 
knüpft, leicht anlagert, wird augenscheinlich auch entsprechend 
leicht wieder abgespalten. Ganz ähnlich verhält sich übrigens die 
HCI-Verbindung des Cyklo-Hexen-Hexanons (s. 1. c.). 


Analyse des Bichlorids C18 Hss OC: 
0,1037 gr gaben 0,2490 CO: und 0,0798 H:0 
0,0950 |  ,  0,0830 Ag CI 
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Berechnet für C1s Hss Cle O Gefunden 
C. 65,24 66,49 
H. 8,52 8,61 
C1.21,41 21,60 


Durch Eïinwirkung von Bromwasserstoffsäure auf Nopinon 
lassen sich den Chloriden analoge Bromverbindungen herstellen. 
Die leichte Bildung und die Schwerlôslichkeit des 
Trichlorids kann zum Nachweis von Nopinon sehr gut 
verwerthet werden. 


Ueberführung von Nopinon in Isopropylhexenon. 


Wenn man Nopinon längere Zeit mit verdünnter Schwefel- 
säure kocht, so verschwindet der charakteristische Geruch des 
Nopinons und macht dem nach Cuminol Platz. Diesen Geruch 
besitzt aber auch das mit Nopinon isomere Isopropylhexenon, wel- 
ches ich vor einiger Zeit durch Aboxydation des B-Phellandrens 
mit Luftsauerstoff gewonnen habe')}. Die Untersuchung des Um- 
lagerungsproducts aus Nopinon hat nun auch die Identität mit 
jenem Keton ganz unzweïideutig erwiesen. Das Umlagerungspro- 
duct des Nopinons entsteht in nur geringer Ausbeute, denn man 
beobachtet beim Erwärmen des Ketons mit Schwefelsäure die Bil- 
dung reïichlicher Mengen mit Wasserdampf nicht flüchtiger Producte, 
was jedenfalls mit der Neigung des Nopinons zur Selbstconden- 
sation zusammenhängt. 


Die mit Wasserdampf flüchtigen Antheile der Umlagerung 
wurden zunächst an Semicarbazid gebunden. Das mebrfach um- 
krystallisierte Semicarbazon, welches sich schneller ausschied 
als Nopinon-Semicarbazon, schmolz bei 183—184° und gab mit dem 
aus B-Phellandren gewonnenen Isopropylhexenon - Semicarbazon 
keine Schmelzpunktsdepression, wohl aber mit Nopinon-Semi- 
carbazon. Dann wurde aus dem Semicarbazon das Keton regene- 
riert und in alkoholisch-ammoniakalischer Lüsung mit Schwefel- 
wasserstoff behandelt. Es entstand eine Schwefelwasserstoff-Ver- 
bindung, welche nach dem Umkrystallisieren aus Aether unter 
Zusatz von etwas Alkohol bei 119° schmolz. Auch diese Reaction 
spricht dafür, daB das schon bekannte 4, 2 Isopropylhexenon 
vorlag : 


1) Diese Annalen 343, 31—35 (1905). 
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Nopinon wurde in bekannter Weise in feuchter ätherischer 
Lôsung mit metallischem Natrium reduciert. Der gewonnene Al- 
kohol erstarrt leicht aber nicht vollkommen. Durch Absaugen 
wurden die festen («) von den üligen (8) Bestandtheilen geschieden 
and getrennt untersucht. 


a) Krystallisiertes «-Nopinol. 

Der Siedepunkt lag bei 204—205°, der Schmelzpunkt des aus 
Methylalkohol schôn krystallisierenden Präparats bei 102 Es 
sublimiert leicht in langen weiBfen Nadeln und riecht ähnlich wie 
‘Campher. 

0,1012 g gaben 0,2874 CO: und 0,1063 H: 0. 


Berechnet für Co H1e O Gefunden 
C.77,07 77,45 Jo 
H.11,51 11,74 2/0. 


Das umkrystallisierte Präparat zeigte schwache Linksdrehung : 
S — 0,9381,  L (Aether) — 6,5478, d = 0,762, 
t = 18, p —= 12,58 %, 1 — 1dm, «an — —0°31' 
[alu es — 5,82°. 


Nach vierwôchentlicher Berührung mit verdünnter Schwefel- 
säure zeigte sich das Nopinol ganz unverändert. 
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Zur weiteren Charakterisierung wurde der Alkohol durch 

sr. é def : NH Cs Hs 
Combination mit Phenylisocyanat in das Urethan CO O CH 
übergeführt. 

Die Verbindung schmolz nach dem Umkrystallisieren bei 
131—1320. | 

0,1249 g gaben 0,3381 CO: und 0,0911 H: O. 


Berechnet für C16 Ha1 Oo N Gefunden 
C.74,07 78,76 
H. 8,17 7,94 


b) Flüssiges B-Nopinol. 

Die von dem krystallisierten Nopinol abgesaugten flüssigen 
Antheile wurden, um etwa noch vorhandenes Nopinon sicher zu 
entfernen, nochmals mit einem grofen Überschaf von Natrium re- 
duciert. Das so gewonnene Product gab weder mit Semicarbazid 
noch beim Behandeln mit gasfôrmiger Salzsäure (s. oben) eine Re- 
action auf Nopinon. Nachdem es durch Ausfrieren von allen An- 
theilen festen Nopinols soweit wie môglich befreit war, hinterblieb 
eine dickflüssige Masse, welche mit Phenylisocyanat reagierte und 
dabei ein Phenylurethan vom Schmelzpunkt 95—96° gab: 

0,1096 g gaben 0,2974 CO: und 0,0806 Hs O 

0,1238 g gaben 6,2 cm N bei 18,5° und 744" 


Berechnet für Cie H21 Oo N Gefunden 
C.74,07 47,01 
HMS 47 8,238 
N. 5,42 5,65 


Da das Phenylurethan aus flüssigem Nopinol andere Eigen- 
schaften besitzt als das aus dem festen Alkohol gewonnene, darf 
man schliefen, daB man es hier wirklich mit zwei Modificationen 
der Vendunr 

H OH 


N 
za thun hat. Das erhellt auch daraus, daB das flüssige Nopinol 
eine stärkere Activität aufwies als das bei 102° schmelzende: . 
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S — 11613,  L (Aether) — 7,6718,  d — 0,759, 
#=17, p=1815%, l=1dm, … ap = —1°30 
el) = —15,08. 


Für das Bestehen der Isomerie zwischen «&- und B-Nopinol 
sieht man die Ursache ein, wenn das die beiden Methyl tragende 
Kohlenstoffatom des Vierrings nicht in derselben Ebene 
liegt, wie die Kohlenstoffatome des Sechsrings. In 
diesem Fall kann das OH in cis- oder in trans-Stellung zu der 
Gruppe C(CHs): treten. 


Pinakon des Nopinons. 


Bei der Reduction des Nopinons mit Natrium in alkoholischer 
Lôsang entstehen auch mit Wasserdampf nicht flüchtige Antheile, 
welche bei der Destillation unter 11"" zwischen 195-—200!° siedeten, 
zunächst glasartig erstarrten, aber aus Aether in bei 106—107° 
schmelzenden Krystallen erhalten werden konnten. 

0,1259 g gaben 0,3573 CO: und 0,1250 Hs O. 


Berechnet für Ci18 Hso O2 Gefunden 
C.77,64 77,40 
H.10,86 IE 


Man hat es also augenscheinlich mit dem dem Nopinon zu- 
gehôrigen Pinakon zu thun. 


Nopinonen Co Ha. 


Beim Erwärmen des flüssigen B-Nopinols mit Chlorzink') ent- 
steht in wenig guter Ausbeute ein bei etwa 157—160° siedender 
Kohlenwasserstoff, den man eigentlich Nopinen benennen sollte. 
Da dieser Name schon für das allerdings noch nicht isolierte 8- 
Pinen theilweise im Gebrauch ist, soll der Kohlenwasserstoff vor- 
läufig als Nopinonen bezeichnet werden. Die nähere Untersuchung 
steht noch aus. 


Homonopinol (Methylnopinol), Cio H13 OH, Pinenhydrat. 


Aus dem Nopinon wurde nach bekanntem Verfahren durch 
Umsetzung des Ketons mit Methylmagnesiumjodid der homologe 
tertiäre Alkohol aufgebaut *). Die gewonnene Verbindung siedete 


1) Das feste «-Nopinol ist gegen Chlorzink viel beständiger. 

2) Nach freundlicher privater Mittheilung hat auch Hr. W. H. Perkin jun. 
neuerdings diese Reaction ausgeführt und dabei den erwarteten tertiären Alkohol 
mit den weiter unten angegebenen Eigenschaften gleichfalls erbalten. 
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unter 10" zwischen 96—100° und erstarrte alsbald zu einer von 
flüssigen Antheilen durchtränkten Krystallmasse. Die flüssigen 
Bestandtheile erwiesen sich als unangegriffenes bezw. regeneriertes 
Nopinon, wie durch die Ueberführang in das vorher beschriebene 
so characteristische Trichlorid Cis Hso OCls leicht zu constatieren 
war. Der neue Alkohol kann durch Absaugen auf porôsen Ton- 
platten vom anhaftenden Nopinon befreit werden, was aber mit 
nennenswerthen Verlusten verbunden ist. Besser verfährt man 
so, daf man die ursprünglich gewonnene halbfeste Masse mit Hülfe 
der Vacuumpumpe auf einem Porzellansieb absaugt und die ab- 
laufenden flüssigen Antheile nochmals mit Methylmagnesiumjodid 
umsetzt. 

Das reine Homonopinol erhält man nach dem Umkrystal- 
lisieren aus verdünntem Holzgeist in verfilzten bei 58—59° schmel- 
zenden Nadeln. Der Siedepunkt liegt zwischen 204—205°. Der 
Alkohol ist sehr leicht flüchtig, besitzt an Kampfer erinnernden 
Geruch und ist gegen Permanganat ganz beständig. Ausbeute 
80 ‘, der Theorie. 

1) 0,1412 g gaben 0,4014 CO: und 0,1468 H: 0. 

2) 0,1073 g gaben 0,3049 CO: und 0,1149 H2 0. 


Berechnet für C10 His O Gefunden 
1 2 
C.77,8ù 77,53 77,50 
H.11,77 11,63 11,98 


Das Homonopinol zeigte schwache Linksdrehung : 
S — 1,2358, L (Aether) — 6,6871, d:=— 0,767, 
D 10 ,00pe 175690, L=—= 10m an —= —0°41' 
[«]o = — 4,99. 


Nach seiner Entstehungsweise muB dem Homonopinol (Methyl 
(1)-Nopinol) die Formel zukommen : 
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. Es kann also auch als ein Hydrat des Pinens betrachtet und 
Pinenhydrat benannt werden. 

Durch Abspaltang von 1 Mol. Wasser aus dieser Verbindung 
wäre theoretisch die Müglichkeit für die Bildung zunächst von 
drei Kohlenwasserstoffen gegeben, die ich als &-, Le und ee inen 
unterscheiden will: 1 


CHs CH: CHE 
ns dede 
nt de Ce IE 
PES TASER 
C C C 
Ke a Le Sr 
a-Pinen B-Pinen y-Pinen. 


a-Pinen ist identisch mit dem gewôühnlichen Pinen, 6-Pinen 
entspräche dem vorläufig noch nicht isolierten, also hypothetischen 
Nopinen. y-Pinen wird sich vielleicht besonders leicht bilden, 
da ein tertiär gebundenes H-Atom für seine Entstehung unter 
H:0-Abspaltung zu Gebote steht, Man’ kann aber voraussehen, 
daB der “hlenwasserstoff sich unter Sprengung des Vierrings 
sehr leicht umlagern wird. Dann wäre die Entstehung von Li- 
monen oder Terpinolen am wahrscheinlichsten. 

Von diesen Gesichtspunkten aus bot ein Stadium des Homo- 
nopinols ein ganz besonderes Interesse. 


Verhalten des Homonopinols (Pinenhydrats) gegen wässrige Lôsungen 
von Säuren. 


Synthese von cis-Terpinhydrat. 


Die Vierringbindung im Pinenhydrat erweist sich als ganz 
auferordentlich labil und lôst sich bei Gegenwart auch der 
schwächsten Säuren unter Wasseraddition und Entstehung von 


Terpinhydrat auf: 
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CH: OH CH OH 
< 
CB 
< /1 + H20O — 
Lol | 
Y 
C(OH) 
CAVE, 


Das muB auch bei der synthetischen Darstellung des Alkohols 
‘beachtet werden. | 


1. Pinenhydrat und verdünnte Schwefelsäure. 

1 g Homonopinol wurde mit 500 cem kalter 5 ‘iger Schwefel- 
säure durchgeschüttelt. Schon nach zwei Stunden war der Alkohol 
so gut wie vollständig in Lüsung gegangen. Nun wurde die Flüs- 
sigkeit unter Kühlung mit Alkali neutralisiert und dann mit Essig- 
ester mehrfach extrahiert. In den Essigester ging eine leicht 
krystallisierende Substanz, die nach dem Umkrystallisieren aus 
Wasser bei 117° schmolz und sich als reines cis-Terpinhydrat 
erwies. 

0,1289 g gaben 0,2973 CO: und 0,1316 H: O. 


Berechnet für C10 Hes Os Gefunden 
C.63,09 62,90 
H.11,65 11,42 


Die Ausbeute ist fast quantitativ. Zur weiteren Identificierung 
wurde das Terpinhydrat mit Eisessig-Salzsäure umgesetzt und 
dabei leicht das Dipentendihydrochlorid (Schmelzpunkt 48°) er- 
halten. 

2. Pinenhydrat und Oxalsäure. 

Bei halb- bis dreiviertelstündigem Schütteln mit viel kalt 
gesättigter wässeriger Oxalsäurelôsung geht Homonopinol — ab- 
gesehen von einer geringen Emulsionsbildung — fast vollständig 
‘in Lôsung. Zur Entfernung der üligen Ausscheidungen wurde die 
Flüssigkeit erst mit ganz wenig Essigester ausgeschüttelt, dann 
— nach Entfernung des so gewonnenen Extracts — mit grüBeren 
Mengen Lôsungsmittel. Nach Abdestillieren des letzteren hinter- 
blieb eine erhebliche Menge Terpinhydrat. Schon kalte wässerige 
Oxalsäure vermag also den Vierring im Pinenhydrat zu lôsen. 
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Synthese von Terpenkohlenwasserstoffen. 


Nach dem vorstehend festgestellten Verhalten des Homono- 
pinols (Pinenhydrats) gegen Säuren ist es durchsichtig, warum 
eine ganze Reïhe von Versuchen, welche vorher angestellt wurden, 
“am den Alkohol durch Wasserabspaltung in a- oder in 6-Pinen 
überzuführen, fehlschlagen muften. Von diesen Versuchen ver- 
dienen die folgenden einige Berücksichtigung. 


1. Pinenhydrat und Ameisensäure. 

10 g Homonopinol wurden mit 20 cem 85 ‘/oiger Ameïisensäure 
übergossen. Es findet Erwärmung und theilweise Lôsung statt. 
Bei künstlicher Wärmezufubr trübt sich die Flüssigkeit unter Ab- 
scheidung eines leichten Oels Nun wurde noch etwa eine Minute 
gekocht, das entstandene sehr flüchtige Product mit Wasserdampf 
übergetriebeu, das Destillat mit Alkali gut durchgeschüttelt, noch- 
mals mit Dampf destilliert, über Pottasche getrocknet und dann 
über metallischem Natrium mehrfach rectificiert. 

Es konnten verschiedene Fractionen aufgefangen werden 
1) 17b—1799, 2) 179—182°, 3) bis 1902. 

Die erste Fruction zeigte: d — 0,853, nn — 1,47586 bis 20°, 
M = 449,6 (ber. für C10 Hie F°? — 45,24). 

0,1035 g gaben 0,3328 CO: und 0,1107 Hz: O. 


Berechnet für C1oHi16 Gefunden 
C .88,24 87,69 
H.11,76 11,97 


Man hat es also mit einem noch nicht absolut reinen Terpen 
mit zwei Aethylenbindungen zu thun. Der Kohlenwasserstoff gab 
in Ligroïnlôsang sehr deutlich die Reaction auf Terpinen. 
Schmelzpunkt des erhaltenen Nitrosits lag bei 1532. 

Die hôheren Fractionen gaben beim Bromieren in Eisessig- 
lôsang etwas krystallisiertes Bromid von nicht ganz einheit- 
licher Beschaffenheit. Nach dem Umkrystallisieren schmolzen 
einige Antheile (gut ausgebildete durchsichtige Krystalle) unter 
Gasentwickelung und Grünfärbung zwischen 112—115°, zeigten 
also das characteristische Verhalten des Terpinolen-Tetra- 
bromids, andere schmolzen ohne Zersetzung ein wenig hôher. Ob 
Dipententetrabromid vorlag, lieB sich bei den geringen Substanz- 
mengen nicht mit Sicherheit entscheiden, es ist aber als wabr- 
scheinlich anzunehmen. 

Es ist vorläufig darauf verzichtet worden, das sehr kostbare 
Ausgangsmaterial zur Wiederholung dieses Versuchs in grôBerem 
Mafistabe zu verwenden, denn schon auf Grund der beobachteten 


zu erwarten wäre, 
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Thatsachen darf es als absolut sicher gelten, daB die Reaction 
zwischen Homonopinol urd Ameisensäure sich in der Weise ab- 
gespielt hat, daf die Säure den Alkohol erst zu Terpin auf- 
gespalten und dieses dann weiter die bekannten Abwandlungen in 
Dipenten, Terpinolen, Terpinen und Terpineol!) erlitten hat. Im- 
merhin wurde die Richtigkeit dieser Interpretation noch durch 
den Nachweis erhärtert, daB sich auch beim Schütteln von Homono- 
pinol mit kalter Ameisensäurelüsung Terpinhydrat bildet. Endlich 
verdient noch bemerkt zu werden, daf bei der Wasserabspaltung 
aus Homonopinol unter Anwendung von Ameisensäure fast gar 
keine harzigen Nebenproducte auftraten, wie sie sich bei den nach- 
her zu beschreibenden Versuchen in sehr lästiger Weise bemerk- 
lich machen. 


Homonopinol und Eisessig-Chlorwasserstoff. 

Eine Eisessiglôsang von Homonopinol wurde unter Abkühlen 
mit Chlorwasserstoffgas gesättigt und einige Tage sich selbst über- 
lassen. GieBt man dann die Flüssigkeit auf Eis, so scheidet sich 
ein schnell erstarrendes Oel aus, das aber bei gewôhnlicher Tem- 
peratur sich bald wieder verflüssigt. Um die üligen von den 
festen Bestandtheïlen zu befreien, wurde die ursprünglich erhaltene 
halbfeste Masse auf Tonteller gebracht, die durch eine gute Kälte- 
mischung kalt gehalten wurden. Die flüssigen Antheile werden 
dabei allmählich aufgesaugt und eine farblose, nunmehr auch bei 
gewôhnlicher Temperatur haltbare Krystallmasse hinterbleibt. Nach 
dem Umkrystallisiren aus wenig Methylalkohol schmolzen die Kry- 
stalle bei 48—49° und erwiesen sich als vüôllig identisch mit Di- 
pentendihydrochlorid. Der Vorgang vollzieht sich also, 
wie von vorn herein zu erwarten gewesen war, gemäB der 
Gleichung : 

CH: OH CHs CI 


CH: ë 
pe +2H0C1 = H:0 + 


| 
CH.CCI-HCs 


1) Das Vorhandensein von geringen Mengen Terpineol in den hüchstsiedenden 
Antheilen des Reactionsproducts wurde zwar bis jetzt nicht objectiv nachgewiesen, 
ist aber unzweifelhaft. 
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Verhalten des Homopinols gegen trockene, Wasser abspaltende Mittel. 


1) Homonopinol wurde mit dem doppelten Gewicht entwässerten 
Chlorzinks eine halbe Stunde auf dem Wasserbad erwärmt. Es 
hatten sich viel Polymerisationsproducte gebildet und wenig mit 
Wasserdampf flüchtiger Kohlenwasserstoff von ausgesprochenem 
Limonen-Geruch. Die Hauptmenge siedete zwischen 170—180°. 

2) Homonopinol wurde mit der dreïfachen Menge Kalium- 
bisulfat 21} Stunde auf 130° erhitzt. Ausbeute mangelhaft. 
Siedepunkt des mit Wasserdampf abgeblasenen Products ganz un- 
constant von 163—200°. Ein herausfractionierter, bei 163—164° 
übergehender Antheil wurde analysiert. | 


0,1036 g gaben 0,3362 CO2 und 0,1074 H: 0. 


Berechnet für C1o Hi Grefunden 
C.88,24 88,50 
H.11,76 11,60 


Hier lag also ein Kohlenwasserstoff von der Zusammensetzung 
eines Terpens und einem dem Pinen nahe kommenden Siedepunkt 
vor. Die Anwesenheit von Pinen konnte aber durch Reactionen 
nicht nachgewiesen werden und die Umsetzung müfte unter Auf- 
wendung von sehr viel Substanz wiederholt werden, wenn über 
die Natur der entstandenen Producte ganz Zuverlässiges ermittelt 
werden sollte. 

8) Ein Versuch durch Erhitzen über scharf getrocknetem 
Natronkalk aus dem Homonopinol Wasser abzuspalten verlief 
resultatlos. 

Andere Versuche zur Erreichung des oben erôrterten Zwecks 
stehen noch aus. 


Pinenhydrat (Homopinol) und Chlorphosphor. 
Denkt man sich in dem tertiären Alkohol das Hydroxyl durch 
Chlor ausgetauscht, so kommt man zu der Verbindung: 


CH 
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die man mit Recht als Pinenmonochlorhydrat bezeichnen 
darf und welcher die Formel zukommt, die man früher dem s. g. 
»künstlichen Kampher“, d. h. dem bei der Einwirkung von trockener. 
Halogenwasserstoffsäure auf trockenes Pinen entstandenen Product 
zuschrieb. 

Um zu der theoretisch wichtigen Substanz zu gelangen wurde 
Pinenhydrat in Ligroïnlôsung unter Abkühlung mit 1 Mol. PCI 
in Umsetzung gebracht. Je 5 g Homonopinol wurden in 25 ccm 
trockenem Ligroïn gelüst und unter Eiskübhlung allmäblich 6,7 g 
PC eingetragen. Nachdem aller Chlorphosphor verschwunden 
war, wurde die Lüsung zunächst mit Eiswasser, dann mit ver- 
dünnter Natronlauge durchgeschüttelt und der nach dem Trocknen 
und Abdestilliren des Ligroïns verbleibende Rückstand im Vacuum 
fractioniert. Ein constanter Siedepunkt konnte nicht erzielt 
werden, die Hauptmenge ging bei 13" zwischen 95—105° über. 
Es machte sich aber schon bei der Destillation im Vacuum eine 
Abgabe von CIH bemerklich. Beim Destillieren unter gewühn- 
lichem Druck (Siedepunkt etwa 200—205°) trat noch weitergehende 
Zersetzung unter Salzsäure-Entwickelung ein. 

Eine Chlorbestimmung einer im Vacuum um 100° siedenden 
Fraction ergab: 

0,2469 g gaben 0,1834 Ag CI. 

Berechnet für C10 H17 C1 Gefunder 

C1. 20,54 18,37. 

Das durch Austausch von OH im Homonopinol gegen C1 im 
ersten Schritt jedenfalls entstehende Chlorid ist in seinem Ver- 
halten vôllig verschieden von dem bei der Einwirkung von 
C1H auf trockenes Pinen entstehenden Chlorid Cio H11 C1. Damit 
ist ein neuer ganz stringenter Beweis dafür beigebracht, daB die 
Addition von 1 Mol. HCI an trockenes Pinen im ersten Schritt 
nicht unter Aufl‘sung der Aethylenbindung, sondern unter Auf- 
lôsung des Vierrings erfolgt. Denn bei Auflôsung der Aethylen- 
bindung im Pinen durch HCI müfte die Verbindung 
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entstehen, die, wie man sieht, identisch ist mit dem Homonopinyl- 
chlorid, dessen Bildung man bei der Umsetzung von Homonopinol 
mit PCls als erstes Reactionsproduct erwarten muf. 

: Wird das Product der Einwirkung von Chlorphosphor auf Ho- 
monopinol in Eisessiglôsung mit Salzsäuregas gesättigt, so entsteht 
in reicblicher Menge Dipentendihydrochlorid. Mischt man 
unter den bekannten Cautelen eine Auflôsung des Monochlorids mit 
Amylnitrit und Salpetersäure, so scheidet sich ein schwer lôsliches, 
chlorhaltiges Nitrosat ab. Bei der Umsetzung des neuen Chlo- 
rids mit Anilin und Verarbeitung des Reactionsproducts in früher 
beschriebener') Weise erhält man Kohlenwasserstoffe, welche in der 
Hauptmenge zunächst zwischen 179—190° destillierten und sich reich 
an Dipenten erwiesen, welches leicht in Form des bei 125° schmel- 
zenden Tetrabromids zur Abscheidung gebracht werden konnte. 

Aus dem Verhalten des Chlorids aus Homonopinol darf man 
schliefen, daB das ursprüngliche Umsetzungsproduct sehr unbe- 
ständigen Charakter besitzt, indem es sehr zur Salzsäureabspaltung 
neigt, und zu gleichzeitiger Aufl‘sung des Vierrings. 

Nach den bisher vorliegenden Beobachtungen ist es daher 
nicht ausgeschlossen, daB bei der Einwirkung von Chlorwasserstoff 
auf feuchtes Pinen sich dasselbe Zwischenproduct bildet, wie 
bei der Umsetzung von Homonopinol mit PCk:; denn in beiden 
Fällen tritt als Endproduct der Reaction Dipentenbichlorhydrat 
auf, falls den Zwischenproducten überschüssige Chlorwasserstoff- 
säure geboten wird. 


III. Ueber die Synthese hôherer Homologer des Terpins 
und hôherer homologer Terpene. 


Nachdem sich herausgestellt hatte, daB sich das Homonopinol 
leicht zu Terpinhydrat aufspalten läft und in Folge dessen auch 
die aus Terpin erhältlichen Terpenkohlenwasserstoffe synthetisch 
aus dem Homonopinol bereïitet werden kônnen, lag der Gedanke 
nahe, den Versuch zu machen, diese Reaction auch auf die Ge- 
winnung hôherer Homologer zu übertragen. Da das in der That 
durchfübrbar und damit ein ganz neuer Weg zur Herstel- 
lung hôherer homologer Terpene gebahnt ist, geht aus 
folgendem Versuch hervor. 

Nopinon wurde mit Magnesiumjodaethyl nach Grig- 
nard in Umsetzung gebracht und bei der Isolierung des gewon- 


1) Annal. 850, 148, 150; Ber. 40, 604. 
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nenen Productes so verfahren,.wie es bei der Darstellung des 
Homonopinols erst beschrieben worden ist. 

Der erbaltene tertiäre Alkohol, den man Aethylnopinol 
nennen kann: 


CHs CH: OH 


#7 
Hs(xe 


zeigte folgende Eigenschaften : 

Siedepunkt nicht ganz constant von 212° bis oberhalb 220°. 
Aus den hôchstsiedenden Antheïilen setzten sich schon bei gewôhn- 
licher Temperatur sehr grofe schôn ausgebildete Krystalle ab, die 
nach dem Abpressen bei 43—45° schmolzen und zwischen 219—223° 
siedeten. Die Analyse dieser Krystalle ergab: 

0,2280 g gaben 0,6535 CO: und 0,2405 H: 0. 


Berechnet für C11 H20O Gefunden 
C.78,49 78,17 
H.11,99 11,82 


Beim Erwärmen mit Ameisensäure spaltet der Alkohol Wasser 
ab und es entstehen hôühere homologe Terpene, die noch nicht 
eingehender untersucht sind. 


Homologes Terpinhydrat. 
CH:3CH: OH 


Hs Hs 


H: H: 


CB: C(OH) CHs 


Wird das eben beschriebene Aethylnopinol längere Zeit mit 
B‘iger Schwefelsäure geschüttelt, so geht es allmählich in Lÿ- 
sang, wenn auch langsamer als Homonopinol (Methylnopinol). Die 
Verarbeitung des Reactionsproducts geschah ähnlich, wie es bei 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasso. 1907. Ileft 2. 17 
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den analogen Versuchen mit Methylnopinol beschrieben worden ist, 
nur wurden nach der Neutralisation der sauren Flüssigkeit mit 
Alkali die nicht gelôsten flüchtigen Bestandtheile vor dem Aus- 
ziehen der Flüssigkeit mit Essigester durch Wasserdampf ab- 
geblasen. 

In den Essigester ging eine krystallisirende Substanz, die 
ziemlich viel heiBfes Wasser zur Lôsung bedarf, aus dieser Lôsung 
dann aber in gut ausgebildeten durchsichtigen Krystallen heraus- 
kommt. Die Verbindung schmilzt nach vorherigem Erweichen 
bei 75—76°. 

0,1906 g gaben 0,4503 CO: und 0,2024 H: O. 


Berechnet für C11 H22 Os + Ho O Gefunden 
C.64,64 64,43 
H.11,84 11,90. 


- Aus der Analyse folgt, daf ein wasserhaltiges Product vor- 
liegt, daB man es also mit einer dem bekannten cis-Terpinhydrat 
in jeder Beziehung analogen Substanz zu thun hat. 

Die Versuche zur Gewinnung einer weiteren Reihe homologer 
Terpine werden fortgesetzt. 


Beitrag zur Theorie ungedämpfter elektrischer 
Schwingungen bei Gasentladungen 


von 


Eduard Riecke. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 11. Mai 1907. 


Darch die folgenden Betrachtungen werden die Untersuchungen 
von Simon über den selbsttônenden Lichtbogen in gewisser Weise 
ergänzt. Sie gehen allerdings auf der einen Seite nicht so tief 
wie die Arbeiten Simons; sie bleiben auf einem rein phänomeno- 
logischen Standpunkt und zeigen nicht, wie die Schwingungen 
durch den inneren Mechanismus der Entladung dauernd unterhalten 
werden. Auf der anderen Seite werden im folgenden die Diffe- 
rentialgleichungen, von denen das Problem abhängt, etwas voll- 
ständiger und allgemeiner untersucht, und es werden s0 einige 
neue Beziehungen gewonnen. Wir gehen zunächst über zu der 
Aufstellung der allgemeinen Bedingungen, von denen das Problem 
abhängt. 


1 


In dem Hauptzweige befinde sich die Batterie mit der elektro- 
motorischen Kraft E; der Widerstand des Hauptzweiges sei W, 
die Selbstinduction L. Zwischen den Endpunkten «a und b des 
Zweiïges liege die Entladungsstrecke; die Richtung ÆEa entspreche 
dem positiven Strome, die Stromstärke im Hauptzweige sei I. 
Die Spannungsdifferenz zwischen den Polen à und b der Ent- 
ladungsstrecke sei e, die Stromstärke i. Parallel zu der Ent- 
ladungsstrecke sei der Condensatorzweig geschaltet mit dem Wider- 
stand w und der Selbstinduction /; die Potentialdifferenz zwischen 
den Platten des Condensators sei V, seine Capacität C. Die Strom- 

17* 
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stärke im Condensatorzweige sei j; als positive Stromrichtung 
gelte die vom Condensator zu dem Pole a der Entladungsstrecke. 
Bezeichnen wir mit c die Lichtgeschwindigkeit, so sind die Glei- 
chungen des Problems: 


aJ 


(1) La + WI = E-e. 

| dj ns 

(2) la, +w = CV—e. 
; av 

(8) Rx PT 


Dazu kommt noch eine aus den Erfahrungstatsachen zu entneh- 
mende Beziehung zwischen e und . Wir haben dann im ganzen 
5 Gleichungen zur Bestimmung der 5 Unbekannten 1, à, j, e und 
V. Die Beziehung zwischen e und à wird im Falle eines statio- 
nären Stromes durch die statische Charakteristik der Entladung 
gegeben. In dem Falle einer oscillierenden Entladung, wie er ins- 
besondere von Simon studiert worden ist, kann man annehmen, 
daB die Elektrodenspannung e nicht blos von der Stromstärke 
selber, sondern auch von ihren Differentialquotienten nach der 
Zeit abhänge. Wir werden uns in erster Annäherung mit dem 
folgenden Ansatze begnügen: 
di 

(5) e = e,+œi+à2 TA 
Die folgenden Betrachtungen gelten daher nur bei kleinen Ab- 
weichungen von dem stationären Zustande. 

Eliminieren wir aus den Gleichungen (2) und (3) die Potential- 
differenz V, so ergibt sich: 


d' 


(6) QT 


+ Co À TRUE = 0. 


2. 
Eliminiert man aus Gleichung (6) mit Hülfe von (5) die Span- 
nung e, s0 ergibt sich: 


dj 


(7) CIS + Co Ÿ L + oÿ+ C1 Ti + Ce à — = (0. 
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Ebenso folgt aus (1) mit Hülfe von (4) und (6) : 

(8) L+ D +(W+o)i-L D Wii Eee, 

Durch nochmalige Differentiation nach der Zeit ergiebt sich aus 
Gleichung (7): 


a d'j 
+ cu 0 8 + a + Co À JET 


Aus den drei letzten Gleichungen aber kann man entweder à oder 
j eliminieren und erhält so für ÿ und :: 


CL+41(L+1)] 27 
(9) CIW(+2)+w(L+1)+o(L+1)} T4 


[CL Wio + o(W+w)] + (L+4)]} De (W+0)j 
= 0 


und: 


CIL1+4(L+0) . de 
@) CIWG+4)+0(L+1)+0(L+0} À Br 


(C[Ww+o(W+w)]+c! (&+1) Ÿ pire ((W+a)i-E+e,| 
= 0. 


Gleichung (9’) zeigt, daB sich t aus einem constanten und aus 
einem variabelen Teile zusammensetzt. Der erste ist gegeben 
durch : 

E-—e, 
W+o 


Für den variabelen Teil gilt dieselbe Differentialgleichung wie für 7. 


8. 

Wir wollen nun die Bedingung dafür aufstellen, daB die Glei- 
chungen (9) durch eine periodische Function der Zeit befriedigt 
werden. Zu diesem Zwecke nehmen wir an, daB die Funktionen 
j und à die Zeit nur in dem Factor 
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T —_ Lelinss i = V=T 
enthalten. Dann wird: 
dTidt = 2xinT, d'Tfdt® = —-Ann°'T, dTldt —= —-Bn'in°T. 
Fübrt man diese Werte ein in Gleichung (9), so zerfällt sie in 


einen reellen und einen imaginären Teil; setzt man diese beiden | 
Teile einzeln gleich 0, so ergeben sich die Gleichungen: 


(10) 4z'n'CN(W+o)+L(w+o)+1(W+w)} = cC(W +), 


und : 
c(W+) Fe 
UW+o)+L(w+o)+41(W+w) 


CIWw+o(W+w)} +c(L+2) 


PAPE) 


(11) 


4. 


Wir machen nun für ? und e die Ansätze: 


(12) i = i,+4cosS+ 4'sinS, e — e, + BcosS+ B'sinS. 


Wo0 : 
$S = 2 ant. 


Aus diesen Ansätzen ergiebt sich, da8 zusammengehôrende Werte 
von e—e, und i—, durch die Punkte einer Ellipse dargestellt 
werden, «eren Mittelpunkt die Coordinaten i, und e, besitzt. Setzen 
wir $ = 0, so erhalten wir in À und B die Projectionen eines 
Ellipsenhalbmessers auf die Axen © und e; setzen wir S = x/2, 
t — 1f4n, so erhalten wir in 4’ und B’ die Projectionen eines 
zweiten Halbmessers. Man erkennt leicht, da die Halbmesser 
A, B und 4’, B' einander conjugiert sind. Wenn # und S wachsen, 
so verschiebt sich der Endpunkt des Ellipsenhalbmessers auf dem 
Umfange der Ellipse. Diese Verschiebung mu den Beobachtungen 
von Simon entsprechend im Sinne des Uhrzeigers erfolgen, 
wenn die Âxe der t nach rechts, die der e nach oben gezogen wird. 
Daraus folgt die Bedingungsgleichung : 


(13) A'B— AB' — poitiv. 


Der für e gemachte Ansatz mu aber der Gleichung (5) genügen. 
Es ergeben sich somit für B und B’ die Werte: 


(12°) B= œA+2xn414, B'— œ4'-2nn14. 
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Es wird somit: 
A'B—AB' = 2xn4(4°+ 4"). 


Die Bedingung dafür, da8 der Endpunkt des Ellipsenhalbmessers 
sich auf ihrem Umfange mit wachsender Zeit im Sinne des Uhr- 
zeigers verschiebt, ist somit : 


(13°) À = positiv. 
Gleichung (6) gibt auBerdem noch die Beziehung : 
(14) e = e, + wi. 

b. 


Wir machen nun für ? den Ansatz: 
ji = XcosS+ X'’sinsS. 


Hier ist wie im vorhergehenden S — 2xnt; die Schwingungszahl 
n ist bestimmt durch Gleichung (10). Für X und X’ ergeben sich 
aus Gleichung (6) die Werte: 
2anCwB+(c—-4x'n Cl) B' 
(c"—4n'n° Cl} +4n'n° Cu ? 
c. (—4x°n° C1) B—2xnCwB' 
(—4x'n° Cl)" +4x n° C'w° 
Mit Rücksicht auf Gleichung (10) kônnen diese Ausdrücke 
auch auf die folgende Form gebracht werden: 


w(W+ 0) B+2xn|L(w+o)+A4(W+w)} B' 
&nn{L(w+o)+A(W+w)| +uw(W+o) ? 
2an\L(w+o)+4(W+w)} B-w(W+o)B'. 
Axn'|L(w+o)+A(W+w)}"+w (W+ oo) 


X — —2nnC: 


X'= Jan 


X = -(W+o) 
(15) 
X'= (W+o) 


6. 


Wir gehen über zu der Berechnung des Stromes Z im Haupt- 
zweige À. Wir setzen: 


(16) I = I,+ YcosS + Y'sinsS. 
Dann ergiebt sich aus Gleichang (1): 
(17) WI, = E-e,; 


und : 
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Per WB—2nnLB' 
17: 5 W'+4xn L' ? 
a Taudie 2xnLB+WB' 


W'+4rnL 


7 


Zwischen den Stromstärken I , i und ; besteht endlich noch 
die durch Gleichung (4) gegebene Beziehung. Führen wir hier 
die für die Stromstärken gemachten Ansätze ein, so ergibt sich: 


) XHTML - À 


Setzen wir hier die für X, X', Y, Y’ gefundenen Werte ein, s0 
erhalten wir noch zwei weitere Gleichungen zwischen den das 
Problem bestimmenden Grüfen : 


w(W+o)B+2zxn|L(w+æ)+1(W+w)}B, WB-—-2xnLE' 
Ann" L(w+@)+A1(W+w)}+w(W+o)  W'+4rnL 
= — À. 


(W+ ) 


(19) 
2an{L(w+æ)+4(W+w)}B-w(W+a)B'_2xnLB+ WEB! 
Amen L(o+o)+4(W+w)+u(W+o)  W'+4n nl 
— À! 


(W+0) 


Stellen wir die Ergebnisse der bisherigen Rechnung zusammen, 
so haben wir zunächst zur Bestimmung der mittleren Stromstärken 
TJ, und :, die Gleichung (17). Die Amplituden X, X', Y, Ÿ' werden 
durch die Gleichangspaare (15’) und (17’), die Schwingungszahl 
durch Gleichung (10) gegeben. 

Zwischen den 12 GrôBen n, «, 4, W, L, w, 1, À, À’, B, B', C 
bestehen dann noch die Gleichung (11), die beiden Gleichungen 
(12”), und die beiden Gleichungen (19). Gleichang (11) stellt eine 
Beziehung zwischen den GrôBen «, 4, W, L, w, l und C dar. Die 
Gleichangen (12”) und (19) sind homogen und linear in À, 4’, B, B'; 
man kann aus ihnen die Amplituden B, B' eliminieren, und erhält 
zwei neue Beziehungen zwischen den GrôBen À, À', n, w, À, W, 
L, w, 1 homogen in À und 4’; die Condensatorcapacität kommt 
darin nicht vor. Es zeigt sich, daB die neuen Gleichungen nur 
zu befriedigen sind, wenn die GrôBen n, w, 4 W, L, w, | noch 2 
weïiteren Bedingungen gentigen. À und À’ bleiben unbestimmt. 
in ganzen haben wir also vier Beziehungen zwischen den GrôBen 
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©, À, W, L, w, |, n und C. Davon ist Gleichung (11) frei von 
der Schwingungszahl, Gleichung (10) enthält Schwingungszahl und 
Capacität; die zwei. durch Elimination aus den Gleichungen (12°) 
und (19) erhaltenen Beziehungen sind frei von der Capacität, ent- 
halten aber die Schwingungszahl. 

Für die Potentialdifferenz der Condensatorplatten ergiebt sich 
aus Gleichung 3: 


(20) V= V + = — (Æ' cos S— X sinS). 


Die Phasendifferenz zwischen V und j beträgt dann x/2. Die In- 
tegrationsconstante VW, bestimmt sich durch die Bedingung, da 


für j — 0 die Spannung cV — . sein muf. 


8. 

Ehe wir zu der specielleren Untersuchung der erhaltenen all- 
gemeinen Gleichungen übergehen, wollen wir noch die Verhältnisse 
der in dem Kreise geleisteten elektrischen Arbeiten 
betrachten. Für die Arbeiten, die im Hauptzweige, im Condensa- 
torzweige und in der Entladungsstrecke während eines Zeitele- 
mentes dé geleistet werden, ergeben sich die Ausdrücke: 


dA = 
I(E-—e)dt = (I,+ Y cos S + Y’sin S)(E—e, — B cosS — B'sin S) dt 
dau — j(V—-e)dt = 


: cX cX , 
(Xeos 8 + X'sin 5)(; ER — B)cos 5 — ic no + B'}sinS+ Ve.) 


da = iedt — (i,+ À cos S + 4'sin S)(e, + B cos S + B’sin S) dt. 


Integriert man diese Ausdrücke über die Zeit einer Periode, t = 0 
bis t — 1/n, s0 ergeben sich die folgenden Werte der entsprechenden 
Arbeiten: 


I(E-e)  YB+Y'B 


= en n 2n . 

XB + X'B' 

(21) a = ML 0 
Dee né AS Bt 


ñn 2n 
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Die während einer Periode im Entladungszweige geleistete Arbeit 
kann mit Hülfe der Gleichungen (12’) auch auf die folgende Form 
gebracht werden: 

; __ àe . @(4°+ 4") 
LES 2 à EE 
Die letztere Form des Ausdruckes ist besonders bemerkenswert; 
sie zeigt, daB die von den elektrischen Schwingungen im Entla- 
dungszweige herrührende Arbeit negativ wird, wenn o einen ne- 
gativen Wert besitzt. Es verschwindet dann eine gewisse Arbeït 
in der Entladungsstrecke, und diese muf sich in den anderen 
Teilen des Stromkreises wiederfinden. In der Tat ergiebt sich nun 
für die Samme der Arbeiten im Haupt- und im Condensatorzweige 
der Ausdruck: 


Pone L(bEc) BA her 9) 
n 2n 
Oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (18): 
1(E-6)7 APE Ps, LES) ao 4 


” 2n n 2n 


In der Tat wird also die Arbeit, die in der Entladongsstrecke in 
Folge der elektrischen Schwingungen verloren geht, in den beiden 
anderen Teilen des ganzen Kreises wieder gewonnen. Die Arbeit, 
die in dem ganzen Stromkreise während einer Periode geleistet 
wird, reduciert sich auf: 


Ata — 


Re 


n 


A+a+a — 


Die von den Selbstinductionen herrührenden elektromotorischen 
Kräfte sind in den vorhergehenden Rechnungen nicht berücksichtigt ; 
es ist dies auch nicht nôtig, denn die von ihnen während eines 
Zeïtelementes df geleistete Arbeit ist ein vollständiges Differential, 
und der Integralwert der Arbeit für eine ganze Periode ist daher 
gleich 0. 

Zu bemerken ist noch, daB die Compensation zwischen den 
Arbeiten À + «& und a von der besonderen Beziehung zwischen den 
Amplituden B, B’ und 4, 4’ unabhängig ist. 


9. 
. Wir wenden im Folgenden die allgemeinen Formeln an auf 
den Fall, daf ZL und 4 gleich Null sind. Dann ergibt sich aus 
Gleichang (10): 
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&x'n Cl = c’; 
ferner wird Gleichung (11): 

Ww+o(W+w) = 0. 
Daraus folgt, da ungedämpfte Schwingungen nur môglich sind 
bei negativem æ, d. h. bei einer nach der Axe der : abfallenden 
Charakteristik. Die Gleichungen (12’) geben: 
B = oœA und B’ — œ{4'; 

daher wird: 

e—e, = œ(i—i,), 
die im allgemeinen von dem Punkte i, e beschriebene Ellipse geht 
also in diesem Falle in eine gerade Linie über. 


Die Gleichungen (17) und (18) bleiben unverändert; die Glei- 
chungen (15) geben: 


X = —Bju, X' = —B'[w; 
die De (1779: 
Y = —-BJW, Y'= -B'}W. 


Die Gleichungen (19) reducieren «ich beide auf die schon aus (11) 
abgeleitete Bedingung : 
1/W+1fw = —1/o. 

Man erhält also schlieflich für die GrôBen I, j, à und e die fol- 
genden Formeln: 

IW = E-e,—-o(Acos S+ 'sinS), 

jw = —-o(4cosS + 4'sinS), 

iW—= E-—e,+ W(A cos S+ 4'sinS), 

e = e,+o(AcosS+ 4'sinS). 


10. 


Wir kehren nun zurück zu den allgemeinen Gleichungen 
ee Zur Abkürzung führen wir die folgenden Bezeichnungen ein: 


T'p+o)+1(W+w) = T, 
w(W+a) = U, 

2axn = n, 

nm T'+U' — G, 
W+rLl'= H. 
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Damit ergeben sich aus den Gleichungen (19) die beiden folgenden : 


UT 1 
CR NCS CEE 


UT EL at 
LA EE Pr 


oder mit Rücksicht auf (12°): 


pes + fre feel 


ee ee 


UE Le AR A À À 
Ê a G ++ APT Ar r'è 
U* AEUL,. +L 
14e {og 0 + = 1e el 
Diese beiden Gleichungen aber sind nur dann mit einander ver- 
träglich, wenn die Coëfficienten von 4’/A, beziehungsweïise 4/4’, 


sowie ihre rechten Seiten einzeln gleich Null sind. Der Wert 
von 4’/A bleibt dann unbestimmt, und es ergeben sich die beiden 


Bedingungen : 


FU Ml UT ML. 
w®@ TH °|w@  H°j 
(22) 
U° relie W ee” Des Lil. 1 
wat) "Aloe Æf 1 
Die Combination dieser Gleichangen giebt weiter : 
: W 
2 o = —(ot+ a") Er + 
Somit : 
(23) œ — negativ. 


Für die statische Charakteristik ist di[dt gleich Null; daher 
bezeichnet nach Gleichung (5) æ© die Tangente des Winkels, unter 
dem diese statische Charakteristik gegen die Axe à geneigt ist. 
Es gilt also auch für unseren allgemeineren Fall der Satz, daf 
eine ungedämpfte Schwingang nur an solchen Stellen der statischen 
Charakteristik môglich ist, an denen die Charakteristik gegen die 
t-Axe abfällt. 
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4 ist nach Gleichung (13”) positiv; der Eintritt ungedämpfter 
Schwingungen ist also an die weitere Bedingung gebunden: 


UT L 
11. 

Es liegt in den Verhältnissen, da8 die GrôBen n7/U und 
nZL/W im allgemeinen nur kleine Werte haben kônnen. Man 
kann daher die in den früheren Gleichungen auftretenden Aus- 
drücke nach Potenzen jener GrüBen entwickeln und dabei zunächst 
ibre dritten Potenzen gegen 1 vernachlässigen. Dann ergeben sich 
an Stelle der Gleichungen (10), (11), (22) die folgenden : 


wT 5 
(25) n a+ T7) = 
Ca (LH _ y Wot+o(W+w) 
@6) 4j,#T LIi+i(L+D Li HAL D ghi 
IU 
1 1 re T° T L T® L’ 
«7 7 Fan + F) æ MT ci ei 


(28) o(7+3) peer li U- 
W vw _ NW: _ 
Vernachlässigt man schon die zweïten Potenzen von n7/U und 
von nZ/W gegen 1, so wird Gleichung (28): 


1 1 1 


œ 
Mit Rücksicht hierauf gehen die Gleichungen (26) und (27) über in: 


LA _ L(w+o)+A1(W+w) Hi d'Al 
GT W+ 0 und 4 = (er 7) 


Gleichung (25) bleibt unverändert. 


12. 

In $9 haben wir gesehen, da die Schwingung zu einer gerad- 
linigen längs der Charakteristik wird, sobald L und À gleich Null 
werden. Im folgenden wollen wir untersuchen, wie sich unsere 
Formeln gestalten, wenn L allein gleich Null wird. Es wird 
in diesem Falle: 


Fr 


(82) 


G3) 2 = (+2) (D 7%), ee nr 
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-_T = 1(W+w), 

@1) U = w(W+ ), 
G = w(W+o) +nL(W+w), 
HN 


Mit Rücksicht auf diese Werte js die zweite der Gleichungen 
(22) auf die folgende Form: 


w(W+ œ) g 1 + UE (W+ 0) (W +1) À 
(W+o}+n2 (W+10) U(W+o) +n 4 (W+w) 
= — 1. 
An Stelle von Gleichung (22°) kann man zunächst die folgende 
setzen : 


UT 


n (W+0)(W+w) 
Sn 


Diese aber kann nur erfüllt sein, wenn: 
W+o@ = positiv 


ist. Nan wird der Punkt ,, à, der Mittelpunkt der von dem 
Punkt e, à beschriebenen Ellipse, bestimmt durch die Gleichung 
(17): 

— E— Wi, 


Aus dieser Gleichung ergiebt sich die bekannte Construction des 
Punktes e,, i,; man trägt auf der Axe der Spannung die elektro- 
motorische Kraft ÆE ab, und zieht durch den so erhaltenen Punkt 
eine Parallele zur Stromaxe. Von dieser aus trägt man nach 
unten einen Winkel X ab, dessen Tangente gleich W ist. Der 
Schnitt seines Schenkels mit der Charakteristik gibt den Punkt 
e,,  Nun ist auf der anderen Seite « nichts anderes, als die 
Tangente des Winkels, unter dem die statische Charakteristik 
gegen die i-Axe geneigt ist; bezeichnen wir diesen Winkel mit B, 
so ist © — tangf. Die Bedingung W+@ — positiv geht daher 
über in: 

(84) tang « + tang f — positiv; 

das ist aber die bekannte Stabilitätsbedingung, die zuerst von 
Kaufmann aufgestellt worden ist, und zu der wir hier von all- 
gemeineren Voraussetzungen aus gelangt sind. 

Aus Gleichang (11) ergibt sich mit L = 0: 
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sneFivai Sen L'hfsègne ro 
W+ 1 CC U(W+o)+1(W+) ? 
œo wird also in der Tat negativ; ferner wird: 
W* hi CL 1 | 
W + w CC UW+o)+1(W+4w) 


positiv, wenn das erste Glied rechts grôBer ist als das zweite. 
Aus den Gleichungen (10) und (25) ergibt sich mit L — 0 
übereinstimmend : 


(37) n° CI fi 4 


(35) Ù — 


(36) W+o — 


nya) 
I(W + ©) 


Da © negativ, W+@ positiv ist, so würde (W+#w)/(W +) mit 
zunehmendem W kleiner, wenn o constant wäre. Die Schwingungs- 
zahl würde dann mit abnehmendem Strome wachsen, ein Resultat, 
das mit der Erfahrung in Widerspruch steht. Den Grund dafür 
wird man darin finden, daf —œ keineswegs constant ist, sondern 
mit abnehmendem Strome stark zunimmt. Wahrscheinlich erscheint 
auBerdem, daB auch À nicht constant ist, sondern mit abnehmendem 
Strome gleichfalls wächst. In Übereinstimmung steht die Formel 
mit der Beobachtung unter allen Umständen darin, daB sie für 
die Schwingungszahl einen kleineren Wert liefert, als die Kirch- 
hoff-Thomsonsche Gleichung n° C! — c?. 

Die allgemeine Betrachtung der Gleichung (32) ist etwas weit- 
läufig; wir vereinfachen daher die Rechnung durch die Annahme, 
daf die hôüheren Potenzen von n4, von der zweiten an, ver- 
nachlässigt werden kônnen gegen die entsprechenden Potenzen 
von w. Unter dieser Voraussetzung ergibt sich aus Gleichung (32) 
und in Übereinstimmung damit auch aus Gleichung (28): 

Wu 4 W(Wæ+aec) n°4 Wu 


PS nettes ni HAE dei.10! (W+o) uw W+o 


Aus Gleichung (35) folgt dann, daf die Summe der beiden letzten 
Glieder der rechten Seite negativ sein muf. Um dies zu unter- 
suchen, bringen wir Gleichung (38) auf die Form; 


Wu n? 4? W_ _o(W+w)+ Wow+ow 


Wu  w  W+o W+o 


Das zweite Glied rechts ist negativ, wenn der Ausdruck ©(W +w) 
+ Wuw negativ ist. Nun folgt aber aus Gleichung 88’: 


CORRE PES 


(38) wo — 
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Daraus aber ergiebt sich in der Tat in Übereinstimmung mit 
Gleichung (36), daB 

© (W+ 0) + Wio 
negativ ist. . 

Fassen wir die Ergebnisse der letzten Betrachtungen zusammen, 
so ergiebt sich folgendes: Wenn ungedämpfte elliptische Schwin- 
gungen im Sinne des Uhrzeigers môglich sein sollen, so müssen 
vor allem die allgemein gültigen Bedingungen, 

À = positiv und © = negativ, 
erfüllt sein. Dazu kommen aber im Falle eines verschwindenden, 
und ohne Zweïfel auch im Falle eines kleinen ZL die Bedingungen: 
W+o = positiv und o(W+#)+ Ww = negativ, 
aber wenig von Null verschieden. 
Die angegebenen nur qualitativen Bedingungen sind mit einander 
verträglich; die 3 letzten folgen aus (22), (33), (35). Man wird 
also auch immer ein System von Werten n», C, w, 4, W, w, l, finden 
kônnen, welches die Gleichungen (32), (33), (35) und (37) befriedigt. 
Für ein solches System sind dann ungedämpfte Schwingungen 
môglich; unter welchen besonderen Verhältnissen solche Schwin- 
gungen aber wirklich eintreten, darüber vermag unsere Theorie 
nichts zu sagen; diese Frage kann nur durch eine Theorie gelôst 
werden, welche, wie die von Simon, auf die innere Mechanik 
des Lichtbogens zurückgeht. 

Hervorgehoben müge werden, daB die Schwingungszahl nur 
dann mit zunehmender mittlerer Stromstärke wächst, wenn damit 
der Wert von 4A(W+%)/{(W+) abnimmt. Ein solches Verhalten 
kann, wie schon erwähnt, dadurch bedingt sein, daB —œ und 4 auf 
dem fallenden Zweige der Charakteristik mit wachsender Strom- 
stärke abnehmen. 

Zusatz. Erst nach dem Abschluf der vorstehenden Rech- 
nungen erhielt ich die ,Untersuchungen über den selbsttünenden 
Wellenstromlichthbogen von Gustaf Granquist“ von dem Ver- 
fasser freundlichst zugesandt. Seine theoretischen Betrachtungen 
sind allgemeiner als die vorstehenden, sofern sie sich auch auf 
die Gebiete der gedämpften und der instabilen Schwingungen 
beziehen; auf der anderen Seite sind sie specieller, da sie den 
Coëfficienten 4 gleich O setzen; meine Rechnungen werden daher 
auch neben denen von Granquist Interesse besitzen. Die in 
$ 9 abgeleitete Beziehung Ww +o@(W +w) — 0 ist in allgemei- 
nerem Zusammenhange schon von Barkhausen in einer demnächst 
erscheinenden Gôttinger Dissertation’) aufgestellt worden. 


1) Das Problem der Schwingungserregung. Güttingen 1907. 


Numerische Uebersicht der am Samoa-Observatorium 
im Jahre 1906 registrierten Fern- und Naherdbeben. 


Von 


F. Linke. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 8. Juni 1907 durch Herrn Prof. Wiechert. 


Das im Samoa-Observatorium aufgestellte Wiechert’sche 
Pendel von 1000 kg Masse registrierte im Jahre 1906 329 Erd- 
beben, von den 188 aus einer Entfernung unter 1000 Kilometern 
stammten (Naherdbeben) und 141 fernere Herde hatten (Fernerd- 
beben). 

Die Verteilung auf die einzelnen Monate ist folgende: 


Monate Nahbeben Fernbeben Bemerkungen 

Januar 18 13 

Februar 17 7* 

März 35 11 

April 27 11 

Mai 18 11 

Juni 7 11 

Juli 13 10 

August (2 25 Valparaiso-Beben 
September 14 11 

Oktober 14 12 

November 10 9 

Dezember 10 10 

Jabr 188 141 


Kg Ges. d. Wiss. Wachrichte. Math.-phys. Klasse. 1907. Hoft 2. 18 
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In den Fernbeben ist eine jäbrliche Periode nicht zu erkennen; 
die hohe Zahl im August gehôrt dem Schwarm der Valparaiso- 
Beben an. 


Hingegen läge es nahe in der Verteilung der Nahbeben eine 
Periode anzunehmen mit einem Maximum im März und einem 
Minimum im August. Dem widerspricht jedoch die Verteilung im 
Jahre 1905, wo merkwürdigerweise gerade ein Maximum im August 
und ein Minimum im März gefunden wurde. Die Verteilung scheint 
also von Erscheinungen abzuhängen, die keine jährliche Periode 
haben. Im Jahre 1905 war das Maximum mit dem Ausbruche 
eines neuen Vulkans auf der Samoa-Insel Savaii verbunden, der 
in den ersten Monaten heftige Eruptionen hatte. Seit Dezember 
1905 jedoch flieft die im Krater hervortretende Lava durch unter- 
irdische Kanäle von mehr als 12 Kilometer Länge in die See ab 
und nur, wenn diese durch zufällige Vorkommnisse verstopft 
werden, tritt aus den Spalten des Lavafeldes die flüssige Lava zu 
Tage. So zuerst gegen Ende August 1906, besonders auch im 
Dezember 1906. Beziehungen zu den Nahbeben, die übrigens fast 
ausschlieBlich aus grôBerer Entfernung, als die des Kraters kommen, 
lassen sich im Jahre 1906 nicht finden. Zur Zeit des Maximums 
der Nahbeben flo die Lava sogar so ruhig ab, daf die Bevülke- 
rung sich der Hoffnung auf ein baldiges Aufhôren der vulkanischen 
Tätigkeit hingab. Allgemein ist die Zahl der Naherdbeben stark 
zurückgegangen. 

Im vorigjährigen Berichte hatten sich eigenartige monatliche 
Perioden herausgestellt. Es waren die Anzahl der Erdbeben 
am Tage einer Mondphase mit denen der drei vorhergehenden und 
nachfolgenden Tage zusammengefaft worden und dabei hatte sich 
folgende Verteilung ergeben: 


Monatliche Perioden der Erdbeben 1905. 


Mondphase Nahbeben Fernbeben 


Erstes Viertel 16.6* °/o 

Vollmond 23.0 33 
Letztes Viertel 25.4 23 
Neumond 85.0 21* 
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Bei der monätlichen Auszählang der Erdbeben von 1906 er- 
giebt sich : 


19.2 * 0 


Vollmond ° 19.2 22.8 
Letztes Viertel 25.8 25.0 
Neumond 35.8 83.8 


Es fällt sofort auf, daf die monatliche Periode der Naherd- 
beben in beiden Jahren dieselbe war; bei den Fernbeben jedoch 
ergiebt sich eine wesentlich andere Verteilang wie im vorigen 
Jahre. Sie gleicht vielmehr der der Nahbeben. Währénd man 
also geneigt ist, diese seltsame monatliche Periode der Nahbeben 
für reell anzunehmen, scheint eine Periode gleicher Art bei den 
Fernbeben nicht zu bestehen. Allerdings soll nicht übersehen 
werden, da8 der Einfluf des Mondes in verschiedenen Gegenden 
ganz verschieden sein kann, soda sich wobl für Erdbeben eines 
begrenzten Gebietes eine Abhängigkeit von den Mondphasen er- 
geben kann, der aber im Mittel aus allen andren Gebieten ver- 
schieden ausfällt, je nachdem das eine oder andere von grüBern 
Erdbebenschwärmen heimgesucht wird. Theoretisch erklärbar er- 
scheint in erster Linie ein Unterschied zwischen Solstitien und 
Syzygien. Und der ergiebt sich allerdings mit grofer Deutlichkeit 
aus allen in Samoa während der zwei Jahre registrierten Erdbeben: 


Nahbeben | Fernbeben 
1906 | 1906 | 1905 | 1906 


Neumond und Vollmond  |58.2 °/054.0 °/0l55.0 °/0/56.6 °/o 
Erstes und letztes Viertel 141.8 146.0 145.0 |143.4 


Phasen Mittel 


56.0 °/o 
44.0 


Die Bearbeitung der Registrierungen von Nahbeben wird in 
einiger Zeit verôftentlicht werden. Ueber die Fernerdbeben wurden 
durch das Geophysikalische Institut in Gôttingen regelmäbige 
Berichte versandt. 


Apia, den 1. Februar 1907. 


Berichtigung. 


. In der Arbeit 
Bestimmung absoluter Werte von Magnetisierungszahlen etc. 


sind einige Vorzeichenfehler stehen geblieben. 

Für. Opal, Steinsalz, Alaun, Bleinitrat, FluBspat ist x mit 
dem negativen Zeichen zu versehen, das bei x’ richtig gesetzt ist; 
bei Zinkblende fehlt das negative Zeichen sowohl bei x als 
bei #’. 

.  Auferdem mu S. 133, Z, 7 and 10 v.u. Do, durch Do,fh er- 
setzt werden. 
W. Voigt. 


Über die Einwirkung des Lichtes auf die PASS 
der Schwefelsäure. 


Von 
Alfred Coehn. 
Mit 3 Figuren im Text. | 
Vorgelegt von Eduard Riecke in der Sitzung vom 6. Juli 1907. 


Die Photochemie hat — mit Ausnahme der Photographie — 
bisher keinerlei technische Anwendung gefunden. Da aber für 
die Fôrderung eines Wissensgebietes ein erheblicher Gewinn aus 
der Mitarbeit der Technik zu erhoffen ist, mu es — auch vom 
Standpunkte der vwissenschaftlichen Photochemie — als eine 
lôsenswerte Aufgabe erscheinen, solche photochemische Reaktionen 
zu studieren, welche die Technik zur Mitarbeit bewegen kônnten. 
Neben anderen auch von diesem Gesichtspunkte ausgehend habe 
ich in Gemeïnschaft mit Herrn stud. Hans Becker die Ein- 
wirkung des Lichtes auf die Bildung von Schwefelsäure untersucht. 

1. Auf zwei verschiedenen Wegen kann Schwefeltrioxyd unter 
der Einwirkung des Lichtes entstehen. 

Im Jahre 1870 beobachtete Morren!), daB in Schwefeldioxyd, 
wenn er es dem intensiven Sonnenlicht, das ihm in der Provence 
zur Verfügung stand, aussetzte, sich Nebel bildeten. Er konnte 
nachweïsen, daf das Schwefeldioxyd im Licht in Schwefeltrioxyd 
und Schwefel zerfällt: 3 SO: — 2 SOs + S. 

Unsere Arbeit begann mit einer Wiederholung dieser Ver- 
suche, wobei wir uns als Lichtquelle einer Quecksilberbogenlampe 
aus Quarz (von der älteren, Ztschrft. f. Elektroch. 10. 123. 1904 be- 
schriebenen Form) bedienten. Das Schwefeldioxyd wurde in ge- 
schlossenem GefäB oder auch langsam strômend dem Lichte aus- 
gesetzt. Es gelang leicht, die Zerfallprodukte SOs und S nach- 
zuweisen. Wurde unterbalb der Temperatur von 450° gearbeitet, 


1) A. ch. ph. (4) 21, 823, 1870. 
Kgl Ges. d. Wiss. Nacbrichte. Matb.-phys. Klasse. 1907. Heft 8. 19. 


272 Alfred Coehn, 


so schied sich fester Schwefel an der der Lampe zugekehrten GefäB- 
wand aus; und war dieses durch Drehen des Bestrahlungsgefäles 
allseitig geschehen, so wurden die wirksamen Strahlen vollständig 
absorbiert und der Fortgang der Reaktion war gehemmt. 

2. Die Abscheidung von Schwefel bleibt aus bei dem zweïten 
Vorgange, durch welchen im Licht Schwefeltrioxyd entstehen kann 
und welcher dem Vorgange des gewühnlichen Kontakt-Prozesses 
entspricht : 2 SO: + O2 = 2 SOs. Während der Eintritt der ent- 
sprechenden Oxydation in Lôsung bekannt ist'), findet sich über 
das Verhalten des gasfôrmigen Systems keine Angabe. Die Ver- 
sache zeigten, daB das Licht auch hier auBerordentlich wirksam 
ist. Der Vorgang, welcher unter der Einwirkung des ihn am 
stärksten fürdernden Katalysators, des Platins, erst bei 450° mit 
merklicher Geschwindigkeit verläuft, erlangt diese unter dem 
Einfluf des Lichtes bereits bei Zimmertemperatur. Bei Erhaltung. 
des homogenen gasfôrmigen Systems, also etwas oberhalb 46°, der 
Siedetemperatur des Trioxyds, ist bereits nach Xurrer Zeit das 
Auftreten dieses Stoffes zu konstatieren. 


8. Für beide Reaktionen gemeinsam erwies es sich als er- 
forderlich, daB die reagierenden Gase nicht über einen be- 
stimmten Grad hinaus getrocknet wurden. Diese für zahlreiche 
chemische Reaktionen als notwendig erkannte Bedingung*?) hat 
sich auch sonst für photochemische Vorgänge als giltig erwiesen °). 
Die Frage aber, ob auch hier, wie bei dem Kontakt- Verfahren 
mit Platin ein Optimum für den Feuchtigkeitsgehalt existiert, 
konnte verneinend beantwortet werden. Trocknung der Gase 
mit Phosphorsäure lieB die Reaktion praktisch voll- 
ständig ausbleiben; Trocknang mit konzentrierter Schwefel- 
säure fôrderte den Eintritt, weitere Zuführung von Feuchtigkeit 
setzte aber nicht wieder, wie beim Kontakt- Verfahren, die Re- 
aktionsgeschwindigkeit herab. 

4. Nachdem so die beiden Reaktionen in der primitiven An- 
ordnung, welche die zur Verfügung stehende Quarzlampe nur ge- 
stattete, sich zu näherem Studium geeignet erwiesen hatten, wurde 
eine Quarzlampe konstruiert, welche die Konstanterhaltung der 
verchiedenen in Betracht kommenden Versuchsbedingungen er- 
môglichte. 


1) Chasting, Ann. chim. 1877, 146. 
2) Dixon, Journ. Chem. phys. Soc. 49, 94 und 884. 1886. 
8) Pringsheim, Wied. Ann, 89, 884, 1887, 
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Nur die inneren — in der Figur durch ausgezogene Linien 
wiedergegebenen — Teile bestehen aus Quarz, wie das ähnlich 
schon F. Fischer‘) vorgeschlagen hat. In der Lampe von Fischer 


1) Physikal. Ztschrft. 6. 576. 1905. 
19 * 
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befand sich aber die Kühlvorrichtung für den Reaktionsraum in 
dessen Centrum, wodurch in diesem Raum ein starkes Temperatur- 
gefälle zwischen der gekühlten Wand und der heifen Quarzwand 
bestand. In unserer Lampe ist die Wasserküblung des Reaktions- 
raumes zwischen den inneren Quarzwänden angebracht. Die Zu- 
führung des Kühlwassers geschieht von unten her, und auf solche 
Weise lieB sich die Temperatur des Reaktionsraumes von der Er- 
wärmung durch die Lampe vollkommen unabhängig machen. Wir 
fanden es bequem, mit Kühlwasser von 50° oder ohne Kühlwasser 
bei ca. 150° zu arbeiten. Dabei konnte die Temperatur bei 50° 
innerhalb 1°, bei 1500 innerhalb weniger Grade konstant erhalten 
werden. Für die Homogen-Erhaltung des Systems bei dem SOz- 
Zerfall ohne Sauerstoff (450°) konnte im Innern noch eine Heiz- 
vorrichtung angebracht werden. Hier soll nur die Rede sein von 
der Reaktion mit Sauerstoff, für welche 50° die untere Temperatur- 
grenze bedeutet. Da$ die Absorption ultravioletten Lichtes durch 
Wasser verschwindend ist, ist bekannt und wurde für die hier in 
Betracht kommenden Strahlen noch besonders nachgewiesen. Die 
Lampe konnte bei einer Spannung von 24,5 Volt mit Stromstärken 
von. 6—9 Amp. betrieben werden. Die Lichtstärke lieB sich, 
wie die Versuche ergaben, genügend konstant erhalten. 

5. Mit dieser Lampe konnte nun auf zwei verschiedene 
Weisen operiert werden: mit vorüberstrômenden oder mit ruhenden 
Gasen. Für die Versuchsreihen der ersten Gattung wurde in den 
inneren Schliff des mittelsten Qnarzrohres ein unten offenes fast 
bis an den Boden reichendes Rohr aus Geräteglas eingeführt, das 
an seinem oberen Ende Ansätze für den Ein- und Austritt der 
Gase hatte. In der Mitte, also durch das Glasrohr, erfolgte der 
Eintritt, durch den ca. 1 mm breiten Ring zwischen Quarz und Glas 
der Austritt. Die schweflige Säure wurde einer Bombe entnommen, 
der Sauerstoff wurde aus Kalilauge an Nickelelektroden entwickelt, 
wobei er niemals ozonhaltig ist}. Besondere Vorrichtungen 
waren zur Konstanterhaltung der beiden sich vereinigenden Gas- 
strôme angebracht. Die zahlreichen Eïinzelheiten der Anordnung 
werden in der demnächst erscheinenden Dissertation von Herrn 
HansBecker beschrieben werden. Bei den Versuchen wurde das 
Gasgemisch, welches zur Vermeidung von Schwefelabscheidung 
stets Sauerstoff in einem geringen ÜberschuB enthielt, durch die 
Lampe geleitet, so lange bis in der vorgelegten Barytlauge sich 
Baryumsulfat abschied. Dann wurde noch längere Zeit hindurch- 


1) Coehn und Osaka, Ztschrft. f, anorg. Ch. 84. 86. 1908. 
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gefübrt und darauf statt durch Barytlauge durch eine titrierte 
Jodlôsung geleitet, in welcher nach der sich vortrefflich be- 
währenden, von Bodenstein ‘) verwendeten Methode Schwefeldioxyd, 
sodann die Gesamtsäure und daraus das Schwefetrioxyd pétant 
wurden. 


6. Gegenüber dieser durch längere Zeit beständige Auf- 
merksamkeit erfordernden Methode schien es einfacher, das Gas- 
gemisch in zugeschmolzenen Rôhren zu belichten. Um die Fehler ‘ 
bei den Analysen nicht anwachsen zu lassen, muften die Rôhren 
môglichst grofen Inhalt haben. Die Dimensionen der Lampe er- 
laubten, Rôhren von ca. 2 cm Durchmesser und von 20 cm Länge, 
also ca. 60 ccm Inhalt zu verwenden. Von solchen Rôhren 
wurden 6—10 Stück mit Kapillaren an einander geschmolzen, mit 
demselben Gasgemisch gefüllt, dann einzeln abgeschmolzen und 
unter verschiedenen (dabei aber zur Kontrolle je zwei unter den 
gleichen) Bedingangen der Zeit, Temperatur, Lichtstärke etc. 
exponiert. Als Material für die Rôhren wurde aus 6konomischen 
Gründen (der Preis einer Quarzrühre in den angegebenen 
Dimensionen sollte ca. 50 Mk. betragen) das von Schott und Gen. 
in Jena bhergestellte — als Ultraviolett - durchlässig geltende 
— Uviolglas verwendet, an welches sich Kapillaren aus Geräte- 
glas bequem ansetzen liefen. Es wurden zahlreiche Versuche an- 
gestellt, aber der Erfolg war nur sehr gering. Nach achtstündiger 
Belichtung bei 150° waren ca. 14°/ SOs entstanden, nach einer 
Stunde etwa 1°/0. 


Nun aber war bei den Durchstrômungsversuchen, bei welchen 
das Licht nur Quarzwände zu durchdringen hatte, bereits eine 
weitaus hôhere Ausbeute erzielt worden. Es konnte die hier viel 
(zehnmal) dickere Schicht, aber es konnte auch das Uviolglas die 
Ursache des geringeren Erfolges sein. Um uns über den Unter- 
schied des Uviolglases und des Quarzglases bezüglich ihrer Durch- 
lässigkeit für Ultraviolett zu informieren, wurden Spektral- 
aufnahmen mit dem uns von Herrn Geheimrat Voigt gütigst zur 
Verfügung gestellten Quarzspektrographen des physikalischen 
Instituts ausgeführt. Man erkennt an den beiden beifolgenden 
Aufnahmen die Quecksilberlinien und sieht deutlich, daf eine 
helle Quecksilberlinie 254 wohl durch Quarz aber nicht mehr 
durch Uviolglas hindurchgeht. 


1) Zeitschr. f. Elektrochem. 11. 378. 1905. 
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7. Bezeichnete aber diese das für unsere Reaktion wirksame 
Strahlengebiet, so war es aussichtslos, mit Uviolglas besseren 
Erfolg zu erhoffen. Wir entschlossen uns daher, sechs Quarz- 
rôhren in den angegebenen Dimensionen mit angesetzten Quarz- 
kapillaren zu verwenden. Die Füllung geschah genau wie bei 
den Uviolglasrôhren, das Zusammenschmelzen und Trennen der 
sechs Rôhren an den Kapillaren war mit dem Sauerstoffgebläse 
bequem ausführbar. Dann wurden die Rôhren wie vorher die 
Uviolglasrôhren bei 150° exponiert. Der Erfolg war ein ganz 
überraschender : Bereits nach einer Stunde waren ca. 65°/o um- 
gesetzt. Wir verkürzten die Zeit bis herab zu fünf Minuten, 
wobei die Ausbeute bereits 20°/o betrug, so daf man an die 
Schnelligkeit photographischer Prozesse gemahnt wird. 

Nun war es auffallend, daB um 65°/o herum auch die hôchste 
Ausbeute ag, zu der wir bei den früheren Durchstrômungs- 
versuchen gelangt waren. Wurde jetzt — im geschlossenen Robr 
— die Zeit der Belichtung bis zu acht Stunden verlängert, so 
stieg doch die Ausbeute nicht über die in einer Stunde erreichte 
von eben jenem Betrage. 

8. Das durch eine Reïhe von Untersuchungen bekannte 
Gleichgewicht zwischen Schwefeldioxyd, Sauerstoff und Schwefel- 
trioxyd liegt praktisch bei 100°/ Ausbeute an SOs. 

Unsere Resultate fübhrten zu der Vermutung, daf im Licht 
ein anderes Gleichgewicht sich einstellt. 

Wenn das aber der Fall ist, so mu dieses Gleichgewicht sich 
auch von der anderen Seite her erreichen lassen, d. h. SOs muf, 
worauf bisher keinerlei bekannte Tatsachen deuten, durch Licht 
zerlegt werden kônnen. Schwefeltrioxyd wurde also in die 
Quarzrôhren hineindestilliert, bei 50° und Atmosphärendruck ab- 
geschmolzen und dann belichtet. Es zeigte sich, da8 SOs durch 
Licht in SO2 und O2 zerlegt wird und zwar bis zu einem Gehalt, 
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welcher demjenigen der Bildungsversuche fast vüllig entspricht. 
Die Zerlegung ging bis zu ca. 35° und änderte sich dann mit 
der Zeit nicht weiter. 

9. Da bei den Analysen aufer SOs und SO: aus dem nach 
der Absorption übrig bleibenden Gasvolumen auch O: bestimmt 
wurde, waren die Daten zur Ermittelung der Gleichgewichts- 
konstante gegeben. Ihr Wert war in einer Anzahl von Versuchen 
[SO:}? . [Os] 

[SOsP 


do EE = 8,1; 2,9; 2,7; 34; 3,b; 2,9 etc. 


Mittel 3,2. 

10. Bis dahin war mit annähernd der gleichen Sauerstoff- 
konzentration (SO: : O: ca. 2:1) gearbeitet worden. Es wurde nun 
die Sauerstoffkonzentration gesteigert bis hinauf zu dem Ver- 
hältnis SOs : O+ ca. 2 : 10. Die Forderung, daB dabei die 
prozentische Ausbeute steigen, die Konstante erhalten bleiben mu 
fand sich erfüllt. Die Ausbeute stieg von ca. 6b°/o auf ca. 73°). 
Die Konstante schwankte innerhalb der oben angegebenen Werte. 

11. Ein Einfluf der Temperatur auf das Gleichgewicht war 
a priori nicht zu erwarten. Dementsprechend wurde die Konstante 
bei 50° und 150° übereinstimmend gefunden. Wohl aber zeigte 
sich der EïnfluB der Temperatur auf die Reaktionsgeschwindigkeit 
Wäbrend bei 150° eine Stunde bis zur Einstellung des Gleich- 

Fig. 3. 
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gewichts in allen Fällen genügte, bedurfte es bei 50° einer Zeit 
von 3—5 Stunden. Die beifolgenden Kurven deuten den Ver- 
lauf an. 

Die Daten liessen sich zur Ermittelung des Temperatur- 
Koeffizienten der Sr LUE verwerten. Er beträgt 
für 10° ca. 1,2. 

12. Was die Môüglichkeit einer Verschiedenheit in den Wellen- 
längen für die Bildung und Zersetzung betrifft, so weist bisher nichts 
auf eine antagonistische Wirkung zweier Gebiete hin, wie das beim 
Ozon :) und anderen Reaktionen ?) der Fall ist. Wie die Bildung 
des SOs, s0 zeigte sich auch der Zerfall in Rôhren aus Uviol- 
glas bedeutend herabgesetzt. Nach vier Stunden war bei 150° der- 
Zerfall nur bis zu 8°) gelangt, gegenüber der in Quarzrôhren 
bereits nach einer Stunde erreichten Gleichgewichtskonzentration 
von ca. 35°. Das Wellengebiet für Bildung wie für den Zerfall 
liegt also jedenfalls bei kürzeren als den vom Uviolglas ohne be- 
trächtliche Absorption hindurchgelassenen. 

13. Das Licht übt an dem vorliegenden Gleichgewicht zwei 
verschiedene Funktionen aus. Bei der Bildung des SOs, dem 
unter Verlust freier Energie des Systems verlaufenden Vorgange, 
beschleunigt es nur die Einstellungsgeschwindigkeit des Gleich- 
gewichts, wirkt also lediglich als Katalysator. Dagegen leistet 
es bei der Zerlegung des SOs, des im Dunkeln stabilen 
Systems, eine Arbeit, die hier recht beträchtlich ist. Natürlich 
ist das durch Licht dem Lichtgleichgewicht von der einen oder 
anderen Seite zugeführte System nach Abstellen der Bestrahlung 
wieder instabil und mu eine Tendenz in der Richtung zum 
Dunkelgleichgewicht besitzen. Das aber macht gerade den vor- 
liegenden Fall für ein näheres Studium des Gleichgewichts 
besonders günstig, daf das System SO: + O: dieser Tendenz zur 
Einstellung des Dunkelgleichgewichts praktisch nur unendlich 
langsam folgen kann, so da das im Licht eingestellte Gleich- 
gewicht erhalten bleibt. Wir haben es demnach hier nicht mit 
einem stationären Zustand zu tun — zu dessen Aufrechterhaltung 
dauernder Energieverbrauch erforderlich wäre. 

14. Aus der Tatsache, daB das Licht bei der Bildung des 
SOs rein katalytisch, bei der Zerlegung arbeitleistend wirkt, ist 
weiter eine Folgerung für den Einfluf der Lichtstärke auf 


1) Regener, Ann. d. Phys. 20. 1033. 1906. 
2) Trautz, Verhdlgn. d. 78. Naturf. Vers. 1906. 114. 
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das Lichtgleichgewicht zu ziehen. Erfolgt die Zerlegung des SOs 
unter Arbeitsaufwand, so muB sie im Gleichgewicht in stärkerem 
Licht weiter vorgeschritten sein als in schwächerem. 

Daraus aber folgt das scheinbare Paradoxon, daf in 
schwächerem Lichte — wenn nur die Zeit zur Einstellung des 
Gleichgewichts ausreichte — sich aus SO: und O> mehr SOs ge- 
bildet haben mu, als in stärkerem. 

Auch diese Folgerung konnte bestätigt werden. Unsere 
Lampe erlaubte eine Variation’ der Betriebsstromstärke von 6 bis 
9 Amp. Auf das Verhältnis zwischen Stromstärke und Licht- 
stärke soll hier nicht eingegangen werden: Man erkannte 
unmittelbar, daB eine erhebliche ÂAnderung der Lichtstärke 
stattfand. 

Die Belichtung von SOs innerhalb verschiedener Zeiten (eine bis 
acht Stunden) ergab, daB, während bei einer Stromstärke von 9 Amp. 
im Gleichgewicht ca. 35°/, bei 6 Amp. im Gleichgewicht nur 28° 
zersetzt waren. 

Entsprechend entstanden in dem stärkeren Licht bei.9 Amp. 
aus SO: und O2 65° SOs, in dem schwächeren Licht bei 6 Amp. 
dagegen 73°/o. Die Konstante für 6 Amp. schwankte zwischen 
1,27 und 1,46.10". 

Es zeigt also die Gleichgewichtskonstante eine Abhängigkeit 
von der Lichtstärke in dem. erwarteten Sinne: 

2 
K (Licht entspr. 9 Amp.) TE = 3,2 .107° 


Où] ?. [Os] 


K (Licht entspr. 6 Amp.) Le ROSE = 1,4.107 


Der Kôniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gôttingen 
habe ich zu danken, da sie diese Untersuchung fôrderte, indem 
sie die Mittel zur Beschaffung der oben beschriebenen Quarzlampe 
zur Verfügung stellte. 

Gôttingen, Institut für physikalische Chemie, Mai 1907. 


Die Randwertaufgabe der Differentialgleichung 
AAU = 0. 


Von 
Alfred Haar in Gôttingen. 


Vorgelegt von Herrn D. Hilbert in der Sitzung vom 7. Juli 1907. 


Verschiedene Probleme der Mathematik und der mathematischen 
Physik haben die Aufmerksamkeit auf die Randwertaufgabe der 
Potentialgleichung : 


AU=0 


gelenkt. Durch eine Reihe von Arbeïten — ich nenne nur die- 
jenigen von C. Neumann’), H. A. Schwarz?), H. Poin- 
caré®), D. Hilbert*) — wurde der Beweis erbracht, daB eine 
und nur eine Lôsung dieser Gleichung existiert, die auf einer ge- 
schlossenen Kurve gegebene stetige Randwerte annimmt. Nach 
Erledigung dieses Problems wandten sich die Mathematiker zu 
der allgemeinen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung vom 
elliptischen Typus, um auch in diesem Falle die analogen Fragen 
zu beantworten; ich erwähne nur die Abhandlung von D. Hil- 
bert°), an die die vorliegende Arbeit anknüpft. 


1) C. Neumann: ,Ueber die Integration der Differentialgleichung 
CAX' 0? 
“ôx? 
Crelle’s Journal, Bd. 59, S. 835. 
2) H. A. Schwartz: Gesammelte Abhandlungen, Bd. II, S. 157. 
8) H. Poincaré: American Journal of Mathematic, Bd. XII, S. 211. 
4) D. Hilbert: ,Ueber das Dirichlet’sche Prinzip“, Crelle’s Journal, Bd. 
129, S. 65. 
5) D. Hilbert: ,Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Inte- 
gralgleichungen“. (Zweite Mitteilung.) Diese Nachrichten 1904, S. 218. 
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Durch diese Arbeiten sind aber die Randwertaufgaben, die in 
der mathematischen Physik auftreten, nicht erschôpft. In der 
Elastizitätstheorie spielt die Differentialgleichung: 

Ô‘u 0‘ u 
Grp op — 
eine sehr wichtige Rolle; es wird hier der Nachweïis erfordert, 
da8 diese Gleichung eine Lüsung besitzt, die inner- 
halb einer — gewissen Stetigkeitsbedingungen ge- 
nügenden — Kurve regulär analytisch ist, und deren 
Randwerte, und die Werte ihrer Ableitung nach der 
inneren Normale auf dieser Kurve, gegebene stetige 
Funktionen sind!) Durch die Anwendung der Integralgleichungen 
gelang es mir den Beweis dieser Tatsache zu erbringen; ich bé- 
schränke mich an dieser Stelle auf eine kurze Andeutung des Ge- 
dankenganges meines Beweises. 


In der (x,y) Ebene denken wir uns eine geschlossene Kurve 
‘C durch die Gleichungen: 


0‘ 


x = a(s) 

y = b(s) 
gegeben, wobei wir annehmen, daf die periodischen Funktionen 
a(s) und b(s) dreimal stetig differenzierbar sind. Wir konstruieren 
die Greensche Funktion zweiter Art?) G(x,y; £,n) der Potential- 
gleichung für diese Kurve C, die in Bezug auf x,y innerhalb C 
der Differentialgleichung : 

4G = 0 


genügt, an der Stelle x = £, y — n logarithmisch unendlich wird, 
und deren, in Richtung der inneren Normalen genommene Ab- 
leitung auf C einen von s unabhängigen Wert besitzt. Rücken 
die Punkte x,y bezw. £, n in die Randpunkte a(s),b(s) bezw. a(f), 
b(t) der Kurve C, so mügen die betreffenden Werte dieser Green- 
schen Funktion mit G(s,t) bezeichnet werden. 

In der Potentialtheorie wird gezeigt, daB wenn p(s) und q(s) 
zwei stetige periodische Funktionen sind — ihre Periode môüge 


1) Vergl. die Preissufgabe der Pariser Academie (Comptes Rendus 1905, 
8. 1145). 

Von den vielen Abhandlungen, die sich mit dieser Differentialgleichung be- 
schäftigen, erwähne ich nur die neu erschienenen Arbeiten von G. Fubini (Rendi- 
conti del Circolo Mathematico di Palermo XXIII (1907) S. 59) und 8. Zaremba 
(Bulletin de l’academie du Cracovie 1907, S. 148). 

2) cf. D. Hilbert: ,Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen 
Integralgleichungen“ (Dritte Mitteilung). Diese Nachrichten 1906, S. 809, 
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mit der Periode von a(s) und b(s) übereinstimmen —, die den 
Relationen: 

J'a(s)ds = 0 

(C) 


p(£) + . J ee (s, ô) 26) ds = const. 


genügen, eine innerhalb C reguläre Potentialfanktion existiert, die 
auf C die Randwerte p(s) annimmt, und deren normale Ableitung 
auf C mit der Funktion g(s) übereinstimmt !). 

Setzen wir jetzt zur Abkürzung : 


(c—E) +(y— 7) = r°(t,y; Ë, %); 
so sind: 


rx, y; En) rx, y; Ë, n) und r'(x, y; Ë, n) 


für jeden Wert der Parameter £ und # Lüsungen der Differential- 
gleichang : 


(1) ASAU = 0. 
Daher stellt das über die Randkurve C erstreckte Integral : 
Das) = Jr Cv a (0,50) (a vi a (0,80) 0 à 
+f P G@9: a (0,509) 609 à 


— wobeï y(t) und y(f) beliebige stetige Funktionen bedeuten môgen 
— eine innerhalb C reguläre Lôsung unserer Differentialgleichung 
dar, deren Randwerte auf C durch die Formel: 


U(s) = fre t) Ur(s,t) p(é) dt + Je v (st) w(t) dé, 


und deren normale Ableitung durch: 
au _ Or" (s, t)tr(s,t) 
dn ! ôn 
(C) 
dargestellt wird, wobei: 
r(a(s), b(s); a(t),8@) = r(s,t), 


[ARE 0) __ Or (st) 
ôn etc ôn 


or°(s,t) 
p(6) dt + [ En #0 


y = 0 
gesetzt ist. — 


1) cf. D. Hilbert: 1. c. S. 310. 
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Um nun eine Lôüsung unserer Differentialgleichang zu kon- 
struieren, deren Randwerte auf C mit der gegebenen dreimal stetig 
differenzierbaren Funktion f(s), und deren Ableitung nach der 
inneren Normale daselbst mit g(s) übereinstimmt, genügt es die 
Funktionen @ und # so zu bestimmen, da$ eine reguläre Potential- 
funktion existiere, die auf der Kurve C die Randwerte: 


f(s)— U(s) 
annimmt, und deren normale Ableitung gleich: 
32 
g()— 


wird. Ist nämlich w(x,y) diese Potentialfunktion, so ist 
U(x, y)+u(x, y) 
offenbar eine unsere Bedingungen erfüllende Lôsung der Diffe- 
rentialgleichang (1). — 
Damit aber eine solche Potentialfanktion existiere, ist nach 
unseren früheren Bemerkungen hinreichend, da8 die Relationen: 


[ COS — 0 


(©) 
1 oU 
OU = 5 [ 60(10-S)&# 
0 = - 7 0(10-%) 


erfüllt seien. Diese Relationen geben zwei Integralgleichungen 
für die unbekannte Funktionen œ(t), #(t), auf deren Lôüsung unser 
Problem zurückgeführt ist. — Fübren wir zur Abkürzung die 
Bezeichnungen ein: 


Kit — a [66 ee de 


dr” (5, t) 
4 do 


K(s,t) — re0+g [869 
) 
or" (s,t)tr(s,t) 
L(s) = | — LE àt 
js a 
Or” (5, t) 
A(s) = dt, 
Je à. 


so lauten unsere Integralgleichungen : 
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[ecoreo+rcmeoa+ [ k6,9+0% 
) (C) 


(C 
(2) 
_ 1043 [660308 
(3) de Le (s) o(s)ds + de 4 (s) W(s)ds — L 9 (s) ds. 


Ich bemerke, daB die letzte Gleichung keine Integral- 
gleichung im gewôhnlichen Sinne ist, sie ist mit einer Gleichung 
für die Fourier-Koeffizienten der Fuanktionen œ(s) und y(s) äqui- 
valent. Bezeichnen wir nämlich mit &,,x,,x,,... bezw. mit y,, y, y,,... 
die Fourier-Koeffizienten dieser Funktionen: 


1 27 1 27 
mg] sOûi 24 = 7 f e6c0pàs 


1 27 ÿ 
La, = of p(s) sin ps ds 


L 27 


Ye 2x ë Y(s) ds; VE 


27% 
x J, Y(s) cos ps ds; 


1 2 7x 
= — Je D GJoi ps de 
7 Jo 


— indem wir der Eïinfachheit halber die Gesamtlänge der Kurve 
C gleich 2x nehmen — und entsprechend : 


1 2 x d 27 1 27 
=] 104, 4255 fav 0 = 35 fo, 


so ist jene Gleichung mit der Gleichung: 

(8") Lo + h%o = 

äquivalent. Die erste Integralgleichung ist eine Integral- 
gleichung erster Art mit den zwei unbekannten Funktionen 
œ und #; sie ist mit einem linearen Gleichungssystem für die 
Fourier-Koeffizienten dieser Fuanktionen äquivalent, denen noch die 
Bedingung (3) auferlegt wird. Herr Prof. Hilbert hat in 


seiner Vorlesung über Integralgleichangen im S.S. 1906, für die 
Behandlang der Integralgleichung : 


F(s) = J 1r(s,t) Œ(t)at 
(s Jr (0) 


die Randwertaufgabe der Differentialgleichung AAU = 0. 285 


eine Methode angegeben, die auch in diesem Falle zum Ziele führt; 
sie besteht darin, daB man diese Integralgleichung auf ein System 
linearer Gleichangen mit unendlich vielen Unbekannten der von 
Herrn Hilbert in seiner vierten Mitteilung') behandelten Art 
zurückführt. — In der Integralgleichung (2) kommt aber noch 
eine andere Funktion y(s) vor, wodurch erreicht wird, daB es 
unendlich viele Funktionenpaare (s), w(s) gibt, die jene Integral- 
gleichung befriedigen. — Es ist zweckmäBig diese Willkür dazu zu 
benutzen, ein solches Lôsungspaar herauszugreifen daf: 


z, = 0,undy, = y =: —0 


sein soll. Ich beweise dann, indem ich das genannte Hilbert- 
sche Verfahren anwende, folgenden Satz : 

Entweder gibt es bei beliebig gewählten dreimal 
stetig differenzierbaren Funktionen f(s) und g(s) ein 
Lôsungssystem unserer Integralgleichungen (2) und 
(3), oder aber es besitzen die zugehürigen homogenen 
Gleichungen: 


22) LEGO (,0+K(650)9 0 di EUX (st) #( dt = 0 
(C) 
3a) Î L(s)p(s) ds +f A(s)v(s) ds = 0 
(C) (©) 


ein nicht verschwindendes Lôsungssystem, bei dem 
2, = Oundy, = y, =... — 0 

ist, wo «, und y, die frühere Bedeutung haben. Die Randwert- 

aufgabe der vorgelegten Differentialgleichung kann als bewiesen 

betrachtet werden, wenn die zweite Alternative ausge- 


schlossen wird. — 
Um dies zu erreichen betrachte ich die Funktion: 


U(x,y) = 4 (æ, y; a(#), 6 (6) tr p(O dt er y; a(t),0(D)w (6 dt, 


wo œ(f) und w(t) Lüsungen der homogenen Gleichungen (2a) und 
(8a) sind. Dann drücken diese Gleichungen aus, daf eine inner- 
halb C reguläre Potentialfunktion w(x,y) existiert, die in ihren 
Randwerten und in den Werten der normalen Ableitung mit U(x, y) 
übereinstimmt. Da aber U(x,y) und u(x,y) innerhalb (C) reguläre 
Lôsungen der Differentialgleichang : 


1) A4U = 0 


1) D. Hilbert. Diese Nachrichten 1906, S. 219. 
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sind, so folgt — nach einem bekannten Satze') — da diese Funk- 
tionen identisch sind, und daher ist die Funktion U(x,y) eine 
Potentialfunktion. Mit Rücksicht auf die Relationen: 


A(r (2,9; 6, 1) lr(c.y; En) = 4lr(a, n; 7) +4, 
A(r° (x, y; 8,1) = 4, 


erhält man daraus die Gleichang: 
Ÿ Pr (x, y; a(é), b(E)) p(é)dt = 0 ,. 
(©) 


woraus man schlieBt, daB {t) identisch verschwinden mu, 
und man zeigt dann leicht, daB auch y, — 0 und y, = O0 ist, d. h. 
Y(t) gleich Null ist. Damit ist aber die zweite Alternative 
ausgeschlossen and der Beweis des Satzes erbracht, daB 
die vorgelegte Differentialgleichung (1) stets eine 
Lôsung besitzt, deren Randwerte auf der Kurve C 
und deren Ableitung nach der inneren Normale ge- 
gebene dreimal stetig differenzierbare Funktionen 
sind. 

Um nun die Randwertaufgabe für beliebige stetige Rand- 
bedingungen zu lôsen, konstruieren wir eine Lôsung H(x,y; Ë, n), 
die im Bezuge auf x,y die Differentialgleichung (1) befriedigt, 
und deren Randwerte auf C, nebst ihrer normalen Ableitung mit 
den entsprechenden Werten von r’(x,y; EE, m)tr(x,y;Ë,%) überein- 
stimmt. Die Existenz dieser Funktion ist durch das vorher- 
gehende Resultat sichergestellt, wenn die Randkurve dreimal stetig 
differenzierbar ist; an dieser Bedingung halten wir fest. 


Der Funktion: 
T'(x,y;Ë,n) = H(x,y;Ëé,m—r'(x,y;Ë, 7) Ur (x, y; Ë, n), 
die auf C samt ihrer normalen Ableitung verschwindet, kommen 
alle wesentlichen Eigenschaften der Greenschen Funktion der 
Potentialgleichung zu; insbesondere ist sie symmetrisch in den 
Variablenpaare x, y und £, 7, und abgeschlossen. 

Man kann dann — indem man eine der Greenschen Formel 
analoge Formel für die Gleichung (1) benutzt*) — durch diese 
Funktion l’(x, y; Ë,n) eine Lôsung der vorgelegten Differential- 
gleichung darstellen, deren Randwerte und Werte der Ab- 
leitung nach der inneren Normale auf C gegebene stetige Funk- 
tionen sind, womit die behandelte Randwertaufgabe für 


1) Vgl. etwa Voigt: Theoretische Physik. Band I, S. 208. 
2) Vgl. etwa Voigt: Theoretische Physik. Band I, S, 204. 
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dreimal stetig differenzierbare Randkurven voll- 
ständig erledigt ist. 

Die nun definierte Funktion l'(x,y; En) gestattet auch die 
Lôsung der Randwertaufgabe der Differentialgleichungen : 


AAIU = f(x, y) 
AASU = AU. 


Man zeigt auf eine Weise, die sehr ähnlich dem Beweise ist, den 
Herr Hilbert bei den entsprechenden Sätzen der partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung anwendet, da die erste 
Gleichung stets eine Lôüsung besitzt, die auf der Randkurve C 
samt ihrer normalen Ableitung verschwindet. Die zweite Gleichung 
bat nur bei abzählbar vielen 4-Werten eine solche Lôsung; diese 
Werte von 4, die sich im Endlichen nirgends häufen, kann man 
die Eigenwerte dieser Differentialgleichung nennen, die zuge- 
hôrigen, die Randbedingungen erfüllende Funktionen die Eigen- 
funktionen dieser Differentialgleichung. Man kann dann leicht 
zeigen, daB diese Eigenfunktionen ein vollständiges Orthogonal- 
system bilden, und daB sich jede viermal stetig differenzierbare 
Fuanktion, die jene Randbedingung erfüllt, in eine geichmäBig kon- 
vergente Reïhe entwickelbar ist, die nach den Eigenfunktionen 
dieser Differentialgleichung fortschreitet. 


Egl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math-pbys. Klasse. 1907. Ileft 8. 20 


Die Klassenanzahl der Kôrper der complexen 
‘Multiplikation. 


Von 


Rudolf Fueter in Marburg. 


Vorgelegt von Herrn D. Hilbert in der Sitzung am 6. Juli 1907. 


Einleitung. ,Gelingt es, denselben Grenzwert (d. i. 
lim (s—1)£(s)) noch auf eine andere Weiïise, nämlich unmittelbar 
8=1 


aus der Beschaffenheit der im Kôrper & auftretenden Ideale a zu 
bestimmen, s0 ist damit auch die Klassenanzahl » gefunden; dies 
ist aber bis jetzt nur in sehr wenigen Fällen geglückt, von denen 
wir einige in den folgenden Paragraphen betrachten wollen, und 
vermutlich befinden wir uns noch sehr weit von einer allgemeinen 
Lôsung cieses Problemes“ schreibt Dedekind'} Diese Arbeit 
16st das Problem für eine neue Folge von Kôrpern. War bisher 
nur die Klassenanzahl der Kôrper der Einheitswurzeln durch einen 
endlichen Ausdruck bestimmt, so geben die folgenden Zeïlen eben 
einen solchen für alle Kôrper der complexen Multipli- 
kation. Damit ist z. B. für Oberkôrper aller cubischen 
Kôrper mit negativer Discriminante die Klassenan- 
zahl bestimmt. Die erhaltenen Ausdrücke, die ganz analog den- 
jenigen der Klassenanzahl der Einheitswurzeln sind, enthalten an 
Stelle der Exponentialfunktion %% die Modulfunk- 
tion 7(o). 

Es sei z. B. die Klassenanzahl des quadratisch imaginären 
Kôrpers 4(Vm) gleich einer ungeraden Primzabl p. Dann ist die 
Kilassenanzahl H des Klassenkôrpers von #(Vm=), d. h. des Kôürpers 


1) Dirichlet-Dedekind. Vorles. über Zahlentheorie 1894, pg. 610. 
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K(ÿ(Vm), Vm)!): 


uw, PV 1 
AT Paru m| R 1 [TS Phale 


‘rade 


(a) 
Ce l'E] 
w, Vmr| 
w 0 
@=D jen lsn...lse,. b+ Vs) (= Ve 
los, rss. le, 11 re 
= L 5 &— Va: = 
VA CU Re 
Le CA RES Aro ns a" 


b genügt der Congruenz: 
b = ma”) 

und a—=n(a) enthält das Ideal a von 4(Vm), dessen Po- 
tenzen alle Klassen des Kôürpers ergeben. #w, und w, 
sind die Anzahlen der Einheitswurzeln in # resp. K, d 
die Discriminante von k(V»”), R der Regulator von X. 

Vergleicht man dieses Resultat mit der Formel der Klassen- 
anzahl der /t* Einheitswurzel ?): 


2ianu 
II Zne 1—1 > 
Hs) us 
13 R 
21 ” 


so springt die Analogie deutlich hervor. 


1) In meiner Abhandlung *) habe ich die Sätze bewiesen: 
IL Die Discriminante der Kôrper der complexen 
Multiplication enthält nur die Primzahlen, die in 


1) j (w) die vollständige invariante Modulfunktion. 

2) D. Hilbert: Die Theorie der algebr. Zablkôrper. Bericht der D. 
Math. Vereinig. Bd.IV. 1897. p.377. Dieses fundamentale Werk, dem ich mich 
in der Bezeichnung vollständig anschliefe, wird in der Folge als ,Zahlbericht“ 
citiert. 

3) Crelle, Journal für Mathematik Bd. 132. pg. 266. 

20 * 
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dem Führer des zugehôrigen Ringes')eines quuura- 
tisch imaginären Kôüpers k(Ÿm) aufgehen. 

IL Jede zu einem quadratisch imaginären Kôür- 
per relativ-AbelscheGleichung wird durch Adjunk- 
tion der Funktionswerte 

Ê, (@) 
gelôst, wo z eine rationale Zahl, w eine Zahl des 


quadratisch imaginären Kôrpers ist. Dabei ist Css 
die Exponentialfanktion, 7 (œ) die vollständige Invariante der Modul- 
funktionen *). ; 

Ist nämlich 

f@) = 0 
die gegebene Gleichung, von der man weif, daB sie in #(\Vm") 
(m ohne quadratischen Faktor) abelsch wird, so nehme man alle 
Primzahlen der Relativdiscriminante von K(x) in Bezug auf 
(Vm): 1, 1, l, ... und setze: 
fem te: 

Ty Ta -.. sind nach den Festsetzungen Crelle, Bd. 130 pg. 228 
u. ff. zu bestimmen. Dabei ist r, hôchstens dann = 1, wenn /, im 
Grade der Gleichung f(x) = 0 aufgeht. 

æ ist dann eine rationale Funktion mit in (Vm) 
rationalen Coefficienten der algebraischen Zahlen: 


2 ri 


e 7, jfVm). 


2. Es sei k die Klassenanzahl des Kürpers (Vm), 4, dieje- 
nige des Ringes mit dem Führer f. Unter d werde die Discrimi- 


nante von (V”=), unter () das Legendresche Restsymbol ver- 


verstanden, wo 


CES 
jenachdem d quadratischer Rest, Nichtrest, oder durch p teilbar 
ist®). Dann besteht die Relation: 


1) Der Strahl tritt an Stelle des Ringes, sobald man zu den singulären 
Moduln noch Kreiseinheiten adjungiert. 

2) Siehe Weber, Ellipt. Funktionen und algebr. Zahlen 1891, pg. 124. 

8) Zahlbericht pg. 284. 
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nf dns 


wo das Produkt über alle Primzahlpotenzen Li von 
p=ur 


zu erstrecken ist. 
Bi 
8. Die Klassenanzahl der Kreiskürper e fist  bekannt 1). 
Dagegen besteht das Problem, die Klassenanzahl von 


K(j(fVm)) zu bestimmen. Dazu muf man die Zerlegungsge- 


setze der Primideale von #(V(m)) in K(j(fVm)) kennen. Diesel- 
ben lauten: 


I. Für ein Primideal p von k(Vm), prim zuf. Essei 
n die kleinste Zahl, so da8 p“im Ring f von k(Vm") 
Hauptideal wird. Dann zerfällt p in K(j(fVm) in‘ 
. von ein&nder verschiedene Primideale. 

Die Aequivalenz im Ring (f) soll im folgenden durch das 
Symbol © (f) bezeichnet Le Wenn also à in die Hauptring- 
klasse fällt, s0 ist: 

ae 1). 
Ferner sei p stets ein in p enthaltenes Primideal von £(Vm). 
Dann ist also n die kleinste Zahl, so daf 
p Z 1(f) 
II. für ein Primideal {, welches in einer Primzahl 
1 von fenthalten ist. 

Es sei / zur rt Potenz in f enthalten, und man setze: 

ff: 

Dann ist der Kürper K(j(f,Vm) 

a) Unterkürper von K(j(fVm)) 
b) Seine Relativdiscriminante ist prim zu L. 
c) Sein Relativgrad in Bezug auf K((fVm)) ist gleich 


#-(98) 


1) Zahlbericht pg. 875 u. ff. 
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K((Vm)) ist demnach der Trägheitskôrper von [. In dem- 
selben folgt dasselbe dem Gesetze I., da { zu dessen Relativdis- 
criminante, d. h. zu f, prim ist. Wir kônnen diese Resultate 50 
zusammenfassen: Das Primideal { zerfällt in #, von ein- 
ander verschiedene Primideale, jedes derselben in 

ten s 
der r(1-(7)7 Potenz genommen, falls #, die 
kleinste Zahlist, so daf 


PS df,) 


4. Die Ringxtassen des Führers f in X(Vm”) seien uns auren 
: das ein für allemal festgewählte Basensystem gegeben: 


RE NET ES 


wo h,.h,.h,...h, — h, Ferner seien 


Dai, 
€, es h, 
Bains 
fs =e F: 
2 rin, 
ee" 


Einheitsr--rzeln, wo », irgend eine der Zahlen 

0,1, 2,...,h—1 
bedeutet. Je nach der Wahl der n#, wird man also ein verschie- 
denes System von Einheitswurzeln erhalten, und es gibt im ganzen 
h,, h,...h, = h, solche Systeme. 

Dann ordnen wir der Klasse £: 

k= KE ....ke 

resp. jedem ihrer Ideale a den Klassencharakter 
[A = (ol = 6 6...0° 


zu. Je nach der Wahl des Einheitensystems wird man einen ver- 
schiedenen Charakter erhalten. Jeder Klasse 4 sind im ganzen 
h, Symbole [k] zugeordnet. Für diese Symbole gelten die Sätze: 


) [JR] = KA 
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b) Alle Ideale a einer Klasse # baben dasselbe Symbol [a] — [4]. 

c) Zlal = 0 
wo die Summe über alle verschiedenen Werte einer nicht zur Ot+ 
Potenz in {a] enthaltenen Einheitswurzel zu nehmen ist. 

d) Wenn a" © 1(f), so ist 

[al ==, 1. 

5) Durch 4) sind jedem zu f primen Primideal p von 4(Vm) h, 

Symbole [p] zugeordnet. Wir wollen jetzt auch noch den in f 


enthaltenen Primidealen { Symbole zuordnen. Dazu setzen wir 
wieder 


f=Tr.f, 
wo f, zu L prim ist. 
Die Klassen des Ringes (f,) kônnen dann ebenfalls dargestellt 
werden durch 
k = KR... her 
aber die x,x,..., bewegen sich jetzt in engeren Grenzen: 
Je d,. 
Nach 2) ist 


sait Na(ile wmt Ssi téntend pin 
= he = (Tan = rfi) TJ 


Ferner ist k; stets ein Teiler von k. 
Im Ring (f,) ist auch [ in einer Klasse: 
HER, 
und wir ordnen dem Primideal [ deshalb die k, Symbole zu: 
og = 4 &...€%" falls EN = 1 CEE D at) 
[(] = 0, falls &Ÿ + 1 für irgend ein t. 
[1] stellt also À. mal eine Einheitswurzel dar, h —h mal die 


ef: 
Null. 
Wir kôünnen das Symbol [a] eines Ringideals a auf den Fall 
eines beliebigen Ideals a von k(Vm) verallgemeinern. Ist 
ämlich 


fi 


di ,4 
(ee MEL PNA 7 


wo à, zu f prim ist, so entspricht a, ein Ringideal von (f). Wir 
setzen dann: 
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A CA lt TA 
Ueber [a] gelten die Sätze a) c) von Abschnitt 4). 
6) GemäB unserm Zerlegungssatze der Primideale ist die £- 
Funktion von K(j(fVm)) gegeben durch: 


h, L72 


il 


&(s) = IT a pi (Sr) 


n L [I 1 "M 
D 


wo das erste Produkt über alle zu f primen Primzahlen p, das 
zweite über die in f enthaltenen Primzahlen / zu erstrecken ist 
f = l'.f;). Ferner ist n, resp. n, die kleinste Zahl, so daf 


pee LT 
ist. 


Mit Hilfe unserer Symbole kônnen wir die £-Funktion in 
folgender Weise einheitlich darstellen: 


1 
SÉPÉ RIE 
| St On 


Das innere Produkt ist über sämtliche Primzahlen » zu erstrecken 
(pb irgend eines der in p enthaltenen Primideale von 4(Vm)). Das 
äufere Produkt ist über die », verschiedenen Kombinationen von 
Einheitswurzeln 


(TER STE TERRE © 


zu nehmen. Der Beweis ergiebt sich unmittelbar aus den Zer- 
legungssätzen und der Definition der Symbole [a]. 

Es sei H die Klassenanzahl des Kôrpers K ((fVm)) und K 
deren charakteristische Grüfe !): 


ané 2e. R k 
w, VD 


Dann ist 


rod 77 . 


Hm(s—1)T[» - 


1) Siehe Zahlbericht p. 229. h, ist der Relativgrad von X in Bezug auf k. 


a-pr(1-(S) tr") 


| 


| 


1 
a-p(1-(5)r) Fe ne | e-Wr)(i-(S)to") 
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wo das 2* Produkt nur noch über die Symbole [p] zu erstrecken 
ist, für die nicht: 
ne Te 196 Re in lets RE 2 
Nun ist aber 


A RM matt psg 
em 


d 
SF, ip A 
(—p )( (5) | 
wo h die Klassenzahl und x die charakteristische Grôfe des Kôrpers 
k(Vm). Somit wird 


(1 K.H=%.hlimIt 


s—1 


II nat Don] | 


Diese Formel entspricht genau dem ersten Ausdruck der Klassen- 
anzahl der Einheitswurzeln !). 

7) Den noch übrigbleibenden Limes kann man mittels der 
Kroneckerschen Grenzformel*) sehr einfach berechnen. 
Wir sondern zunächst die im Führer f enthaltenen Primzahlen 
ab, indem wir setzen: 


1 or ere 

| (nr) (1 “ es [ r) 
RTL | 
@—(qr") fl ” eo [ r) | 


wo das innere Produkt nur über die in f enthaltenen Primzahlen 
1 


1 zu erstrecken ist. Dann ist 
a-Wr)(t-()tr) | 


und hier haben wir dann das innere Produkt nur noch über alle 
zu f primen Primzahlen zu nehmen. Rechnen wir dasselbe aus, 
so wird 


F, = II6IIT 


{) K.H— +-Fae ne 


1 Hu 
us [ao (1-(S)tir) | Du 


1) Zahlbericht, pag. 376. 
2) Weber a. a. O., pag. 456 u. ff. 
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wo die Summe fiber alle (zu f primen) Ideale des Ringes f in 
k(Vm) zu erstrecken ist. 

Bezeichnet a,(i — 1,2,3,...h,) ein vollständiges Repräsen- 
tantensystem von Rlassen in}; Le durchläuft b, alle Ideale der 
Klasse von a,, so kann man, da alle Ideale derselben Klasse das- 
selbe Symbol haben, hou 


1 h, 1 
One — moi pe 
Abu) G-(Swr) 6e) 


8) Nach Kronecker!) ist: 
2e 1 x 2xT (1) x a 


21,9 SE = (s—1)fIVn] æÆ fIVn | Ava E 4f°|m| 
_— — 18 n(@) n(w') + f(s) 
wo 
lim f(s) = 


ax° + 2bxy + cy* (a 0) eine primitive quadratische Form der 
Determinante 
D —4ac = fm 

und 

 DHPN=T Vel , _ b-f.V=T.IWml 

ss a é rs a 
ist. n() ist die in der Theorie der Modulfunktionen auftretende 
Fanktion ?): 

mio 


7 (&) tt Tir Le abbé : 


Wir setzen nun 
a; = n(a,) 
dann werde uns durch 
a,z° + 2b,æy + c,y° (D? — 4a,c, = f?m) 


ein Repräsentantensystem von L, quadratischen Formen gegeben. 
Duorch eine derselben werden die Normen aller Ideale b, der be- 
treffenden Klasse von a, dargestellt. Allein auBerdem werden noch 
die Normen von Idealen dargestellt, die nicht prim zu f sind. 


1) Weber a. à. O. pag. 462. 
2) Weber a. a. O. pag. 63, 
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Einé einfache Rechnung zeigt, daB wir für die zu f primen Ideale 
der Klasse von a, erhalten: 


< 1 ap,(f) __ 2al'()'.p.(f) 2x Q ,d 
3 om ————— .. 
G) . nb) SAC DENT à ‘19 ee _ flVn Le 
xp, (f) ] 
+ ; lg H(o,)H(w!) + f* 
PET DA D +20) 


wo lim f*(s) — 0. Dabei ist: 
e=1 


1 
p.40) = f(1- 7) (- Ale 
so daB: lim y,(f) = (f) — Anzahl der zu f primen inkongruenten 
s=1 


rationalen Zahlen. 9,,4,... sind gewisse, leicht zu bestimmende, 
nur von s und L,,4,,... abhängige Zahlen. Die Funktion H(,) 
setzt sich aus (w,) folgendermaBen zusammen: 

Wir wollen als Repräsentantensystem der quadratischen 
Formen ein solches wählen, für das 

a, za fprim, = 0(), «= 0(f) 

Da b—a,c, = 0(f*), ist jede Form, für die a, zu f prim ist, 
einer solchen äquivalent. Wir schreiben dieses spezielle System 
wieder : 

a, + 2b.f.xy + cf y°. 

Daon ist 


©, — f 


und A (o,) setzt sich zusammen wie folgt 
1 2 1 


14 HT) 4 
1 Co) n (7% a nf) Gi 


b,+V—1|Vm : —1 
VV Le ner de EEE m | 


a, 


H(œ) = 


à ve TA 
D 


n1 lus shele bise: 


298 Rudolf Fueter, die Klassenanzahl d. Kôrper d. komplexen Multiplikation. 


wo das Produkt des Zählers über alle Produkte von Primzahlen 
l mit gerader Faktorenzahl, dasjenige des Nenners über alle 
Produkte von Primzahlen ! mit ungerader Faktorenzahl zu er- 
strecken ist. 
9) Setzen wir (3) in (2) ein, so erhalten wir: 
St 
) 1—(p}p7)(1— (S)fp] 9 
[a-mr)(1-(5)tir") 
x, (f) 22 T1) g.(f) __ 2x qu ge S 
Es : — lg (F | à [a] 
er |Vnn | Fr iVm | f|Vm | Le 
k 
+35 200 [20 ven (ap-218 (0) Ho] + XIE" 


oder wegen 4) c: 


= (LD en) 21 (0) Ha) + Ha O 


Hier dürfen wir den Limes s — 1 ausführen. Das 2 Glied 
fällt weg. Setzen wir das Resultat in (1) ein, so finden wir 
schlieBlich den 2tn Ausdruck für die Klassenanzahl: 


(ID) RU her Tr UE (ED 1gn(a) 18 (0) Ha!) 


Hier ist die Summe über ein vollständiges Re- 
präsentantensystem von Klassen a, des Ringes f zu 
nehmen, das Produkt über die sämtlichen Kombi- 
nationen von Werten der Einheiten 


LOU 4 Sn 
mit Ausnahme der Kombination: 
4, = 1, Qi 1, És = à A 1. 


Die Formel (a) der Einleitung ergiebt sich daraus leicht. Die 
Klassenzahl der Kôrper der komplexen Multiplikation ist daher 
als endlicher Ausdruck durch (II) gegeben. Setzt man für K und 
x die Werte ein, so kann man denselben noch etwas vereinfachen : 


ge EE 1j 3 fa (9 16 (2) 16 (0) He) 


Va) FT Von Lo, R 


KE = Regulator, D == Diskriminante von K, w, — Anzahl 
der Einheitswurzeln in K, w, in k. 


Über den allgemeinsten Begriff der ebenen 
stetigen Kurve. 


Von 
A. Schoenflies in Kônigsberg i. Pr. 
Zweite Mitteilung.!) 
Mit 5 Figuren im Text. 
Vorgelegt von Herrn Hilbert in der Sitzung am 8. Juni 1907. 


Die Frage, wann eine ebene, geschränkte?), perfekte 
und zusammenhängende Menge als eine stetige Kurve 
zu bezeichnen ist, habe ich in einer früheren Mitteilung für den 
Fall beantwortet, daB ihre Komplementärmenge aus einer end- 
lichen Zahl von Gebieten besteht. Als notwendige und hin- 
reichende Bedingung hatte sich die allseitige Erreichbarkeit der 
Punkte einer jeden Gebietsgrenze ergeben. Heute bin ich im 
Stande, auch den allgemeinsten Fall zu erledigen, nämlich den, daf 
die Komplementärmenge in unendlich viele Gebiete zerfallen kann. 

Für jedes einzelne Gebiet bleibt dann zunächst die allseitige 
Erreichbarkeit der Punkte seiner Grenze als notwendige Bedingang 
bestehen. Hierzu tritt aber noch eine neue Bedingung. Grebiete, 
deren Breite eine beliebige GrôBe 6 überschreitet, dürfen nämlich 
nur in endlicher Zahl vorhanden sein. Eine weitere Be- 
dingung besteht jedoch nicht mehr. Gegen meine ur- 
sprüngliche Vermutung, der ich im Stuttgarter Vortrag bereits 
Ausdruck gegeben habe, unterliegen diejenigen Punkte, die Häufungs- 
punkte unendlich vieler Gebiete sind, ohne aber zur Grenze eines 
einzelnen Gebietes zu gehôren, einer ÆErreichbarkeitsbedingung 
nicht. Dies führt zu dem zunächst paradox scheinenden Resultat, 


1) Die erste Mitteilung befindet sich S. 28 dieser Nachrichten. 
2) d. h. in einem endlichen Bereich enthaltene. 
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daB zwar die abgeschlossene, durch y — sin 1/x (-1=<x2=+tl) 
definierte Punktmenge keine stetige Kurve ist, daB sie aber Be- 
standteil einer stetigen Kurve sein kann, die keinerlei Flächenstück 
der Ebene enthält'). Die gestaltlichen Môglichkeiten, die bei ebenen 
stetigen Kurven auftreten kôünnen, werden dadurch noch aufer- 
ordentlich vermehrt. Um ein einfacheres Beïispiel zu nennen, das 
auch an sich interessieren dürfte, so liefert jedes geschränkte, zu- 
sammenhängende Stück der in die Modulfigur eingehenden Kreis- 
bogen, wenn es überdies abgeschlossen angenommen wird, eine 
stetige Kurve. 

Als allgemeinstes Resultat, zu dem ich gelangt bin, kann ich 
folgenden Satz aussprechen: 

Lehrsatz Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, da eine ebene geschränkte per- 
fekte zusammenhängende Menge & als stetiges und 
eindeutiges Bild der Strecke darstellbar ist, besteht 
darin, da jedes Gebiet ihrer Komplementärmenge 
eine allseitig erreichbare Grenze hat, und daB in ihr 
Gebiete, deren Breite eine beliebig gegebene Grüsse 
übersteigt, nur in endlicher Zahl auftreten.? 


$ 1. Hilfssätze und Festsetzungen. 


1. Sei {e,} eine Folge positiver der Grôfe nach geordneter 
Zahlen, die gegen Null convergieren, so kann man geschränkte, 
von Null verschiedene positive Grôfien 9, bestimmen, so daf 


Dee = >= D 
convergiert und eine gegebene GrüBe nicht übersteigt. Ist Se, 
divergent, so ist notwendig lim @, — 0; man kann auBerdem @, 
mit e, abnehmen lassen. Ist dagegen S'e, convergent, so kann 
man alle ©, einander gleich annehmen. Beides soll im Folgenden 
stets geschehen. 
2. Sei eine stetige Kurve T die volle Grenze eines Gebietes %, 
so wollen wir für sie stets diejenige Abbildung auf die Strecke 
zu Grunde legen, die in der ersten Mitteilung $ 3 und 4 dargestellt 


1) DaB sie überhaupt Bestandteil einer stetigen Kurve sein kann, folgt 
daraus, daB sie Bestandteil eines Quadrates ist. 

2) Durch die Einführung der Komplementärmenge ist es mir gelungen, den 
obigen Satz formal zu vereinfachen und die Erreichbarkeitsbedingung auf die- 
jenigen Gebiete zu beschränken, die der Komplementärmenge angehôren. Dies 
bat den Vorteil, daB die der Menge Z etwa anhaftenden Peanoschen Gebiete in 
den Satz nicht mehr eingehen. 
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worden ist. Sie stützt sich auf die approximierenden Polygone $ *”, 
auf die fortgesetzte Zerlegung des’ Gebietes % in Teilgebiete, die 
durch die von einem seiner Punkte »m ausgehenden Wege ! bewirkt 
wird, und auf die umkehrbar eindeutige und stetige Abbildung der 
Polygone $°” auf den Kreis und ist folgende. 

Das Polygon $° zerfällt in gewisse Strecken- 
züge P}”; ferner zerfällt das Gebiet % in gewisse 
Teilgebiete $® die durch je zwei Wege und eine 
Teilmenge 7!” von Z begrenzt werden. Irgend einen k 
dieser Wege bezeichnen wir für den Augenblick 
durch /,; ferner seik ein kleiner um m gelegter Kreïs. Fig. 1 
Dann ist die Abbildung der Polygone $° auf den Kreis # zunächst 
von der Art, daf den Schnittpunkten von /, mit allen Polygonen $° 
derselbe Punkt X, des Kreises entspricht, nämlich sein Schnittpunkt 
mit Z,. Dies bewirkt, daB den Streckenzügen P° gewisse Kreis- 
bôgen c” des Kreises in der Weise entsprechen, daB sie durch 
fortgesetzte Teilung entstehen und mit wachsendem » gleichmäfig 
gegen Null convergieren. Ist dann 


z = f, (s), y = p, (s) 
das abbildende Funktionenpaar, so convergieren diese Funktionen- 
paare gleichmäfig gegen zwei Grenzfunktionen 


z = fa(s) Y = Puls) 
und diese bilden die Menge ® eindeutig und stetig auf den Kreis ab. 

Jedem Punkt s des Kreises entspricht dabei ein Punkt von €, 
während einem Punkt von T mehrere oder auch unendlich viele 
Punkte des Kreises entsprechen kônnen. Doch läft sich in gewisser 
Weise die Anordnung der Polygonpunkte auch auf die Kurve T 
übertragen. 

Dazu ordnen wir zunächst jedem Punkt t auf Grund der obigen 
Darstellung einen Punkt des Kreïises folgendermafen zu. Der 
Punkt & kann zunächst Endpunkt eines Weges /, sein; gibt es 
mehrere solche Wege, so wählen wir einen beliebig aus und haben 
damit auch einen bestimmten Punkt s, des Kreïises definiert. Ist é 
kein Endpunkt eines Weges !,, so gehôürt er einer Folge eïnander 
einschliefender Teilgebiete 


PAS encre pau cr: 
zugleich als Grenzpunkt an; gibt es mehrere solche Folgen, 80 


wählen wir wieder eine beliebig aus. Diese Folge {3°} definiert 
wieder gewisse Streckenzüge { P°’} der Polygone {$°} und damit 


AUS 
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auch eine Folge gewisser Kreisbôgen {0°}, die mit wachsendem » 
gegen Null convergieren und einen ihnen allen gemeinsamen 
Punkt s bestimmen; ibn führen wir als Bildpunkt von # ein. Ihm 
entspricht überdies je ein Punkt p” jedes Streckenzuges P°”, und 
diese Punkte p°” bestimmen wieder einen zu { führenden Weg !, 
wie aus der gleichmäfigen Konvergenz der Polygone $°” gegen T 
unmittelbar folgt. 

Hat man nun auf € eine endliche oder abzählbare Menge von 
Punkten #, und zieht zu ihnen vom Mittelpunkt m des Kreises 
die über die Punkte s, laufenden Wege, so folgt aus unserer Ab- 
bildungsart unmittelbar, daB jedem Kreisbogen 6, der durch zwei 
Pankte s, und s, begrenzt wird, als Bildmenge diejenige Teilmenge 
entspricht, die in die Grenze des durch die Wege /, und /, be- 
stimmten Teiïlgebietes 3 eingeht, und Grenzmenge der Strecken- 
züge ist, die auf den Polygonen $° durch !, und /, ausgeschnitten 
werden. 

8. Ich führe noch folgende Bezeichnungen ein. Zerfällt die 
Komplementärmenge & (&) der Menge € in unendlich viele Ge- 
biete,!) so sei {3,} eine unendliche Teilmenge von ihnen, und es sei 
m, ein Punkt von 3. Die Grenzpunkte der Menge {"”,} gehôren 
dann zu %. Die Gesamtheit dieser Punkte wollen wir durch 
U — {u} bezeichnen und Grenzmenge der Gebiete nennen; 
sie ist offenbar eine abgeschlossene Menge. Es sind nun noch 
zwei Fälle môüglich. Ein Punkt # kann zugleich einer Menge ©’ 
angehôren, die Grenze eines Gebietes 3’ ist, es kann aber auch 
das Entgegengesetzte der Fall sein. Die Punkte von U, die nicht 
der Grenze ©’ eines Gebietes &' angehôren, will ich durch % be- 
zeichnen; wie man aus den Beispielen erkennt ($ 6), brauchen sie 
eine abgeschlossene Menge nicht zu bilden. 

Über die Struktur der Menge U läBt sich nur aussagen, da$ 
sie keinen flächenhaften Bestandteil enthält. Im übrigen gelten 
für sie die allgemeinen Sätze, die die Zerlegung einer abgeschlos- 
senen Menge in Einzelbestandteile betreffen. 


82 Nachweis der Notwendigkeit einer Bedingung. 


Lehrsatz. Enthält die Komplementärmenge 
einer geschränkten perfekten zusammenhängenden 
Menge ZT unendlich viele Gebiete %,, so kann die 
Menge Z nur dann eindeutiges und stetiges Bild 


1) Zu ihnen ist stets auch das äuBere GebietX zu rechnen. 
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“der Strecke sein, falls jedes einzelne Gebiet S, der 
Erreichbarkeitsbedingung genügt, und falls es nur 
eine endliche Zahl von Gebieten gibt, deren Breite 
eine beliebig gegebene GrôBe n>0 übertrifft. 

Der erste Teil des Satzes, der die Erreichbarkeit betrifft, 
wird genau so bewiesen, wie in dem Fall, da8 die Komplementär- 
menge nur aus einer endlichen Zahl von Gebieten besteht. Dies 
beruht darauf, daB die Erreichbarkeit für jedes einzelne Gebiet 
und seine Grenze besonders in Frage kommt, und unabhängig davon 
ist, welche Gebiete sonst noch vorhanden sind. 

Den zweiten Teil des Satzes kann man folgendermaBen be- 
weisen. Angenommen es gebe unendlich viele Gebiete %,, so daf, 
wenn %, die Grenze von 3, ist, 

BB —BE)=e,>1 
ist, s0 seien f! und {} zwei Punkte von %,, so da 

et 4) = B(2) = e, 
ist. Dann gehôüren diese beiden Punkte notwendig der geschlossenen 
Kurve ©, an, die die äuBere Grenze von $, bildet. Sie zerlegen 
diese Kurve in zwei Kurvenbôügen, und auf jedem von ihnen gibt 
es einen Punkt, der von t! und {/’ gleichen Abstand hat. Diese 
Punkte seien r, und tr. Auch sie zerlegen ©, in zwei Kurven- 
bôügen C, und C,', und es ist offenbar 

B(C)='he, und B(C) = the, 
Daraus folgt weiter, daB wenn T1, irgend eine zusammen- 
hängende Teilmenge von Œ ist, der r, und :,' angehôren, auch 
B(T)='he, 

ist. Dies wird ebenso bewiesen, wie der analoge Satz in $ b der 
ersten Mitteilung. 

Wir zeigen nun weiter, daB man aus der Gesamtheit der so defi- 
nierten Punkte r! und r; eine Folge {t,} in der Weise herausheben 
kann, daf wenn T' irgend eine Teilmenge ist, der zwei consecutive 
Punkte {, und t,,, dieser Folge angehôren, bei beliebig kleinem s 
die Relation 

8 (7) > 4k (9-6) 
für jedes hinreichend grofe v erfüllt ist. Hierzu nehme man in 
dem Gebiet %, einen inneren Punkt ”, beliebig an, und ziehe von 
einem Punkt «a des äuBeren Gebietes Ÿ einen Streckenzug p, zum 
Punkt "”,, so daB alle diese Streckenzüge einander nicht kreuzen ‘) 


1) Von der Menge Z wird hier ganz abgesehen. 
Kgl. Ges. à. Wiss. Nachrichte. Math.-phys. Klasse. 1907. Heft 8. 21 


304 A. Schoenflies, 


and einen um a gelegten Kreis je einmal in einem Punkt #! schneïden. 
Dann kann man aus den Punkten {k,} wieder eine einfache Folge 
von Punkten herausheben, die von derselben Seite gegen einen Grenz- 
punkt &, convergieren'), und deren Indizes wachsen. Aus dieser 
‘ Folge {4} wähle man nun wieder eine Teilfolge {k,} aus, die 
keine zwei consecutiven Punkt der Folge {#/} ent- 
hält. Diese Folge {k,}] bestimmt eindeutig eine Teilmenge der 
Menge {m”,}; also auch von {9,} resp. von {T,}. In jeder Menge 
&,, die dieser Teilmenge angehôrt, wähle man nun einen der beïden 
Punkte r/ und sr! beliebig als Punkt {, aus, so wird, wie man leicht 
beweist, die so definierte Folge {f,} die verlangte Eigenschaft 
besitzen. Das gleiche gilt daher auch von jeder Teilmenge dieser 
Folge, deren Indizes wachsen. 

Damit haben wir für die so definierte Folge {f,} diejenige 
Eigenschaft abgeleitet, die im $ 3 beim Beweis eines analogen 
Satzes die Grundlage bildete. Wird nämlich nun auf der Ein- 
heitsstrecke irgend ein Punkt s, angenommen, der Bildpunkt von 
t, ist, und aus diesen Punkten wieder eine einfache Folge {s,} aus- 
gewählt, die gegen einen Grenzpunkt s, convergiert, und ist nun 
wieder #, der Bildpunkt von s,, so entspricht jedem Intervall s's!,, 
eine zusammenhängende Teilmenge T° von %, der die Punkte f! und 
t,,, angehôren, und es ist bei hinreichend groBem » 

B(T) Z 4 (ns) 
Dies steht aber, da die Intervalle s,s/,, mit wachsendem » unter 
jede Grenze sinken, mit der Stetigkeit der Abbildung im Wider- 
spruch. 

Die somit als notwendig erwiesene Bedingung 
wird sich auch als hinreichend erweisen. Der Beweis 
dieser Bebauptung kann verschieden geführt werden. Ich werde 
die einzelnen Fälle gesondert behandeln und nehme als Einteilungs- 
grund die Structur der Mengen U und %. Die Menge U kann 
punktartig oder kurvenartig sein. Die Menge % kann ganz fehlen; 
existiert sie, so baben wir zu unterscheiden, ob sie auf kurven- 
haften Bestandteilen von U überall dicht liegt, oder nicht. 

Ich bescbränke mich zunächst auf den Fall, daf der Menge T 
keine Peanoschen Gebiete angehôren, und schicke noch einen Hilfs- 
satz voraus. 


1) vgl. die erste Mitteilung, S 37. 


über den allgemeinsten Begriff der ebenen stetigen Kurve. 805 


$ 3 Ein Satz über die Anordnung der unendlich 
vielen Gebiete der Komplementärmenge. 


Die unendlich vielen Gebiete der Komplementärmenge & (T) 
denken wir uns zunächst nach dem Werte ihrer Breite geordnet ; 
für Gebiete gleicher Breite werde die Anordnung willkürlich fest- 
gesetzt. Dies soll auch im Folgenden stets geschehen. Zu den 
Gebieten von À (T) gehôrt auch das äuBere Gebiet A; es nimmt 
in der Anordnung stets die erste Stelle ein. | 

Wir erhalten so eine Gebietsfolge {%!} und eine Folge von 
Gebietsgrenzen |T!}. Wir heben nun diejenigen Gebiete heraus, 
für die bei beliebig gegebenem 0 > 0 

D, Dr) 0 
ist. Ihre Zahl sei N, und ihre Grenzmengen seien 


1) Sont. NT 
Den noch verbleibenden Rest von |{T!} bezeichnen wir durch 
2) VAR Rs TE PT CN, 21 


Mit den Gebietsgrenzen 7, bilden wir nun zusammenhängende 
Bestandteile, die wir mit den N Mengen €, Z;... T, vereinigen. 
Daf dies môüglich sein muñ, liegt auf der Hand; es handelt sich 
nur darum ein Ausführungsverfahren in präciser Form anzugeben. 
Es ist das folgende. 

_ Hängt die erste Menge 7, mit keiner der Mengen T, zu- 
sammen, 80 hängt sie notwendig mit einer Menge %, zusammen. 
Solcher kann es mehrere geben. Es kann insbesondere die ganze 
Menge T, Teil einer der Mengen 1) sein; in diesem Fall wählen wir 
sie als Menge T!; im andern Fall wählen wir ©, beliebig, doch so, 
daB T! und 7, nicht etwa nur einen eïnzigen Punkt gemein haben!) 
Wir bilden dann die Menge*) 

3) T,) = M [T, dut 
tilgen sofort T, in der Reihe 2) und ersetzen in der Reiïhe 1) die 
Menge T, durch T/. Hängt dagegen T, mit einer der Mengen 7 
zusammen, 80 sei 7, die erste; wir bilden dann 

4) T; = DIT ETF 
tilgen sofort 7, in der Reiïhe 2) und ersetzen T, durch T'; die 
Reïhe 2) gehe dadurch in die Reïhe 2’) über. Wir operieren dann 


1) Solche mu$ es notwendig geben da 7, mit allen Mengen zusammenhüngt, 
die Grenzen der zu %, benachbarten Gebiete sind. 
2) Unter M (P, Q, verstehe ich nach Cantor die Menge, die jedes Element 
enthält, das in P oder Q vorkommt. 
21° 
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mit T! wie eben mit T,, unterscheiden also die beiden auch für 
T, unterschiedenen Môglichkeiten und haben nur den Fall weiter 
zu erôrtern, daB 7° mit einer der Mengen der Reïhe 2’) zusammen- 
hängt. Ist 7, die erste, so bilden wir wieder 

T' = M DER T,} = MIT, T,, Th 
tilgen in der Reiïhe 2’) die Mengè J,, ersetzen 7, durch 7’ und 
erhalten so eine Menge T°’ und eine Reïhe 2”), mit denen wir 
wiederum in der gleichen Weise verfahren. Nach einer endlichen 
oder unendlichen Menge von Schritten gelangen wir so zu einer 
wohl definierten Menge 

Ten TT, TD, 

die mit keiner Menge T, zusammenhängt, und daher mit einer 
Menge von 1) zusammenhängen muB'). Ist dies wieder die Menge 
T,, die genau so bestimmt wird wie oben, so bilden wir zunächst 


die Menge 
Li Mit nt) 


und ersetzen nunmehr in der Reiïhe 1) die 
Ce< ) Menge %, durch T/. Die Reiïhe 1) hat sich 
Fig. 2 dadurch in eine Reihe 1') verwandelt, die 

; ebenfalls N Mengen enthält. 


Mit der so modificierten Reïhe 1’) und dem noch vorhandenen 
Rest von 2), falls einer existiert, verfahren wir nun in der gleichen 
Weiïise, Dies kônnen wir eventuell unbegrenzt fortsetzen; nach den 
allgemeinen Sätzen der Mengenlehre müssen wir aber nach einer 
endlichen oder abzählbaren Menge von Schritten zu Ende kommen, 
d. h. die Reïhe 2) vüllig erschôpfen. Die N Mengen, die sich dabei 
aus 1) ergeben, bezeichnen wir nun durch 

Li hic tt CS 
und setzen ferner in etwas veränderter Bezeichnung für jedes » 
Lit ID TD, jus Tnt h 
wo jetzt die T°} die Mengen T‘*,... sind, durch deren sucessive 
Vereinigung mit %, die Menge %, entstanden ist. Ihre Zahl kann 
endlich oder unendlich sein. 

Von den Mengen T? ist noch zu zeigen, daf jeder ihrer 

Punkte, der überhaupt Grenzpunkt eines Gebietes ist, allseitig 


1) Die Zahl « kann auch transfinit sein. Man denke sich auf einer Strecke 
drei Punkte 4, B, C 50, da8 B und C Grenzpunkte von Punktmengen sind, die 
auf 4B und BC enthalten sind, und lege um alle Punkte dieser Mengen, auger 
um 2 und C Kreise, wie Fig. 2 zeigt, so daB der durch C gehende Kreis die 
Menge Z, darstellt, 80 ist « — « 2. 
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erreichbar ist. Die Gebiete, die an sich in Frage kommen, 
sind die der Komplementärmenge & (T). Für diejenigen von ihnen, 
deren Grenzen der Menge T}” angehôren, bedarf die Behauptung 
keines Beweiïses; sie ist nur für die übrigen Gebiete, falls solche 
vorhanden sind, nachzuweisen. 

Dazu gehen wir wieder zu dem oben auseinandergesetzten 
Anordnungsproze zurück, und betrachten zunächst die Menge T‘. 
Von ïhr ist gemäf ihrer Definition klar, daf jeder ihrer Punkte, 
der überhaupt Grenzpunkt eines Gebietes ist, aber nicht Grenz- 
punkt eines der Gebiete, deren Grenzen die in 7 eingehenden 
Mengen -T,, T,, T,.... sind, notwendig Grenzpunkt von Y oder 
aber von einem der Gebiete , sein mu, die von den Mengen T!, 
T,....T, begrenzt werden. Denn die nicht in 7 eingehenden 
Mengen der Reiïhe (2) hängen mit T° nicht zusammen. Daraus ist 
die allseitige Erreichbarkeïit der Punkte von T° — T°” unmittelbar 
zu schlieBen. 

Durch die Hinzufügung der Menge T° zur Menge ©, kann 
aber die Grenze eines der Gebiete %! oder des Grebietes X in keiner 
Weise verändert werden, da sie ja durch die Menge ZT an sich 
bestimmt ist. Daraus folgt dann unmittelbar, daf die behauptete 
Eigenschaft in gleicher Weise für die Menge 7!”, sowie für jede 
weitere Menge bewiesen werden kann, die Bestandteil von ®, ist. 


$ 4 Die Menge T ist kurvenhaft und die Menge 8 
hôchstens punkthaft. 


Ein einfachstes Beispiel dieser Art ist das in der Anmerkung 
von $ 3 erwähnte. Ein anderes erhalten wir, wenn wir auf einer 
Strecke AB eine, sich gegen B verdichtende Punktmenge {p,} an- 
nehmen, über jedem Teilintervall p, p,,, ein gleichschenkliges 
Dreieck errichten, dessen Hôhe gegen Null convergiert und in 
jedes Dreieck Kreïise beschreiben, die einander berühren und sich 
gegen die Spitze verdichten. Dann bilden alle Spitzen dieser 
Dreiecke nebst dem Punkt B die Menge 11, während 
sich die Menge 8 auf Null reduziert.') Denken wir 
uns endlich eine Reihe konzentrischer Kreise, deren 
Radien die Längen 1, 4, }... haben, und ziehen in 
ihnen zwei zu einander senkrechte Durchmesser, s0 
stellt der Mittelpunkt aller Kreise die Menge 3 und 


zugleich die Menge U dar. Fig. 3 


1) Würde man von dem äuferen Gebiet A absehen, so würde U mit 3% 
identisch sein. 
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Ein einfachstes Beispiel mit einer kurvenhaften Menge l 
erhalten wir, wenn wir in einem überall dicht mit Stacheln besetzten 
Quadrat jede Stachel so durch ein schmales Dreieck (Fig. 3) er- 
setzen, daB keine zwei dieser Dreiecke einen Punkt mit einander 
gemein haben. Hier stellt der Umfang des Quadrats die Menge ll 
dar, während eine Menge S nicht vorhanden ist. ) 

Wir gehen non zum allgemeinen Fall über und denken uns 
zunächst die im vorigen Paragraphen angegebene Anordnung aus- 
geführt. Sie liefert die N Mengen 


1) AS me lie Ares 5 


und die in sie eingehenden Mengen | T°}. GemäB 8 2 kann es unter 
ibnen nur eine endliche Zahl geben, für die bei beliebigem & 

2) B(T)> € 
ist. 

Die Mengen 1) konstituiren zusammen die Menge %, jede von 
ihnen muB daher mit mindestens einer andern zusammenhängen. 
Sie lassen sich daher in einem Zuge durchlaufen.*) Ihre Ab- 
bildung auf die Einheïtsstrecke wird daher nachgewiesen sein, 
wenn wir dies für jede von ihnen einzeln nachweïisen kônnen. 

DID AIT LE EE 
die Reihenfolge in der die Mengen durchlaufen werden, und sei 6, 
das Intervall der Einheitsstrecke, dem die Menge €” entspricht, 
so setzen wir 


8) 6, = 6B(T") = 0 8,, 


so daB also ©, proportional zu 8, ist, und verfahren analog auch 
für das Folgende. Wir haben dann zu zeigen, wie man T° ein- 
deutig und stetig auf o,, abbilden kann. 

Bezeichnen wir zu diesem Zweck der Einfachheit halber 
für den Augenblick die Menge T° durch %, die ihr zugehôrigen 
Mengen | T{} durch 


4) PT 


und das zugehôrige Intervall durch co; ferner sei T’ die ursprüng- 


1) Die wirkliche Abbildung kann in den obigen einfachen Fällen erheblich 
einfacher bewirkt werden, als gemäB dem folgenden allgemeinen Verfahren. Vgl. 
eine demnächst erscheinende Künigsberger Dissertation von Janzen. 

2) Dies gilt offenbar, von welcher Art die Mengen %, auch sein môgen. 
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liche Menge, die durch ihre Vereinigung mit den Mengen {| T'} die 
Menge T ergibt. Wir wissen dann, da gemäf $ 3 jede Menge 7; 
mit T’ einen kurvenhaften Bestandteil gemein hat. 

Die Menge T' ist nach Annahme als stetiges Bild einer Strecke 
darstellbar; wir bilden sie auf die in 8 1 genannte Art auf eine 
Strecke 6° < 6 ab. Ferner sei {; irgend ein Punkt von €’, den 
die Menge 7; mit T' gemein hat, und s; ein ihm gemäf $ 1 zu- 
geordneter Punkt der Strecke 0’. Da jede Menge 7; mit T' einen 
kurvenhaften Bestandteil gemein hat, künnen wir alle Punkte t; 
verschieden von einander wählen, also auch alle Punkte sx Sei 
nun S die durch alle diese Punkte {s:} bestimmte abgeschlossene 
Teilmenge von 6’ und T Bild in &’. Sie zerlegt das Intervall 6’ in 
gewisse Teilintervalle 6}, denen wieder gewisse Teilmengen 1}\von 
T' eindeutig entsprechen, und zwar entspricht einem gemeinsamen 
Endpunkt zweïer Intervalle 6, ein gemeinsamer Endpunkt der 
Bildmengen 7. Überdies LOtsbtuiren die Mengen 7} zusammen 
mit der Menge T die Menge &' in der Weise, daf 


g = (IT, 7) 
ist. | 
Nun werde ein Intervall 0; so angenommen, daf 


b) Ô; —= oi B (T:) = Qi]; Sd = 6—06! 


ist, und die op; gemäf $ 1 gewählt werden. Dies ist môglich, da 
es nur eine endliche Zahl von Mengen 7: gibt, für die a => e& 
ausfällt, bei beliebigem &. Die Abbildung soll nun 80 eingerichtet 
werden, daB diesem Intervall 0; die Menge 7, als Bildmenge ent- 
spricht und daB überdies seinen beiden Endpunkten der Punkt #; 
entspricht. 

Wir bringen dazu die Intervalle |0;} und lo, | auf einer 
Strecke der Länge o so in eine geordnete Reihe, da8 sie diese Strecke 
überall dicht erfüllen, und ihre Anordnung derjenigen der Mengen 
T;, und Ke Per Zu diesem Zweck denken wir uns auf jedem 
Intervall €, von 6’ einen inneren Punkt s! beliebig angenommen, 

und haben nun für die Intervalle {6,| und Lo, eine Anordnung zu 
wählen, die derjenigen der Punkte {s;| und ! si | ähnlich ist, und 
überdies zu beachten, daB ein Intervall 0, ane an zwei andere 
Intervalle angrenzen muf.') Wir werden dann die Aufgabe der 


1) Eine Ausnahme kann nur eintreten, wenn es ein erstes oder letztes Inter- 
vall à oder 0, gibt. 
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stetigen Abbildung für die Menge & gelôst haben, falls wir im 
Stande sind jede Menge T7, auf das bezügliche Intervall 6, und 
jede Menge T, auf das Intervall d, in der Weise stetig abzubilden, 
daB auch die Gesamtabbildung eine stetige ist. Dies soll übrigens 
stets so durchgeführt werden, daf wir als Abbildung von 7, auf 
6’, die bereits vorhandene Abbildung, dh. die von Z’ auf 6", bei- 
behalten. , 

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir zu den Mengen 1) 
zurück, ersetzen also T durch T°”, und 6 durch 6, Jedes Inter- 
vall 6, bedeckt sich dann mit Intervallen von zweïerlei Art, also 
auch die gesamte Einheitsstrecke. Diese sämtlichen Intervalle 
und die entsprechenden Teïilmengen bezeichnen wir wieder durch 


CHPRCAHSENRELE 


und zwar ist für jedes Intervall o! resp. die zugehôrige Bildmenge 
T,, die Abbildung bereits vorhanden, während sie für jedes Inter- 
vall d: resp. die zugehôrige Menge T; noch zu leisten ist. 

Die Menge 7, die einem Intervall à; entspricht, kann nun 
zunächst von der Art sein, da$ ihre Komplementärmenge &, aus 
einer endlichen Zahl von Gebieten besteht; dann kann sie, da wir 
in $ 3 ihre allseitige Erreichbarkeit nachgewiesen haben, nach den 
Sätzen der ersten Mitteilung so als stetiges Bild der Strecke 0, 
dargestellt werden, daf den beiden Endpunkten von 0, der Punkt 
t, entspricht. Die Strecke 0; zerfällt dadurch in eine endliche 
Zahl von Intervallen 6:,, auf denen die stetige Abbildung somit 
geleistet ist. Falls jedoch die Komplementärmenge R, in unendlich 
viele Gebiete zerfällt, so ist 7; eine Menge derselben Art wie %. 
In diesem Fall spaltet sich 0 in derselben Weise, wie soeben die 
Einheitsstrecke, zunächst in gewisse Teilintervalle 6;,'), die wieder 
der Breite B(7;;) proportional angenommen werden, und dann 
wieder in gewisse Intervalle 6, und in gewisse Intervalle d;,, ?) 
deren GrôfBe sich ebenfalls wie oben bestimmt. Auf den Inter- 
vallen 6, kann die stetige Abbildung in analoger Weise bewirkt 
werden wie auf den Intervallen 6,, während sie für die Inter- 
valle d;, noch zu leisten ist, und zwar wiederum so, daB den beiden 
Endpunkten von 0, derselbe Punkt #,, von 1, entspricht. 

In dieser Weise kann man fortfahren. Dabei ist zu beachten, 
daf die Intervalle {0} bei jedem Schritt von » zu v+1 weiter 


1) Sie entsprechen den aus © hervorgehenden Intervallen o,. 
2) Sie entsprechen den obigen Intervallen 0/, und 6. 
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zerfallen, und zwar convergieren sie mit wachsender Indiceszahl 
gleichmäfig gegen Null. Dies folgt unmittelbar aus der Gl. 5 
sowie daraus, da gemäB dem Hilfssatz von $ 2 die Breiten 3;, 
Ba .... mit wachsender Indiceszahl gleichmäBig gegen Null conver- 
gieren. Sie verschwinden also bei dem obigen Verfahren schlieflich 
ganz bis auf solche Punkte, die unendlich vielen von ihnen als 
innere Punkte gemeinsam sind. Die Intervalle Lo} zerfallen 
dagegen beim Fortgang von v zu +1 nicht. Es erfüllt sich 
daher die Einheitsstrecke schlieBlich einerseits mit den Intervallen. 
6) OC AUCH Enr 
andrerseits mit denjenigen Punkten, die keinem Intervall 6’ an- 
gehôüren, aber gemeinsame Punkte einer unendlichen Folge von 
Intervallen 
7 D Ter 8 
sind. Da sich nun jedes Intervall à in Intervalle 6’ spaltet, so 
ist jeder dieser Punkte auch Grenzpunkt gewisser Intervalle 6’ 
mit wachsender Indiceszah], d. h. einer Folge der Form 6). Jedem' 
dieser Punkte entspricht offenbar ein solcher Punkt von ®, der 
zugleich Punkt von 8 ist. 


$ 5. Der Stetigkeitsbeweis. 


Den Beweis der Stetigkeit kann man folgendermafien führen. 
Nach den Festsetzungen von $ 4 ist die Abbildung auf jedem Inter- 
vall 6, eine solche, daB sie für die Intervalle 6! mit derjenigen der 
Menge Z, auf 6, übereinstimmt. Nun bilden diese Intervalle 6’, mit 
ibren eventuellen Grenzpunkten auf 6, eine abgeschlossene Menge 
D; aus bekannten Sätzen folgt daher,!) daf sich die Stetigkeit der 
Abbildung immer dann auch auf diejenigen Punkte von Q° über- 
trägt, die nicht einem Intervall 6* angehüren, wenn die den Inter- 
vallen 6, entsprechenden Mengen f nur einen Grenzpunkt BR 
und wenn man ihn dem bezüglichen Grenzpunkt der Intervalle 6! 
entsprechen läft. Das ist aber hier der Fall. Dies gilt für jedes 
Intervall 6,, also auch für die gesamte Einheitsstrecke und die 
gesamte abgeschlossene Menge 

D, — M |0°{. 
Sei T, die Teilmenge von %, die stetiges Bild von ©, ist. 

Gemäf der Festsetzung von $ 4 ist die Abbildang auf jedem 
Intervall d, weiter so zu leisten, daf sie auf ihm stetig ist und in 
seinen Endpunkten mit derjenigen übereinstimmt, die für ©, besteht. 


1) vgl. z. B. meinen Bericht, Jahrb. d. D. M. V. Bd. 8 (1900) S. 120. 
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Wir zeigen zunächst, daB wenn dies ausführbar ist, die Abbildung 
auch für die ganze Einheïtsstrecke stetig ist. Dazu ist nur zu 
beweisen, daf sie auf den Intervallen 0; auch gleichmäBig 
stetig ist. Dies ist aber wieder eine unmittelbare Folge davon, 
daB mit 0; auch die Breite 8, — 8(7:) gegen Null convergiert ; 
und daraus folgt schliefilich, daf die Abbildung auch in jedem 
Grenzpunkte unendlich vieler Intervalle d, mit der für D vor- 
handenen übereinstimmt. Damit ist. bewiesen, daf die Abbildung 
für die gesamte Einheitsstrecke stetig ist, falls sie für jedes d: 
der obigen Festsetzung gemäf eingerichtet werden kann. 

Beim Fortgang der Abbildung zerfällt nun zunächst jedes 
Intervall d; in eine endliche Menge von Intervallen 6:,, die den 
obigen Intervallen 6, analog sind, und zwar ist das Intervall o', 
der Breite derjenigen Menge proportional, die ihr Bild werden soll. 
Jedes dieser Intervalle spaltet sich wieder in gewisse analog be- 
stimmte Intervalle 6, und 9, Alle diese Intervalle {04.} definieren 
zusammen mit den Intervallen {6/} eine abgeschlossene Menge ©,, 
und für alle Punkte dieser Menge liefert die von uns getroffene 
Festsetzung eine stetige Beziehung einer Teilmenge ©, von T auf 
D,. Die Abbildung ist dann weiter für alle Punkte eines Inter- 
valles d:, so einzurichten, da sie auf 04 stetig ist und in den 
Endpunkten von 0, mit der für O, vorhandenen übereinstimmt. 
Ist dies ausführbar, so folgt die gleichmäfige Stetigkeit auf allen 
Intervallen d;:, wiederum ebenso, wie oben, woraus wieder in der 
nämlichen Weise die Stetigkeit für die gesamte Einheitsstrecke zu 
schliefen ist. 

In dieser Weïse kann man fortfahren, und es ist klar, daf 
die vorstehende Betrachtung sich unmittelbar von v auf v +1 über- 
trägt. Die Erhaltung der Stetigkeit ist daher nur noch für den 
Ubergang von |v} auf «© nachzuweisen. 

Dies folgt leicht aus der Tatsache, daB alle Intervalle {0'} 
und alle Intervalle !8} mit der Zahl ihrer Indices gleichmäfig 
gegen Null convergieren. Jedes Intervall 6;, ist nämlich Teil- 
intervall von ô; u. s.w. Für die Intervalle {6} haben wir es aber im 
vorigen Paragraphen schon erwiesen, und daher ist es auch für 
die Intervalle |0'} der Fall. 

Seien nun 

COR D PQ Se 


2 


die vorstehend definierten Mengen, so ist die Abbildung stetig für 
©,, also für alle Punkte, die entweder innere Punkte der Inter- 
valle 6’ mit hôchstens » Indizes sind oder Grenzpunkte dieser In- 


| 
| 
| 
. 
. 
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tervalle. Sie ist aber, wie eben hervorgehoben, auch für alle diese 
Mengen gleichmäBig stetig. Die Stetigkeit ist also nur noch nach- 
zuweisen für solche Punkte, die niemals einer Menge D, angehôren 
kônnen. Das sind diejenigen Punkte, die für jede Indiceszahl einem 
Intervall à angehôren, also gemeinsame Punkte von Intervallen 


0, 0e, Dir; CO 


für irgend welche Indizes 4, u, v.... Jeder derartige Punkt ist 
aber, wie in $ 4 gezeigt ist, zugleich Grenzpunkt unendlich vieler 
Intervalle 6’, also auch von Intervallen der Mengen ©,. Da nun 
die Abbildung für alle Mengen ©,, also auch für alle Intervalle 0’ 
gleichmäBig stetig ist, so überträgt sich die Stetigkeit immer dann 
auf den Grenzpunkt einer solchen Folge, wenn die ihren Inter- 
vallen entsprechenden Bildmengen nur einen Grenzpunkt besitzen, 
und wenn man ïihn dem Grenzpunkt der Intervalle à entsprechen 
läft. Das ist aber hier der Fall, und damit ist der Stetigkeits- 
beweiïs geliefert. 

Wir haben daher den folgenden Satz: 

Besteht die Komplementärmenge eines ge- 
schränkten kurvenhaften Kontinuums © aus un- 
endlich vielen Gebieten, ist für jedes Gebiet die 
Érreichbarkeitsbedingung erfüllt, gibt es Gebiete 
jeder endlichen Breite nur in endlicher Zahl, und 
bilden diejenigen Punkte von T, die Häufungs- 
punkte unendlich vieler Gebiete sind, ohne zugleich 
der Grenze eines dieser Gebiete anzugehôüren, eine 
punkthafte Menge: so ist T als eindeutiges und 
stetiges Bild der Strecke darstellbar, also eine 
stetige Kurve. 


$ 6. Der allgemeinste Fall einer kurvenhaften 
Menge ©. 


Wir machen nun die Annahme, da8 die Menge # auf kurven- 
haften Bestandteilen von U überall dicht liegen kann; die 
durch $ bestimmte abgeschlossene Menge, die also diese 
kurvenhaften Bestandteile enthält, sei V. In diesem Fall erweist 
sich die Menge T als darstellhar, welcher Art auch die Menge 3% 
ist; falls nur für jedes Gebiet der Komplementärmenge die Er- 
reichbarkeitsbedingung erfüllt ist. Dagegen kommt die Er- 
reichbarkeit für 8 nicht in Betracht. 
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Ein einfachstes Beiïspiel einer solchen Menge ® erhält man, 


wenn man durch ein Quadrat Parallelen zieht, die 
sich von links und rechts gegen eine Mittellinie L 
verdichten, und jedes entstehende Rechteck s0 in 


congruente Teilrechtecke zerlegt, daB ihre Zahl bei 

Annäherung an die Linie ? unbegrenzt zunimmt. 

Fig. 4 Dann stellt / die Menge V dar. Zieht man zweitens 

in einem Kreis k einen Durchmesser d, schreibt ihm zwei Kreiïse 4, 

und #, ein, die sich im Zentrum » von.# berühren deren Centra m, 

und », also auf d liegen, verfährt mit #, und #, ebenso und setzt 

dies unbegrenzt fort, so ergibt sich eine 

Menge T von der Art, da d sowohl die 

Mengen Ü wie V darstellt, während #8 nur 
überall dicht auf d ist. 

Um den Satz zu beweisen, benutze ich 
eine Methode, die sich teilweise an die Methode 
von $ 6 und teilweise an diejenige Methode 
anlehnt, die ich für die geometrische Ab- 
leitung der Peanoschen Abbildung des Quadrats auf die Strecke 
benutzt habe. Man gehe dazu von einer quadratischen Teilung 
der Ebene mit der Diagonale 7 aus und betrachte alle Quadrate, 
die im Innern oder auf dem Umfang Punkte von € enthalten. Sie 
zerfallen in zwei Klassen. Seien ig'} diejenigen, bei denen Inneres 
und Umfang keinen Punkt von V enthält, und |g"} die übrigen. 
Jeder Punkt von V liegt dann auBerhalb aller Quadrate q’. 

Sei nun #*' irgend ein innerer Punkt eines Quadrates q', der 
zugleich Punkt der Komplementärmenge & (©) ist, so muf er irgend 
einem Gebiet %, dieser Menge angehôren. Die Gesamtheit aller 
Gebiete von & (T), denen derartige Punkte m' angehôüren sei {9}. 
Ist dann T’ diejenige abgeschlossene Menge, zu der die Grenze 
T,, eines jeden dieser Gebiete 3, gehôrt, so läBt sich leicht zeigen, 
da8 ihr kein Punkt « von U angehôren kann, der auBerhalb aller 
Quadrate La'| liegt. Denn jeder derartige Punkt « müfte Grenz- 
punkt von Punkten unendlich vieler unserer Mengen T sein; es 
müfte also unendlich viele Gebiete %. geben, zu denen Punkte 
sowohl in unmittelbarer Nähe von w, wie auch innerhalb min- 
destens eines Quadrates qg' gehôren, und daraus würde man 
wieder folgern kônnen, daB sich eine GrôBe & => 0 bestimmen 
lieBe, so daB die Breite unendlich vieler Gebiete S! grôfer als & 
ausfiele. Da nun V auferhalb aller Quadrate 9’ liegt, so folgt 
hieraus weiter, daB die Menge T' keinen Pankt von V enthalten kann. 

Die Menge ©’ kann in eïne endliche oder abzäblbare Menge 
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getrennter Kontinua zerfallen. Jedes einzelne ist nach $ 6 als 
stetiges und eindeutiges Bild einer Strecke darstellbar. Keines 
von ibnen liegt auferhalb aller Quadrate q'. Auch von ihnen gibt 
es, wie wir sofort zeigen wollen, nur eine endliche Zahl, deren 
Breite eine GrôBe s > 0 übersteigt. 

Die Quadrate {g'} bestimmen nämlich eine endliche Zahl 
getrennter Polygone P,; jedes muB mindestens ein Quadrat q' ent- 
halten. Gäbe es nun unendlich viele Mengen der genannten Art, 
so müBte es mindestens ein Polygon P, geben, das ebenfalls von 
unendlich vielen Mengen durchzogen würde, deren Breite grôBer 
als & ist. Dies ist aber unmôglich. Zerfällt nämlich die in P, 
enthaltene Teilmenge %, von ® zunächst in zwei getrennte Be- 
standteile, so kann man einen das Polygon P, durchziehenden 
Streckenzug { legen, der keinen Punkt von € enthält und diese 
Bestandteile von einander trennt. Dieser Streckenzug wird in 
irgend einem Gebiet $; der Menge & verlaufen (das Gebiet Y ein- 
geschlossen). Falls nun die in P, enthaltene Teilmenge ®%, in 
unendlich viele getrennte Bestandteile zerfiele, deren Breite grôBer 
als e wäre, so gäbe es unendlich viele solche Streckenzüge 1. 
Es gäbe dann entweder unendlich viele verschiedene Gebiete %;, 
deren jedes mindestens einen dieser Streckenzüge enthielte, oder 
aber es gäbe mindestens ein Gebiet S%, das unendlich viele Strecken- 
züge enthielte. Beides steht aber, wie man leicht sieht, mit den 
für die Darstellbarkeit notwendigen Bedingungen in Widerspruch. 
Die erste Môglichkeit widerstreitet nämlich dem Satz des $ 2 und 
die zweiïte der Erreichbarkeiïtsbedingung für das Gebiet $,. Damit 
ist die Behauptung bewiesen, und wir folgern wiederum, daB sich 
diese Mengen der Breite nach so anordnen lassen, da sie die ein- 
fache Folge 


bilden. 

Wir gehen nun zu einem Quadrat g” über, das im Innern 
oder auf dem Umfang mindestens einen Punkt von V enthält. Die 
in ihm entbaltene Teilmenge von Æ kann wieder in mehrere 
getrennte Bestandteile zerfallen; aber es kann auch hier nur eine 
endliche Zahl von solchen geben, deren Breite eine GrüBe & über- 
steigt. Dies wird eben s0 bewiesen, wie für die Menge T,, nur 
daB hier das Quadrat g” an die Stelle des Polygons P, tritt. 

Da dies für jedes Quadrat q” gilt, so zerfallen auch die 
sämtlichen, in einem Quadrat q” enthaltenen Teilmengen von & in 
eine endliche oder abzählbare Menge einzelner Kontinua, von der 


PTT Te 
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Art, daB nur eine endliche Zahl existiert, deren Breite eine Grôfe & 
übersteigt. Diese Kontinua seien der Breite nach geordnet ; 
VID DIS ER TER 

Jedes von ihnen soll, wie ich noch ausdrücklich bemerke, nur 
in einem einzigen Quadrat g’.enthalten sein. Alle diese Kon- 
tinua {T;} und |{7;} bilden zusammen naturgemäB wieder ein 
einziges Kontinuum, nämlich die Menge © selbst. 

Man spalte nun die vorstehend erhaltenen Kontinua in zwei 
Gruppen. In die erste nehmen wir alle diejenigen auf, deren 
Breite grôfer als ist; sie seien 

SITES EUR Ie 
in die zweite alle übrigen. Zu ihnen gehôrt insbesondere 
jede Menge T,; wir ordnen sie wieder der GrôBe nach und be- 
zeichnen sie durch 


Es ist also 

B(T,) = 7, B(T,)= n. 
Man kann nun wieder, wie in $ 3 die Mengen 7, mit den Mengen 
T' zu zusammenhängenden Bestandteilen vereinigen. Dadurch müge 
T! in eine Menge T, übergehen, so daf, wie dort 


Liu, TE... TES 


ist. Dadurch erhalten wir wieder eine endliche Zahl von Mengen 
T,, die ebenfalls mit einander zusammenhängen und daher in einem 
Zuge durchlaufen werden kônnen; in dieser Reiïhenfolge môgen 
sich die Mengen 
TS MM Ce tes à 
ergeben. Wir teilen dann zunächst wieder die Einheitsstrecke in 
Bestandteile 6,, so daf für festes o 
5, = e68() 

ist, ordnen dem Intervall 6, die Menge ®, zu, und haben nun die 
Aufgabe darauf zurückgeführt, die Menge ©, auf 6, abzubilden. 

Wir kônnen nunmehr wieder die Methode anwenden, die wir 
in $b für die Herstellung der Abbildung zu Grunde legten. 
Dadurch bedeckt sich die Einheitsstrecke wieder überall dicht mit 
gewissen Intervallen, und zwar in der Weïise, daf ihre Anordnung 
und Lage den in $ 5 genannten Bedingungen unterliegt. Die 
Intervalle haben aber hier eine etwas geänderte Bedeutung. Wir 
bezeichnen sie durch 6; und 6}', und zwar sollen {6:} diejenigen 
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sein, denen die Mengen T! oder aber Teilmengen dieser T' ent- 


‘sprechen, während die T;' die Bildmengen der Intervalle 6;' sein 


sollen. Für die Intervalle 6; kann dann die Abbildung gemäB 
$ 5 ausgeführt werden, während sie für die Intervalle 6} noch zu 
leisten ist. 

Um nun die Abbildung einer Menge T}' auf das Intervall 6’! 


‘zu bewirken, nehmen wir eine GrôüBe 7, <1/,7 beliebig an, denken 


uns das Quadrat Qq” in Teilquadrate der Diagonale », zerlegt und 
verfahren mit 7!’ wie wir soeben mit T selbst verfuhren. Werde 
zuvor die Menge T# durch @ bezeichnet, und seien !$,) die ïhr 
zugehôrigen Gebiete. Alle Quadrate, die überhaupt Punkte von 
& enthalten, spalten wir wieder in die Quadrate {q/'}, die im Innern 
mindestens einen Punkt von V enthalten, und in die Quadrate |9;}, 
für die dies nicht der Fall ist. Durch die Quadrate |g!} wird 
dann wieder eine Teilmenge {$!} aller Gebiete {$,} definiert, zu 
der wir diejenigen Gebiete rechnen, von denen ein innerer Punkt 
zugleich innerer Punkt eines Quadrates A ist. Die Grenzen | S! 
aller dieser Gebiete bestimmen dann wieder eine Teilmenge @' von &, 
von der man ebenso wie oben zeigt, da ïhr kein Punkt von 
U angehôrt, der auBerhalb aller Quadrate {q!} liegt, und da8 sie 
nur eine endliche Zahl von Bestandteilen enthält, deren Breite 
grôBer als eine Grôfe &, ist. Die so definierte Menge ©’ zerfällt 
dann wieder in eine endliche oder abzählbare Menge von Teil- 
mengen 
ARE PRIE ALTER 

deren jede als eindeutiges und stetiges Bild einer Strecke dar- 
stellbar ist. In gleicher Weise gelangen wir zu den Teilmengen 


LRPTTEE d9, COURTE SUR Pl 
denen die Menge V angehôren mu, und die die gleichen Eigen- 


schaften besitzen, wie die vorstehenden Mengen | 7!} und |T'} 
Mit ihnen bilden wir wieder die Mengen 


CH CAE PEN CHR 

deren Breite grüBer als », ist, und die Mengen 

LS AN Bite, 
deren Breite kleiner als oder gleich », ist, und zu denen jede 
Menge S/ gehôrt, sowie endlich die Mengen 

me À se.) 

Die Abbildung wird nun wieder 80 vor sich gehen, daf das Inter- 
vall 0°! in gewisse Teilintervalle o!, und 6, zerfällt, so daB für 
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jedes Intervall 6, und die entsprechenden Teilmengen von T die 
stetige Abbildung den früheren Sätzen gemäB geleistet werden 
kann, während sie für die Intervalle 6:!, resp. für die Mengen S; 
noch zu leisten ist. 

In dieser Weise kann man fortfahren, und es ist nur noch 
zu zeigen, daB die Bedingungen erfüllt sind, auf Grund deren die 
Stetigkeit der Abbildung für alle Intervalle und ihre Grenzpunkte 
geschlossen werden kann. Dies kann aber in der gleichen Weise 
geschehen, wie in $ 5; hier wie dort bildet die Endlichkeït der 
Zahl von Teilmengen, deren Breite eine Grôsse & übersteigt, die 
alleinige Grundlage der Schlüsse. In der Tat convergiert aber 
auch hier die Breite der den Intervallen 6’ und 6’’ entsprechenden 
Teilmengen von T zugleich mit den Quadraten g/', in denen diese 
Teilmengen enthalten sind, gleichmäBig gegen Null. Also folgt: 

Besteht die Komplementärmenge eines geschränk- 
ten kurvenhaften Kontinuums % aus unendlich 
vielen Gebieten, so ist sie als stetiges Abbild der 
Strecke darstellbar, wenn die Grenze jedes dieser 
Gebiete allseitige Erreichbarkeit besitzt, und Ge- 
biete, deren Breite eine gegebene Zahl & übersteigt, 
nur in endlicher Menge vorhanden sind. Die Gestalt 
der Grenzmenge aller Gebiete unterliegt keiner 
Bedingung. 

Ich schliefe mit folgendem Theorem, das die sämtlichen Sätze 
über die Darstellbarkeit kurvenhafter Kontiuna zusammenfaft. 

Theorem L Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, da ein ebenes kurvenhaftes, ge- 
schränktes Kontinuum ® als stetiges und eindeu- 
tiges Bild der Strecke darstellbar ist, besteht darin, 
daf für jedes Gebiet, das der Komplementärmenge 
angehôrt, die allseitige Erreichbarkeit ihrer Grenze 
vorhanden ist, und daf Gebiete, deren Breite eine 
beliebig gegebene Grôsse übersteigt, nur in end- 
licher Anzahl auftreten. 


$ 8 Die Menge ® ist nicht kurvenhaft. 


Es bedarf jetzt nur noch derjenige Fall der Untersuchung, 
daB die Komplementärmenge & (T) einerseits in unendlich viele 
Gebiete zerfällt, und daB andrerseits die Punktmenge T auch 
Peanosche Gebiete enthält. Sie erledigt sich analog wie die 
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früheren Fälle, doch tritt hier in gewisser Weise eine Modification 
des in der ersten Mitteilung enthaltenen Resultates ein. 

Ich nehme zunächst an, daf die Zahl der Peanoschen Gebiete 
endlich ist; es sei T' die Grenze eines solchen Gebietes. Wenn 
dann kein Punkt dieser Grenze T’ zur Menge U gehôrt, so besteht 
für diese Grenze und das Peanosche Gebiet nach wie vor die Er- 
reichbarkeïit. Dies folgt daraus, daf alsdann die Grenze T' des 
Peanoschen Gebietes nur an einer endlichen Zahl von Gebiets- 
grenzen andrer (Grebiete teilnehmen kann, und daf die allseitige 
Erreichbarkeit für die äufere Grenze des Gebiets diejenige für 
das Gebiet selbst nach sich zieht. 

Die Erreichbarkeitsbedingung ist aus dem gleichen Grunde 
auch dann erfüllt, wenn zwar die Menge U Punkte von T' enthält, 
aber in sie kein zusammenhängender Bestandteil der Grenze TZ’ ein- 
geht. Dies gilt aus den gleichen Gründen auch dann noch, wenn es 
zwar einen zur Grenze ZT’ gehôrigen Kurvenbogen gibt, der zu ü 
gehôürt, wenn aber dieser Kurvenbogen zugleich Grenze eines Ge- 
bietes 3, ist. Denn auch in diesem Fall muB dem Kurvenbogen für 
dieses Gebiet %, die allseitige Erreichbarkeit zukommen und daber 
auch für das Peanosche Gebiet selbst. Ein Beispiel erhält man, wenn 
man neben eine Seite des in $ 4 genannten Quadrates, dessen 
Umfang von innen überall dicht mit Dreiecken erfüllt ist, eine 
quadratische Fläche als Peanosches Gebiet setzt. 

Wenn dagegen ein Kurvenbogen 7” von £’ zu U gehôrt, ohne 
zur Grenze eines Gebietes 3, zu gehôüren, so stellt er in der Be- 
zeichnung des $ 5 einen Bestand von V dar. In diesem Fall 
braucht für den Kurvenbogen 7’ die Erreichbarkeitsbedingung 
nicht erfüllt zu sein. In der Tat kann man jetzt den Beweis des 
vorigen Paragraphen in der Weise wiederholen, daf man das 
ganze Peanosche Gebiet in die Menge V eingehen 
läBt, also zu den Quadraten {4’} auch alle diejenigen rechnet, 
die irgend einen Punkt des Peanoschen Grebietes im Innern oder 
auf dem Umfang enthalten. Jedes Quadrat q', das ganz dem 
Peanoschen Gebiet angehôrt, ist dann den Mengen 7 hinzuzufügen. 
Andererseits gestattet es aber die stetige Darstellung; die Dar- 
stellung ist daher nur für diejenigen Quadrate und die in ihnen 
enthaltenen Teilmengen von & zu leisten, die nur teilweise diesem 
Gebiet angehôren. Dies kann, da man auch hier mit quadratischen 
Teilungen operiert, deren Seiten unendlich klein werden, ebenso 
bewirkt werden, wie im $ 5. Also folgt schliefilich: 

Enthält das geschränkte ebene Kontinuum & 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichteu. Math.-phys. Klasse. 1907. Heft 2. 2 
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einen flächenhaften Bestandteil (Peanosches Gebiet), 
so unterliegen diejenigen Teile der Grenze dieses 
Bestandteiles der Erreichbarkeitsbedingung nicht, 
die der Grenzmenge aller Gebiete angehôren, ohne 
zugleich zur Grenze einzelner dieser Gebiete zu 
gehôren. MERE 

Diese Erwägungen übertragen sich nun auch auf den Fall, 
daf in die Menge T unendlich viele Peanosche Gebiete eingehen. 
In der Tat kann man auch hier den Beweis von $ 7 in der Weise 
wiederholen, daf man sämtliche Peanoschen Gebiete der Menge V 
zurechnet. Dabei ist es ganz gleichgiltig, welche Lage diese Gebiete 
zueinander haben; sie kônnen getrennt sein oder auch einzelne 
gemeinsame Punkte enthalten. Immer kônnen wir dann das Be- 
weisverfahren des $ 7 anwenden, und es werden sich Erreichbar- 
keitsbedingangen nur für die Gebiete %, einstellen kônnen, die 
zur Komplementärmenge 8 (TZ) gehôren. Diese Bedingungen knüpfen 
sich nämlich immer nur an die Frage, ob ein Polygon P, oder ein 
Quadrat 9” von unendlich vielen zusammenhängenden Teilmengen 
endlicher Breite durchzogen werden kann, und damit an Strecken- 
züge, die in den Gebieten 3, der Komplementärmenge & ver- 
laufen. !) 

Die Erreichbarkeitsbedingung kommt also auch im allge- 
meinsten Fall nur für solche Peanoschen Gebiete und für solche 
Teile ibrer Genze in Betracht, die zur Grenze eines Gebietes von 
8 gehôren. Beachtet man nun, da die übrigen Bestandteile der 
Grenze eines Peanoschen Gebietes, falls es solche gibt überhaupt 
nicht zur Grenze eines Gebietes der Komplementärmenge 8 gehôren, 
so kann man schlieflich folgenden Satz aussprechen: 

Theorem Il Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daB ein geschränktes ebenes Kon- 
tinuum als eindeutiges und stetiges Bild der Strecke 
darstellbar ist, besteht darin, daB jedes Gebiet, in 
das seine Komplementärmenge zerfällt, allseitige 
Erreichbarkeit besitzt, und da es unter diesen Ge- 
bieten nur je eine endliche Anzahl gibt, deren Breite 
eine beliebige GrôBe s>0 übersteigt. 


1) Die oben skizierte Beweismethode umfaêt übrigens alle überhaupt môglichen 
Fälle. Es schien mir aber zweckmäBig, die einfacheren Fälle einzeln zu behandeln. 
Einen einheitlichen Beweis wird der zweite Teil meines Berichts enthalten. 


Über den Einfluss innerer Reflexionen auf die 
Interferenzerscheinungen an doppeltbrechenden 
Krystallplatten. 


Von 
H. Joachim in Gôttingen. 
Mit 8 Figuren im Text. 


Vorgelegt von Th. Liebisch in der Sitzung vom 11. Mai 1907. 


Soweit es sich um einfachbrechende, vollkommen durchsichtige 
Kôrper handelt, sind die infolge von inneren Reflexionen an 
dünnen Schichten auftretenden Erscheinungen Gegenstand viel- 
facher experimenteller und theoretischer Untersuchungen gewesen. 
Im einfarbigen Licht gehôren hierher die als Kurven gleicher 
Dicke und Kurven gleicher Neigung bekannten Interferenzerschei- 
nungen. Îm weifen Licht gestattet die Methode der spektralen 
Zerlegung eine Übersicht zu gewinnen über den Einfuf innerer 
Reflexionen auf die Erscheinungen beim Durchgang ebener Wellen 
durch planparallele Platten. 

Die ältesten derartigen Versuche wurden von F. v. Wrede) 
angestellt an sehr dünnen durchsichtigen Platten, z. B. aus Glas, 
die vor den Spalt eines Spektroskops gebracht, je nach ihrer 
grôBeren oder geringeren Dicke ein mehr oder weniger enges 
Streifensystem im Spektrum liefern. 

Eine theoretische Behandlung dieser Erscheinungen ist schon 
von Wrede durchgeführt worden, indem er die resultierende 
Amplitude des nach mehrfachen inneren Reflexionen austretenden 
Lichtes berechnete. Den Einfluf der inneren Reflexionen auf die 
Phase der austretenden Wellen hat zuerst W. Voigt*) behandelt. 


1) F. v. Wrede, Pogg. Ann. 88, 353; 1884. 
2) W. Voigt, Ann. d. Phys. N. F. 22, 226; 1884. 
22 * 
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Auch für planparallele Platten doppeltbrechender Kôrper 
liegen Versuche vor, die auf der Methode der spektralen Zer- 
legung beruhen. Es wurden zunächst von Wrede und A. Er- 
mann') dünne Spaltblättchen von Glimmer auf solche Weise 
untersucht. Erst später wurden von J. Müller?) und Fizeau- 
Foucault die von der Doppelbrechung herrührenden Interferenz- 
erscheinungen in polarisiertem Licht wahrgenommen. Da aber zu 
diesen Versuchen ziemlich dicke Präparate benutzt wurden, so 
blieben namentlich bei schwachem Auflésungsvermôügen der Spek- 
troskope und direkter Beobachtung der Platten vor dem Spalt 
(vgl. S. 336) die von den inneren Reflexionen herrührenden Erschei- 
nungen unbeachtet. 

Es bandelt sich aber bei der Spektralanalyse der Interferenz- 
farben doppeltbrechender Krystallplatten stets um zwei Arten 
von Interferenzen, die durch Doppelbrechang oder durch innere 
Reflexionen zu Stande kommen.‘) 

Ich habe versucht, ihr Zusammenwirken näher zu verfolgen. 

Obgleich zu den Versuchen lediglich Glimmer-Spaltungsblätt- 
chen verwendet wurden, gelten die Diskussionen allgemein für 
den senkrechten Durchgang parallelstrahligen Lich- 
tes durch planparellele Platten inaktiver vollkommen 
durchsichtiger Krystalle.“) 


L Die Amplituden der austretenden Wellen. 


Es seien $, und $, die Polarisationsrichtungen der schnelleren 
und der langsameren Wellen W, und W, in der Krystallplatte. 
Bei senkrechtem Eintritt einer ebenen Welle kann deren Polari- 
sationsvektor s zerlegt werden in Komponenten parallel $, und #,, 
deren Veränderungen beim Durchgang durch die Platte gesondert 


1) A. Ermann, Pogg. Ann. 68, 531; 1844. 

2) J. Müller, Pogg. Ann. 69, 98; 1846. 

3) Kurze theoretische Hinweise auf den EinfluB innerer Reflexionen bei 
Krystallplatten finden sich auBer bei W. Voigt (a. a.0.) noch bei Dongier (Thèses 
d. L fac. d. sc, Paris 1897/98, No. 16, p. 90) und Macé de Lépinay (Journ. d. 
Phys. (3) 9. 644. 1900. 

4) Inzwischen hat Lord Rayleigh die Aufmerksamkeit gelenkt auf die 
von der Doppelbrechung herrührenden Erscheinungen bei den auf inneren Re- 
flexionen beruhenden Interferenzen, die man an dünnen Glimmerplatten im kon- 
vergenten einfarbigen Licht beobachten kann. (Phil. Mag. 12, 489; 1906.) 
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betrachtet werden künnen. Bedeutet p die Frequenz der ein- 
fallenden Welle, so wird der Polarisationszustand der parallel $, 
polarisierten Komponente dargestellt durch den Realteil des kom- 
plexen Ausdrucks : 


= a.ert, 


worin & die Amplitude dieser Komponente ist. Bedeuten ferner 
l die Dicke der Platte, 4,, 4, die Wellenlängen nnd n,, #, die 
Brechungsindizes von W, und W,, » und w die Schwächungs- 
koeffizienten der Amplituden an den beiden Grenzflächen, und 
setzt man: 


2x n,— =, auv = 7T,, 
so wird der Polarisationszustand der aus der Platte nach ein- 
maligem Durchgang austretenden Welle gegeben sein durch: 


Lo — T4 x ept Ex qi) 


wenn man dabei absieht von den für beide Komponenten gleich 
groBen Phasenverzôgerangen, die bei halbversilberten Platten an 
den Grenzflächen eintreten.') Bedeutet endlich p den Reflexions- 
koeffizienten für die Amplituden der im Innern reflektierten Wellen, 
so werden die nach zweimaligen, viermaligen u. s. w. inneren Re- 
flexionen austretenden Anteile dargestellt durch: 


Te 0° 4 eXpt — 31) 
genre 0“. eXpt — 59) 


Summiert man über alle diese Anteile, so ergibt sich für die resul- 
tierende Welle an der Austrittsfläche : 


X = A.eirt, 
worin: 
U=r,.e n(+o.eT 2 + pt, 6 Pi...) 
— 19: 
(1) A = r,. — 


lo ten ° 


Durch Multiplikation mit dem konjugiert komplexen Ausdruck 
erhält man daraus für das Quadrat des absoluten Betrages : 


1) O0. Wiener, Wied. Ann. 81, 629; 1887. 
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y? 


PERS 1 
@ aies 1+9°—20° cos 29, 
und durch Division des reellen in den imaginären Bestandteil er- 
gibt sich die Tangente des Winkels von Y: 


LE ee, (cos y, — à sin p) (1—9"cos2p,—i9sin2v,) 
le Œ—e cos 2p) +o sin 2m 


(3) tan À — Per tan y.. 

Der physikalischen Bedeutung dieser GrôBen entsprechend ist 
also in (2) À die Amplitude und in (3) À die Phase der 
austretenden Welle. 


Diesen Relationen für die eine Komponente entsprechen ganz 
analoge Beziehungen für die andere Komponente des aus der 
Krystallplatte austretenden Lichtes. Will man sie anwenden auf 
den Durchgang unpolarisierten Lichtes durch unversilberte Platten 
eines isotropen Mediums vom Brechungsindex #, so hat man 
zu setzen : 


__n+1 
(4) ER 
und erhält: 
sx +r (a+1) 
(2a) A = An+(nr de 1} sin 1p 
(3a) tan À =” _. tan 9. 


Die Beziehung (2) gibt die Abhängigkeit der Intensität der 
austretenden Welle von der Grôe an; sie erklärt die Interferenz- 
erscheinungen, welche an keilf‘rmigen Schichten im monochroma- 
tischen Lichte, sowie an dünnen planparallelen Platten bei spek- 
traler Zerlegung des durchgegangenen Lichtes auftreten. Die 
Intensität erreicht ein Maximum jedesmal, wenn die optische 
Länge nl ein grades Vielfaches einer halben Wellenlänge À beträgt ; 
dazwischen liegen Minima der Helligkeit. 

Für schwache innere Reflexionen (S. 334) ist der Intensitäts- 
verlauf zwischen den Extremwerten etwa sinusfôrmig. Der 
Einfluf einer VergrôBerung des Reflexionsfaktors @ auf die In- 
tensitätsverteilung ist zuerst von Pérot und Fabry!) an Platten 
und Keïlen mit halbversilberten Flächen untersucht worden: 


1) Pérot und Fabry, Ann. d. Chim. et de Phys. Sér, VIT, t. 12, p. 459 ; 1897. 
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Stellt man 4° als Funktion von œ dar, so erhält man eine 
von ihrem Maximum bei o — 0 nach dem Minimum bei g — x/2 
abfallende Kurve. Für groBfe Werte von p, wie man sie leicht 
bei einigermafen starker Versilberung erhält, wird der Abfall 
äuBerst steil. — 

Bei der Beobachtung entsprechender Interferenzerscheinungen 
an doppeltbrechenden Krystallplatten hat man zu be- 
rücksichtigen, daB die Relationen (2) und (3) für die schnellere 
IP, und die langsamere || $, polarisierte Welle im Krystall ge- 
trennt gelten. Daher erhält man den verschiederien Geschwindig- 


keiten = Æ dieser Wellen entsprechend zwei verschiedene 


Streifensysteme im Spektrum des durch eine Glimmerplatte 
hindurchgegangenen Lichtes, je nachdem die einfallende Welle 
IR, oder ||, polarisiert ist. Diese Streifensysteme werden zu- 
sammenfallen an denjenigen Stellen, wo æ, und y, sich um ein 
ganzes Vielfaches von x unterscheiden, d. h. wo der Gangunter- 
schied der beiden Wellen ein gerades Vielfaches von 4/4 beträgt. 
An denjenigen Stellen dagegen, wo der Gangunterschied ein un- 
gerades Vielfaches von 4/4 beträgt, werden die Helligkeïitsmaxima 
des einen Systems zusammenfallen mit den Helligkeitsminima des 
anderen. 

Demnach kann man an einer Glimmerplatte die beiden Streifon- 
systeme für sich beobachten, wenn man vor die Platte ein Nicol- 
sches Prisma s0 aufstellt, daB die Polarisationsrichtung des aus 
ibm austretenden Lichtes ||$, oder ||$, ist. Dreht man die 
polarisierende Vorrichtung, so erblickt man in der Diagonalstellung 
die beiden Streifensysteme gleichzeitig und bei hinreichend starker 
Versilberung gleich scharf, sodaB sie abwechselnd zusammenfallen 
und sich vermengen. Jene Stellen der Streifenkoinzidenz (Kon- 
sonanz) sind identisch mit den Stellen, wo zwischen gekreuzten 
Nicols in dem Müllerschen Streifensystem die hellen und die 
dunklen Streifen liegen. 

LäBt man natürliches Licht ohne RATE einer analysie- 
renden Vorrichtang durch die Glimmerplatte gehen, so treten 
wegen der Zerlegung der einfallenden Welle in die Komponenten 
I $, und R, dieselben Erscheinungen auf, wie im polarisierten 
Licht bei Diagonalstellung des Polarisators. 

Die von dem Gangunterschiede abhängige verschiedene Lage 
der Streifensysteme zueinander läft sich sehr genau mit Hülfe 
von halbversilberten Glimmerplatten bei Anwendung eines polari- 
sierenden Nicols feststellen. So wurde an einer Glimmerplatte 
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von ca. !/s4,, Gangunterschied folgende Lage der hellen Streifen 
bestimmt : 


Die Lage der Helligkeitsmaxima für verschiedene Polarisations- 


richtungen. 
Wellenli Polarisationsrichtung - Polarisations- Phasendifferenz 
cllenlänge 1 richtang der - Komponenten 
Cat sd . ! . . | D: . d 
erster Streifen zweit. Streifen| erster Streifen IP und #; 


1549 0’ 7”1154° 3’54”| 154 2’27” 


111°+ 0,5° 


586 152° 45’ 28” | 152° 49’ 54’! 152° 48’ 30” 1239 + 0,5° 
546 1561°33” 1”|151°38’13”| 151°36' 48” 131°+0,5° 
517 1500 26’ 49” | 150° 32’ 43”| 150° 31’ 28” 142°+1° 


Auf diese Weise kann man demnach den Gangunterschied für 
Bruchteile von halben Wellenlängen sehr gut bestimmen, nament- 
lich wenn man kräftig versilberte Platten anwendet, bei denen 
die hellen Streifen äuferst scharf werden. 


II Die Phasendifferenzen der austretenden Wellen. 


Zur Erklärung der Interferenzerscheinungen, welche zwischen 
gekreuzten Nicols auftreten, ist auBer der Kenntnis der Amplitu- 
den der austretenden Wellen noch die Kenntnis ihres Gangunter- 


schiedes 2 erforderlich. Nach (3) ergibt sich: 
ctg 4 = ctg(B— A). 


Bezeïchnet man die Phasendifferenz der beiden nach einmaligem 
Durchgang austretenden Wellen mit 


(6) = p,— Pi 
und setzt man der Einfachheit halber 
l+o _1+e 
le 1-0 
was Z. B. bei halbversilberten Platten praktisch als zutreffend 
angenommen werden darf, so erhält man: 


= À, 


cos p, COs , + k* sin y, sin y, 


CSS l: sin Ô 
cr À __K—1 / cos (y, + y.) 
ES D ne or NL) 
oder: 
1+0° 26 cos(2p, +6) 
6 = PR EE | ee 0 PET 
(6) ctg 4 1—0° ctg Ô 1—0 gin Ô 
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Mit der periodischen Ânderung der Amplituden der austreten- 
den Wellen ist demnach auch eine periodische Schwankung 
ihres Gangunterschiedes verbunden, und zwar hängt ihre 
GrôBe ab von der Phasendifferenz à der beiden ersten Teilwellen 
an der Austrittsfläche. Für verschiedene in den betrachteten 
Intervallen als konstant angenommene 8 stellt Fig. 1 den perio- 


3° 60 90 120 150 180°? 


Fig. 1. Phasenunterschiede an der Austrittsfläche. Reflexionsfaktor çe = 4. 


dischen Verlauf von Z als Fuktion von g, dar. Dem Faktor 


entsprechend, wird die Schwankung von Z um s0 geringer, 
je mehr der Phasenunterschied à der beiden ersten Teilwellen 
einem Vielfachen von x sich nähert. Setzt man in (6) für 8 ein 
a — Ô, so ergibt sich: 


1+ 0° 
1—0* 


| 


[le o° sin (x — Ô) 


= ctg (x — d), 


d. h. das Kurvensystem 4” = (p,,x—8) erhält man aus dem in 
Fig. 1 dargestellten: 2 — (g1, 5) durch Umdrehung um 180° um 
den Punkt 


P, = 4/2, À = x/2. 
Bedenkt man weiter, wie etwa in Diagonalstellang des po- 
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larisierenden Nicolschen Prismas die beiden Streifensysteme im 
Spektram zueinander liegen, so bekommt man folgendes Bild von 
der Schwankung des Gargunterschiedes: Die Extrem- 
werte von Z liegen an den Stellen w, — 8/2 und y, = 8/2 + x/2, : 
d. h. zwischen den benachbarten Streifen der beiden Systeme, die 
der Einfachheit halber mit ($,) und. (@,) bezeichnet werden sollen. 
Geht man von einer Stelle à — 0 aus, so bleibt mit wachsendem 
ô das Streifensystem ($,) gegen ($,) zurück. Da für 0<8<7zx 
der Phasenunterschied 7 zunächst zunimmt, wenn q, von 0 an 
abnimmt, so liegen die Maxima von Z zwischen zwei zusammen- 
gehôrigen Streifen von ($,) und (B,), d. h. für 0 < à < x/2 in den 
kleineren von den beiden Streifensystemen gebildeten Intervallen, 
für x/2<0 <x in den grôBeren. 

Mit Hülfe von (8a) auf S. 4 wurden für Glimmerspaltungs- 
blättchen mit den Hauptbrechungsindices n, — 1,5941, n, — 1,5997 
die Phasendifferenzen Z für verschiedene Werte von à berechnet. 
Die Tabelle auf S. 20 zeigt die PR UseE 4 — à, deren 
Maximum demnach fast 6° beträgt. 

Um den Mittelwert des Ph tehioes zu bilden, soll 
eine einfache Reïhenentwicklung von Z benutzt pou Setzt 
man in (1) auf S. 323 


et?1 = Z 
so wird: 
r; CA 


# les 


und man erhält: 
logA = logr,+logz, ses 8,) — log (1 — 0,2;) 


Al 


Da nun der Winkel ®, von Y gleich dem Imaginärteil des Loga- 
rithmus ist, so wird: 


= logr,+log2, +2[éé 9] 


à ‘ 
d, = p-2|sin2g+ Lsintq+...| 
Für ®, folgt ein analoger Ausdruck. Setzt man: 


(7) Pit = 20, 
so erhält man wieder unter der Kms U = 4 = 0: 


21 
Es ergibt sich daraus, daf im allgemeinen 


4 = Ô0— ag sin à cos 20 + sin 29 c08 46 +. ) 
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[« = [7 ae 
ist, wenn  — const. ist, d. h. der Mittelwert des Gang- 
unterschiedes der resultierenden Welle ist im all- 
gemeinen gleich dem Mittelwert des Gangunter- 
schiedes der beiden ersten Teilwellen innerhalb ge- 
nügend kleiner Intervalle, in welchen 8 als konstant 
angesehen werden kann. 
Um die Abhängigkeit des Gangunterschiedes vom 
Reflexionsfaktor zu verfolgen, soll in (6) mit Hülfe von (5) 
und (7) & statt y, eingeführt werden: 


_1+0° 20° cos20 
éd SET Ve 0 | 
Für à = x/2 wird 
29° 
ctg 4 = es cos 26, 


120° 


120° 


90° 


60° 


30° 


0° 30° 60° 90° 120° 15° 180° Pi 
Fig. 2. Phasendifferensen an der Austrittsfläche einer 2/4-Platte. 
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d. h. der Wert von Z schwankt um den Wert J = x/2 gleich 
viel nach oben und unten und zwar um so stärker, je grôBer der 
Reflexionsfaktor ist. Fig. 2 stellt den Verlauf von 7 in diesem 
Falle für verschiedene Reflexionsfaktoren dar (eo — 1/2, 2/3, 3/4). 


Für 8Zzx/2 schwankt der Wert von Z zwischen den für 
26 — 0 und 26 — x auftretenden Extremwerten 2, : 
… 1+0 ar ail 
Ferner wird 4 = Ô für 
cos 26 — @° cos 0. 


Ist 0 < d < x/2, so fallen die Stellen, für die JZ — Ô wird, in die 
grôBeren Intervalle zwischen den Streifensystemen ($,) und (@,) 
und rücken mit zunehmendem @ näher zusammen. Da aber der 
Mittelwert von Z konstant bleibt, so ergibt sich, daB mit wachsen- 
dem Reflexionsfaktor die in den kleineren Intervallen der beiden 
Streifensysteme liegenden Maxima immer schmäler und gleichzeitig 
steiler werden, während die Minima verhältnismäBig flach bleiben. 
Für verschiedene Reflexionsfaktoren (9 — 1/2, ?/s, °[s) veranschau- 
licht im Falle d = x/4 Fig. 3 den Verlauf der Kurven 4. Für 
af2<8<x ergibt sich daher sehr leicht der Verlauf der ent- 


0° 30° 60° 90°  120°  150°  180°P: 
Fig. 3. Phasendifferenzen an der Austrittsfläche einer 1/8-Platte. 
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sprechenden Kurvenschar: Bei gro$em Reflexionsfaktor liegen in 
den engen Intervallen der beiden Streifensysteme scharf ausgeprägte 
Minima. 

Experimentell kann man diese periodische Schwankung 
des Gangunterschiedes in folgender Weise demonstrieren: Man 
lasse geradlinig polarisiertes Licht auf den Spalt des Spektroskops 
fallen und bringe einen Quarzkeil in Diagonalstellang so vor den 
Spalt, daB die Keiïlkante senkrecht zur Spaltôffnung verläuft. 
Betrachtet man alsdann das Spektrum durch ein gegen den Polari- 
sator gekreuztes Nicolsches Prisma, so erblickt man dunkle ganz 
schwach geneigt durch das Spektrum verlaufende Streifen, den 
Stellen des Keils entsprechend, für welche der Gangunterschied 
ein Vielfaches der betreffenden Wellenlänge ist. Bringt man nun 
eine halbversilberte Glimmerplatte von ca. 1/4 4,, Gangunterschied 
vor den Spalt in Additions- oder Subtraktionslage zum Quarzkeil, 
so erscheinen die von diesem herrührenden Streifen nach beiden 
Seiten hin zipfelférmig deformiert. 

Fig. 4, 5 sind gezeichnet nach Photographien dieser an Platten 
von ca. 90° und 120° Phasenunterschied der beiden Komponenten 
beobachteten Erscheinung. 


Fig. 4. Halbversilberte 1/4-Glimmerplatte Fig. 5. Desgl. Gangunterschied der 
in Additionslage zu einem Quarzkeil Glimmerplatte ca. 1/3. 
zwischen gekreuzten Nicols. Diagonalstellung. 


II. Die Intensität der austretenden Welleu. 


Die Interferenzerscheinungen zwischen gekreuzten Nicols 
lassen sich allgemein behandeln mit Hülfe der Beziechungen (6) für 
die Phasendifferenz Z und der Relation (2) für die Amplitude À 
der einen, sowie der entsprechenden für die Amplitude B der 
anderen Welle. Danach würde sich für die Helligkeit des aus dem 
Analysator austretenden Lichtes ergeben: 


(8) 2J = A+ B—-24A,B,tos 4 


832 


worin À, und B, die Komponenten von À und B nach der Po- 
J 


0,2 


0° 30° 60° 90° 19° 150° 160°9: 


Fig. 6. Helligkeitsverteilung 
im Spektrum. 
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larisationsrichtung der aus dem Analy- 
sator austretenden Welle bedeuten. 

Da die allgemeine Diskussion dieser 
Beziehung sebhr umständlich sein würde, 
so soll hier nur der wichtigste Fall in 
Betracht gezogen werden, da die Platte 
in Diagonalstellung sich befindet. 
Für den Fall p = '}2 gibt die Fig. 6 die 
Helligkeitsverteilung an den verschiedenen 
Stellen des Spektrums an: Bei kleinem 
Ô fallen die beiden Streifensysteme ($,) 
und ($,) annähernd zusammen; wegen des 
geringen Gangunterschiedes 2 ist die 
Helligkeit noch sehr gering; man wird 
demnach in der Umgebung des für d = 0 
auftretenden dunklen Müllerschen Strei- 
fens schwache aber scharf ausgeprägte 
belle Streifen erblicken (vgl. die Kurven 
für Ô — 30°, 45°). Mit wachsendem à 
werden die Streifen der beiden Systeme 
(B,) u. (B,) sich allmäblich sondern; da aber 
zwischen den zusammengehôrigen Streifen 
der Gangunterschied besonders hoch ist, 
so wird die Helligkeit zwischen zwei 
solchen Streifen mit wachsendem Ô sehr 
wenig abnehmen, das Gebiet des Hellig- 
keitsmaximums dehnt sich also 
auf Kosten des Gebiets des Mini- 
mums aus (vgl. die Kurven à — 60!, 
909). Wird Ô > 90°, so erreicht der Gang- 
unterschied in den grôBeren Intervallen 
der beiden Streifensysteme sein Maximum, 
während die Minima in den kleineren 
Intervallen liegen, d. h. in dem breiten 
Helligkeitsmaximum mu ein schwach 
ausgebildetes Nebenminimum auftreten, 
wähbrend das ursprüngliche Hauptminimum 
an Intensität zunimmt. Es muf also 
einen Wert à zwischen 90° und 1800 


geben, bei dem die beiden Minima gleich stark sind (in der 
Fig. 6 bei 8 — ca. 120°), Von hier an nimmt dann mit wachsendem 
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à das zweite Minimum an Intensität ab, während das ursprüng- 


liche zunimmt an Intensität, um schlieBilich 
in dem Maximum zu verschwinden (9 — 136!, 
1500). Für 0 — 180° fallen die beiden 
Streifensysteme wieder zusammen, und da 


der Gangunterschied 4/2 beträgt, sind die 


Maxima und Minima scharf ausgeprägt. 
Bei parallelen Nicols wird in 
Diagonalstellung der Platte: 


(9) 2J = A+ B—-24A B, cos (x — 4) 


und es ergibt sich aus (6a), daf die Kurven 
Fig. 6 ebenfalls die Helligkeitsverteilung 
im Spektrum angeben, wenn man dabei Ô 
durch x — à ersetzt. 

Die Fig. 7, 8 geben diese Interferenz- 
erscheinungen wieder, wie sie an einer stark 


versilberten Glimmerplatte zwischen ge-. 


kreuzten und parallelen Nicols beobachtet 
wurden. Fig. 7 zeigt, wie in dem ursprüng- 
lichenHelligkeitsmaximum dasNebenminimum 
allmählich sich bemerkbar macht, wenn die 
Phasendifferenz von 180° abnimmt, während 
Fig. 8 an derselben Platte die für kleine 
Gangunterschiede charakteristische Breite 
der Minima veranschaulicht. Die erste Fi- 
gur entspricht etwa den Kurven d —180° 
— 1209, die zweite den Kurven d — 0° — 60° 
der Fig. 6. — Aus dem Vorstehenden er- 
gibt sich nun der Zusammenhang der beiden 
Streifensysteme ($,), (B,) mit den zwischen 
gekreuzten Nicols in Diagonalstellung der 
Platte auftretenden Müllerschen Streifen. 
In den Fällen, wo das Auflüsungsver- 
môgen des zur Anwendung kommenden 
Spektroskops zu gering ist, um die feinen 
Streifen noch zu trennen, wird sich ibre 
Anwesenheit durch eine Beeinflussung 
der Helligkeitsverteilung zwischen 
den Müllerschen Streifen zu erkennen 
geben. Durch graphische Integration über die 
für den Fall @ = ‘ erhaltenen Werte der 
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Intensitäten ergaben sich die Mittelwerte (M(J)) der Helligkeit als 
Funktion der Phasendifferenz 8. Das Resultat ist, daB für der- 
artig starke innere Reflexionen das Ansteigen und Abfallen der 
Intensität zwischen den hellen und dunklen Müllerschen Streifen 
fast linear und viel schwächer ist, als im Falle fehlender innerer 
Reflexionen. Mit Rücksicht auf die vielfache Anwendung der 
Müllerschen Streifen zu Messungszwecken ergibt sich daraus, 
daB derartig starke innere Reflexionen zu vermeiden 
sind. 


IV. Schwache innere Reflexionen. 


Bei schwachen inneren Reflexionen, wie sie z. B. bei senk- 
rechtem Durchgang des Lichtes durch planparallele Krystallplatten 
mit unversilberten Grenzflächen auftreten, kann man eine Ver- 
einfachung der Rechnung dadurch herbeiführen, daB man wieder 
@, = 0, = @ setzt und überall nur die in e quadratischen 
Glieder den hôheren Potenzen gegenüber berücksichtigt. Nach 
(4) erbält man z. B. für Platten mit dem mittleren Brechungs- 
index # — 1,5 den Wert: g* — 0,04. 

Mit Benutzung dieser Annäherung ergibt sich nach (2): 


A = r,(1+0" cos 29) 
(2 Boo 29) 
und nach (6). 
ae _9s8m'"0 ) 
(11) cos À — cos à (1 26 Er. cos 20 


Mit Hülfe dieser Relationen kann man nunmebr einen ge- 
schlossenen Ausdruck herleiten für die Intensität J des aus 
dem Analysator austretenden Lichtes. 

Bildet die Polarisationsrichtung DS des einfallenden Lichtes 
mit der Polarisationsrichtung OS, der schnelleren Welle im Kry- 
stall den Winkel «, so sind die Komponenten || OS, und OR, , OP, 
der austretenden Welle gegeben durch: 


I B, a = rcos a (1 +0" cos 2) 
Il B, b = rsina(1+ 0° cos 29). 


Bezeichnet man den Winkel $,D9, den die Polarisationsrichtung OU 
des aus dem Analysator austretenden Lichtes mit OS, bildet 
durch y, so ist die Intensität J gegeben durch: 


J = à cos *y + b° sin *y + ab sin 2y cos Z. 
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Setzt man darin die obigen Werte ein, so ergibt sich bis auf den 
konstanten vom Reflexionsvermôgen abhängigen Faktor r°: 


J = cos *y cos *a + sin *y sin ‘a + 4 sin 2 « sin 2 y cos 4 
+ 6° (2 cos ‘x cos *y cos 2 y, + 2 sin *« sin ‘y cos 2q° 
+ sin 2 « sin 2y cos 26 (cos *Ô — sin *d)), 


L] 
J = 008 *(y— «) — sin 27 sin 2e sin + 


cos 26 sin 2« sin 2y (2 cos *d — cos Ü—1) 
+ 6" {+2 cos 20 cos à cos “(y — à) 
+ 2 sin 26 sin Ô cos (y — «) cos (y + «) 


Setzt man hierin : 


cos *(y— «)—sin 2 sin 2e sin" © = J, 


d. b. gleich der Intensität des aus dem Analysator austretenden 
Lichtes, wenn die inneren Reflexionen fehlten, so wird: 


sin 26 sin Ô cos (y — a) cos (y + a) | 


JE TES" + cos 26 cos à cos *(y — a) 
Fa 


— cos 26 sin 2e sin 2y sin*-© (2 cos | 


Für gekreuzte Nicols wird: 


y = a+x/2 
und demnach 
J* = Ji +29" cos 26 sin "2e sin * S (1+ 2 cos 8). 


Daraus folgt: Der Einfluf der inneren Reflexionen ist unmerklich 
an denjenigen Stellen des Spektrums, für welche: à = 0, 2x,... 
oder à = 1209 + 2nx, 240° + 2nx, d.h. an diesen Stellen ver- 
schwinden bei gekreuzten Nicols die Streifen im 
Spektrum, und zwar in jedem Azimut der Krystall- 
platte. 
Für parallele Nicols wird: 
om 
und daber: 
sin 20 sin à cos 2a 
J" = J'+20" + cos 20 cos Ô 
Ar ° 
— cos 20 sin "a sin (2c088+1) 


KgL Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math-phys. Klasse 1907. Heft 3. 23 
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Die Intensität wird unabhängig von sin 26, wenn 
a — 45°, oder Ô — O0 oder 2x... ist. 


Im ersten Falle wird: 
J" = JS +26? cos 2a cos * (2 cos —1). 


und die Intensität ist von 6 unabhängig, wenn 
Ô — x, 3x, oder Ô — 60° + 2nx, 300° + 2nx, 


d. h. in Diagonalstellung der Platte und bei parallelen 
Nicols werden an diesen Stellen im Spektrum die 
Streifen verschwinden. 

Geht man daher bei Diagonalstellang der Platte von gekreuz- 
ten zu parallelen Nicols über, so erblickt man die Stellen, für 
welche die Streifen verschwinden, bei verschiedenen Farben. — 
Daf im polarisierten Licht das Streifensystem nicht bei d — 9%), 
270° ... verschwindet, rührt von den in II auseinander gesetzten 
Schwankungen des Gangunterschiedes her. | 

J" hängt nur von sin 26 ab, wenn 


sin 24 sin° 5 (2 cos +1) — cos 0, d.h. 


cotg * . — 1 

ee 
sn'èa = 1+2cos0 
Anderers .s war bei gekreuzten Nicols J°— JŸ nur abhängig von 
cos 26; es muB also môglich sein, für jedes à ein « so zu wählen, 
daB beim Übergang von gekreuzten zu parallelen 
Nicols das Streifensystem um 260—= x/2 sich verschiebt. 

Bildet man durch Integration über eine volle Periode von J 
den Mittelwert der Helligkeit, so fällt der Faktor von 6° fort, so 
da bei derartig schwachen inneren Reflexionen die relative Hellig- 
keitsverteilung ungeändert bleibt, falls die Dispersion des Spek- 
troskops nicht ausreicht, die engen Streifen im Spektrum aufzu- 
lôsen. 


Bemerkungen über die bei der Spektralanalyse der 
Interferenzfarben gebräuchlichen Versuchs- 
anordnungen. | 


Die bisher erwäbhnten Erscheinungen, besonders auch die letzt- 
bin bebandelten, lassen sich an Glimmerplatten r-- geringer Dicke 
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mit Hülfe von Spektroskopen mäfig starken Auflüsungsvermügens 
beobachten, da der Abstand der Streifen bei einer À4/2-Platte den 
Abstand der D-Linien noch übertrifft. Bei dicken Platten 
gestaltet: sich die Beobachtung schwieriger, weil dazu ein grôBeres 
Auflôsungsvermügen des Spektralapparats erforderlich ist, und 
weil ferner noch ein anderer Umstand hinzukommt, der bei der 
gebräuchlichen Versuchsanordnung stôrend wirkt. 

Im allgemeinen besteht bei der spektralen Zerlegung der 
Interferenzfarben das Verfahren darin, da man die Platte oder 
deren Bild unmittelbar in die Nähe des Spaltes bringt oder in 
einiger Entfernung davor oder dahinter.!) Dieses Verfahren bietet 
allerdings den Vorteil, das man noch sehr kleine Teile des Prä- 
parats zur spektralen Zerlegung benutzen kann und für sehr 
dünne Platten reicht eine solche Anordnung namentlich bei der 
Erzeugung Müllerscher Streifen aus. 

Bringt man die Platte oder deren gleich grofes Bild direkt 
vor den Spalt, so hat das sie durchsetzende Lichtbündel bei voller 
Ausnutzung des Kollimators eine Üffnung 2c, die gleich der Apertur 
desselben ist. — Für das zur photograpischen Aufnahme der 
Fig. 4,5 benutzte Instrument ist etwa 2« — 61/29. — Wenn die 
Platte genau senkrecht zur Achse des Kollimator angebracht ist, 
so wird für die im Fernrohr beobachtete Erscheinung an jeder 
Stelle des Spektrums der mittlere Teil desjenigen Interferenzbildes 
in Betracht kommen, das man an dünnen Glimmerplatten im kon- 
vergenten monochromatischen Lichte beobachtet.*) Da dieses an- 
genähert aus konzentrischen hellen und dunklen Kreïisen besteht, 
entsprechend den Neigungswinkeln, für welche der Gangunterschied 
der interferierenden Wellen ein gerades oder ungerades Vielfaches 
von À/2 beträgt, so wird die Interferenzerscheinung um so un- 
deutlicher werden, je grôfer die Differenz der Phasenunterschiede 
für die Zentralstrahlen und für die Randstrahlen ist. Wird jene 
Differenz gleich x, so kônnen die Streifen im Spektrum 
trotz hinreichend grofen Auflôüsungsvermügens 
nicht mehr sichtbar sein. 

Beträgt für eine schief auffallende Welle der Einfallwinkel 
«, der Brechangswinkel «', so wird für isotrope Medien die Phasen- 
differenz der zweimal reflektierten Welle gegen die Hauptwelle : 


n 
cos & 


@ = Ÿ% (21 + 27 in a tan w'), 


1) vgl. Müller-Pouillet, Lehrb. d. Phys. (9) 2. 1068. 1897. 
2) Lord Rayleigh a. a. O. 
23* 
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und solange « hinreichend klein ist: 


(12) D — 2p+2æe ©, 
wenn 2œp die Phasendifferenz jener beiden Wellen bei senkrechtem 
Einfall bedeutet. 

Die Schärfe der Interferenzstrèifen hängt nun ab von dem 
Unterschied 
, 3Ù 

nÀ 
. der Phasendifferenzen in der Mitte und am Rande des Gesichts- 
feldes mit dem Offnungswinkel 24. Da dieser Unterschied bei 
normaler Dispersion der zur Anwendung kdnmenden Platten sich 
wenig ändert mit der Wellenlänge, so ergibt sich: 

Die Schärfe der Interferenzstreifen ist bei 
normaler Dispersion der zur Anwendung kommen- 
den Präparate von der Wellenlänge fast unabhängig. 

Es handelt sich nun noch um die Frage, in welcher Weise die 
Interferenzerscheinung von der Apertur des die Platte durch- 
setzenden Strahlenbüschels abhängt. Bezeichnet J' die Intensität 
des in einer bestimmten Richtung durch die Platte hindurch- 
gehenden Lichtes, so ist die gesamte Helligkeit des Lichtes, das 
in einem Kegel von der Offnung 2 enthalten ist: 


2x ha 
= f [ Faabas 
0 0 


PEL: 


Nun ist nach (2): 
Ji 
oder nach (12): 


r 
1+6—20 cos D 


r° 1 
7 1+0*—29" cos 2p de 29° sin 2 l n 


1+0—209" cos CAT 
Bezeichnet man mit 
r° 
1+6*—20"cos2y 
die Intensität des bei senkrechtem Einfall durch die Platte hin- 
durchgehenden Lichtes, so wird für kleine Aperturen: 


J, = 


es Ar PAGES 2m 30) 
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Demnach ergibt sich: 


6x! 
An 


In den Gebieten von 2 — 0 bis x wird also die Kurve des 
Intensitätsabfalls mit wachsender Kollimatorôffnung etwas herunter- 
gedrückt, während für x<g—2x der Intensitätsanstieg ver- 
stärkt wird, d.h. der für senkrechten Eintritt symmetrische Ver- 
lauf der Intensitätskurven in dem Gebiete 0<p<2x 
wird unsymmetrisch, so daf die Streifen im Spektrum nach 
kleineren Werten g d. h. bei normaler Dispersion nach 
dem roten Ende des Spektrums verschoben er- 
scheinen. 

Ist der Unterschied der Phasendifferenzen der Hauptwelle 
und der ersten Teilwelle für die mittleren und für die Rand- 
strahlen groB, so gelten die vorstehenden Betrachtungen nicht 
mehr in aller Strenge. Daf in diesem Falle die Streifen schlieB- 
lich unsichtbar werden, ist schon auf S. 337 nachgewiesen. Beträgt 
z. B. die Apertur des Kollimators 3°, so wird für eine Platte vom 
Brechungsindex 1,5 und von der Dicke 0,01 mm 2(#—) — 36°; 
danach wird eine Glimmerplatte von 14,, Gangunterschied, wenn 
man sie direkt vor dem Spalt anbringt, überhaupt keine Streifen 
mehr liefern kôünnen, auch bei hinreichend starkem Auflüsungs- 
vermôügen des Spektralapparats. 

Um in einem solchen Falle die Interferenzstreifen sichtbar zu 
machen, mu man die Apertur des die Platte durchsetzenden 
Strahlenbüschels verkleinern. Man erreicht dies dadurch, daf 
man ein verkleinertes Bild der Platte auf dem Spalt entwirft, 
oder dadurch, daB man sie in den telezentrischen Strahlengang 
zwischen zwei Fernrohrobjektiven anbringt, eine Kombination, 
die eine Abbildung der in der vorderen Brennebene der ersten 
Linse befindlichen Lichtquelle auf den in der hinteren Brennebene 
des zweiten Linsensystems befindlichen Spalt bewirkt. Die Apertur 
des die Platte durchsetzenden Strahlenbüschels ist hierbei bestimmt 
durch das Verhältnis der Spaltbreite zur Brennweite des zweiten 
Objektivs und daher im allgemeinen sehr gering. Allerdings ist 
bei dieser Beobachtungsmethode erforderlich, daf die Präparate 
genügende GrôBe und überall genau gleiche Dicke haben. 

Es läft sich daher folgende Regel aufstellen: Die Beob- 
achtung der Interferenzstreifen im Spektrum bei 
nicht sehr dünnen aber hinreichend grofen und 
überall genau gleich dicken Platten geschieht in 


J = aJ,o 1er, sin2p 


+ a]. 


340 H. Joachim, über den Einflu8 innerer Reflexionen etc. 


der zuletzt angegebenen Weise, während sehr 
dünne und kleine Präparate, deren Dicke nicht 
überall gleichist, am zweckmäBigsten direkt vor 
den Spalt des Kollimators mit môglichst kleiner 
Apertur gebracht werden. 

Die im vorstehenden ausgesprochenen Sätze lassen sich mit 
geringen Ânderungen auf die bei der spektralen Zerlegung der 
Interferenzfarben an Krystalplatten benutzten Versuchsanord- 
nungen übertragen. 


Tabelle zu Seite 328. 


Die Schwankungen 7 — à der Phasendifferenz 4 an Glimmer- 
spaltungsblättchen (n, — 1,5941, n, — 1,5997) mit Berücksichtigung 
der inneren Reflexionen. 


8 — 0° 15° 80° | 450 | 60° | 750 | 90° 
+0 + 1035/61/| + 9049/87"|+ 30 945.4 9034/19"|L 109725" + Q 
Æ  69|+ 120 8 |+ 1 5647 |+ 14348 |+ 48 4 |— 3441 |= 20 406" 
+ 148/|+ 5412 |+ 5787 |+ 1442 |— 1 1 9 |— 23054 |— 3 53 39 
4H 92921|+ 92299 [— 6 4 |—11261 |— 24016 |— 4 741 |— 5 1428 
+ 286|— 1024 |—1 6 8 |— 292863 |— 35838 |— 5 14929 |— 5 57 24 
+ 280 [— 4025 |— 16526 |— 326 1 |— 4 4846 |— 5 44 30 |— 5 57 29 
+ 2 7|—1 440 |—232 5 |— 35930 |—5 617 |— 6 3460 |— 5 1442 
+ 182 |— 12113 |— 25058 |— 4 649 err — 4 4619 |— 3 5355 
Ts 18 |_— 1 2857 |— 2 51 42 |— 3 4726 |— 4 025 |— 3 2346 |— 2 487 
+ 0 — 12796 |— 23412 |—8 245 |— 2 49 87 |[— 18551 (T0 
= 48 |— 11689 |— 159 34 |— 156 9 |— 1 345 |+ 2516 [+92 487 
— 182 |[— 6716 |— 11015 |— 38926 |+ 4533 | 2 2456 | 3 5355 
— 2 7|— 3040 |— 1032 [+ 6614 |+ 28205 |+ 4 766 | 5 1442 
—  280|+  66/|+ 6819 |+ 292219 |+ 4 141 |+ 5 20650 |-L 5 57 29 
_—  285|+ 84 4 |+15313 |+ 38285 |+5 185 | 5 5859 |-L 5 5724 
— 221|+1 425 |+ 24016 [+416 7 |+ 592258 |+ 543 1 | 6 1428 
— 148 |+192712 [+3 634 |+ 49645 |+5 299 | 4 4998 | 8 53 39 
— 59 |+138923 [+3 793 |+ 365947 |+ 4 812 |+ 32017 |[L2 496 
180 | 0 + 18661 |+ 2 4287 |+ 8 246 |+ 2 8412 |+ 1 27 25 |+ 0 


Gôttingen, Mineralogisches Institut, Ostern 1907. 


Schwingungen ungleichfôrmig gespannter 
Membranen. 


Von 
W. Voigt. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 8. Juni 1907. 


Um für gewisse im hiesigen physikalischen Institut in Aus- 
führung begriffene Beobachtungeu theoretische Fingerzeige zu 
geben, habe ich einige Fälle der Schwingungen ungleichfürmig 
gespannter Membranen rechnerisch verfolgt und gebe im Nach- 
stehenden die erhaltenen Resultate. Es handelt sich dabei insbe- 
sondere um solche Fälle ungleichfôrmiger Spannung, die 
sich in genügender Weiïse, den theoretischen Voraussetzungen ent- 
sprechend, realisieren lassen. Der beste Weg zu dergleichen 
scheint mir allgemein der zu sein, zunächst eine gleichfürmige 
Spannung herzustellen, deren faktisches Vorhandensein sich mit 
Hülfe der Klangfiguren nachweïsen läft, und diese Spannung dann 
in geeigneter und genau regulierbarer Weise zu verändern. 

Theoretisch am einfachsten sind gewisse Fälle von Ring- 
membranen, die von zwei konzentrischen Kreïsen begrenzt sind. 
Man geht, um solche mit zunächst gleichen Spannungen zu 
erhalten, passend aus von gleichfôrmig gespannten Membranen in 
voller Kreisform. Hält man bei einer solchen einen zur äufern 
Begrenzung konzentrischen innern Ring der Membran fest, z. B., 
indem man eine genügend schwere Kreisscheibe auf die Membran 
konzentrisch auf- (oder unter-) kittet, so erhält man eine gleich- 
mäfig gespannte Ringmembran. 

Schneidet man dagegen aus der gleichfürmig gespannten Kreis- 
flächenmembran (etwa durch einen Ausschlag) ein konzentrisches 
kreisfôrmiges Loch aus, so entsteht eine ungleich gespannte Ring- 
membran. Allerdings besitzt eine solche mit innerlich freiem 
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Rande singuläre Eigenschaften'), wegen deren sie eine spezielle 
Behandlang verlangt; wenn man ihr aber durch das eben erôrterte 
Hilfsmittel eine innere Begrenzung gibt, so erhält man eine gewühn- 
liche Ringmembran von in bekannter und besonders einfacher 
Weise varierender Spannung. 

Einen andern Fall gewinnt man direkt aus der gleichfôrmig 
gespannten Kreisringmembran, wenn man die innere Begrenzung 
(vermittelst der aufgekitteten Scheibe) um einen kleinen Winkel 
dreht. Auch die so resultierenden Spannungen lassen sich leicht 
berechnen. 

Bei diesen Anordnungen besitzt die Membran auch im ungleich- 
fôrmig gespannten Zustand streng die Begrenzung zweier konzen- 
trischer Kreise. Man darf indessen auch solche Füälle, in denen 
zur Anderung der Spannung die Grenzkurven deformiert oder 
relativ zu einander verschoben sind, den obigen analog be- 
handeln, wenn nur, wie das ja bei den gewôhnlichen elastischen 
Gleichungen vorausgesetzt ist, die Deformationen Grôfen erster 
Ordnung, die Verrückungen also klein sind. Dabei kônnen in 
Folge der Zahlwerte der Elastizitätskonstanten den sehr kleinen 
Verrückuangen doch merkliche Spannungsänderungen entsprechen. 

Zwei Fälle kommen hier insbesondere als der Beobachtung 
zugänglich in Betracht. Einmal kann die innere Begrenzung der 
ursprünglich gleichfôrmig gespannten Ringmembran geradlinig um 
eine kleine Strecke verschoben werden, wodurch also in der einen 
Richtung die Spannungen kleinere, in der entgegengesetzten grôBere 
Werte annehmen. Sodann kann die Begrenzung einer vollen, 
ursprünglich gleichfôrmig gespannten Kreismembran (die durch 
einen elastischen Ring hergestellt sein mag) durch äufere Drucke 
in ibrer Ebene deformiert werden, wobei der Fall der Umgestaltung 
in eine Ellipse besonders naheliegend ist. 

So speziell und eïnfach aber auch diese Probleme gebildet 
sind, immer noch scheint ihre strenge Durchfübrung auf unüber- 
windliche Schwierigkeiten zu stoBen. Ich habe mich demgemäf 
im Folgenden noch weïter beschränkt und die Annahme eingefübrt, 
da8 die Spannung der Membran sich nur wenig von 
der gleichfôrmigen unterscheidet, derart, da8 die Ab- 
weichungen von der gleichfôrmigen Spannung als Glieder erster 
Ordnung betrachtet werden dürfen. 

Bei dieser Beschränkung lassen sich viel allgemeinere Probleme 
als die obengeschilderten ein erhebliches Stück fôrdern. Es gelingt 


1) W. Voigt, Gütt. Nachrichten 1907, p. 171. S. dazu übrigens den Nachtrag 
obiger Abhandlung. 
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nämlich ohne Schwierigkeit Füälle ungleichfôrmig gespannter Mem- 
branen zu konstruieren, die sich durch geeignete Substitutionen 
auf das Schwingangsproblem einer gleichfôrmig gespannten Membran 
reduzieren lassen. Die hier vorliegende Aufgabe bietet genügend 
Interesse, um zunächst in voller Allgemeinheit in Angriff genommen 
zu werden. 

1. Die Grundformeln für die Spannungen in einer Membran 
lauten 
1) —A,= ya,+yb,, —B,= 7ya.+yb,, 

Cine D = 7)0; 
wobei a,, b,, a, — b, die DeformationsgrôBen für die Mittelfläche, 
y und y’ aber Elastizitätskonstanten der Membran bezeichnen. 
Für den Fall des Gleichgewichtes ohne Einwirkung äuferer Kräfte 
muf in jedem Punkt der Membran gelten 


po, ou 

dazu in Randpunkten 

3) 4,+4=0, B,+B=—0, | 
wobei n die äuBere Normale und 4, B spannende äuBere Kräfte 


bezeichnen. 

Die aus den vorstehenden Bedingungen folgenden Werte À,, ... 
sind nun in die Hauptgleichung für die transversalen Schwingungen 
einzusetzen, welche lauten 


2 
4 tas r4)+S (RSR) = 0 


* 0x » y] ” y \ "ox 71 


Am festen Rande der Membran ist w — O0 vorgeschrieben. 
Für eine Membran mit gleichfôrmiger Spannung wird 


5) A, = B,=-—-P, À,=8B, = 0, 
nimmt also die Gleichung 4) die Form an 

d'w 
6) ECS = Pau. 


Es bietet sich nun nach dem oben einleitend Gesagten die 
Aufgabe, in dem Fall, daB À,... sich nur wenig von den in 6) 
gegebenen Werten entfernen, die allgemeine Schwingungsgleichung 
4) durch geeignete Substitutionen für x, y, w auf die Form 6) zu 
reduzieren. 


11) 
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Wir setzen demgemä in 6) 
7) = É+p y—=n+v, w = w(1+32), 


wobei ®, Ÿ, x neben den ïihnen additiv verbundenen GrôBen als 
von erster Ordnung gelten und demgemäf als Funktionen eben- 
sowohl von x, y, als von £, 7 angesehen werden kônnen. Bei Be- 
schränkung auf Glieder erster Ordnung wird dann 


O'w __ 0'o 0& {0° dy 
a = æ(tr-2)- (22) 

0® 0°y do o0ÿ #2 

tn rs GE on dŒ dE 
CET y 0o {0°y 2) 

8 — = ——— 
) 0y a (L+1- f ne Ô e 60 
2 2 
On On — 2 0E On Ôn ôr 


d°w 0°@ 
Fra i a (1 à à). 


Setzt man diese Ausdrücke in die Gleichung 6) ein, so kann 
man innerbalb der eingeführten Annäherung den in alle endlichen 
Glieder multiplizierten Faktor (1 +7) herausheben und schreiben 


(ob) d’œ© | Ô0p, d'œo ,0Y 
NA PL 2% + où 6m ? ôn age E (2P—2 à) 
0® 04%\ ,o 9® f0y, dy = 
+5 (4 2 a)+2 DR (SE +92) - 042] = PA. 
Besteht in einer Membran neben einer gleichfôrmigen Spannung 


P noch eine ungleichfôrmige mit den Komponenten À!, B', A! = B, 
so gilt nach 4) 


9) 


| A! 64! 
7 + +58: + . Fa 
ôB! a: dw o,, 
+3 (Ge ‘à + Ge ER 


Die Form 9), in der wir nun wieder x, y an Stelle von Ë, 7 
setzen, stimmt hiermit überein, wenn Z7 — 0 und 


fab ; e0) dy > 47 Fr — ee ÿ. 
A4, = 2P2 RARES Er A! = B,; P(+S 


+ = P(oo-2 5), RS (0-22), 


Ôx Ôy Ôx y 
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Soll die Membran nur durch auf den Rand ausgeübte Wirkungen 
gespannt sein, was wir annehmen wollen, so müssen die 4'... 
zugleich die Bedingungen 2) erfüllen. 

2. Die Kombination der Bedingungen 11) mit 2) liefert, 
wenn wir 


Ôp , Où 

dx * dy — © 
setzen, bei Elimination der À4!,... 

0@ Ô 0® (] 
12 et a 2 0 °L. en. OA 2er ré 
7 Ôx à 0x ? aa 0y Ôy 41 di 
Für © ergibt sich aus den ersten beiden Formeln der Wert 

13) O = —2%, 


wobei die Integrationskonstante in 4 einbezogen gedacht werden 
kann. 
Setzt man weiter 


so ergibt sich nach der Definition von @ 
15) © = 2 Au, 
also wegen 13) auch 

16) du = —7. 


Geht man mit diesen Werten in die ersten beiden Gleichungen 
12), so erhält man weiter 


17) DS NE 2 STAR Tes SSL. 


Zieht man also die zu y konjugierte Funktion 9 heran, für die 


x __ 99 ‘8 


18) 07 EROy y — - de 


so erhält man, indem man wieder die Integrationskonstanten in 9 
enthalten denkt, 
19) dv = 28. 

Hiernach kann man ohne alle Schwierigkeiten Füälle von 
Schwingungen ungleichfürmig gespannter Membranen konstruieren, 


die sich durch die Substitution 7) auf gleichtôrmige Spannung 
reduzieren lassen. Man hat dazu nur eine beliebige Funktion 
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1+9 von x +iy 
zu nehmen, die sich in dem betrachteten Gebiet regulär verhält, 
mit ihrer Hülfe zwei Potentiale w und » zu berechnen, die den 
Gleichungen 
du = —-7, dv = +29 


genügen; dann sind 


Pie 9) (Spnee 
Pet v= (2) 


die mit y zu kombinierenden Substitutionsfunktionen und 


! 0p 1 » D % tes pe 4 Ôÿ , 0 
A=2PS, B=2P%, A=B— P(+ _ 
die ungleichfôrmigen Spannungen. 

Es ist bemerkenswert, daB die Ausdrücke 1) für A.,... keine 
neuen Bedingungen für die Funktionen für , #,x liefern. All- 
gemein ergeben sie ja durch Elimination der in den Deformations- 
grôBen 

Ou ov _ du . dv 
Or ou = =. 


steckenden Verrückungskomponenten eine Bedingung zwischen den 
Drucken; diese Bedingung ist hier aber identisch erfüllt. 
Schreibt man nämlich die Formeln 1) in der Gestalt 
—a, = Ô0A,+0B, —b, = 0'A,+0B,, 
—a, = —b, = 2(8—0")4, 


(wobei die à Elastizitätsmoduln sind), so liefert die genannte Eli- 
mination die Gleichung 


20) 


te 4.498, ; y (04. , dB, 
n 024, 
ET TE 


und dies führt nach den ersten drei Formeln 11) auf 


Ô 
ôx +3 ET A 
was bereits in 12) und 13) enthalten ist. 

Wenn nun auch die Funktionen 9, y, keinen weiïteren ana- 
lytischen Bedingungen unterliegen, als den oben zusammengestellten, 
so entsteht doch unter Umständen eine unbequeme Einschränkung 
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der Tragweite der Lôsung durch die physikalische Forderung, daB 
sowohl die Funktionen , #, 4 selbst, wie auch die mit Hülfe von 
1) oder 20) aus ihnen folgenden Verrückangskomponenten u, v 
einwertige Funktionen der Koordinaten sein müssen. Hieraus 
flieBt u. a. bei einem der oben genannten Kreisringprobleme eine 
wesentliche Schwierigkeit. 

3. Ein äuBerst bequemes Hülfsmittel zur Konstruktion von 
Fällen ungleichfôrmiger Spannungen ist bekanntlich die s0g. Airy- 
sche Funktion F, durch die man in Übereinstimmung mit 1) und 
2) die Spannungen À!,... ausdrücken kann gemäB den Formeln 


3 2 
2) A, Hs —A=-B=- 5, 
wobei 
22) A9F = 0 
sein muf. 


Beiläufig sei bemerkt, daB es hiernach zu ZF — © eine kon- 
jugierte Funktion # gibt, für die 
0® ow 0® ow 
a) DAME Sos e, Manon 
Partikuläre Lôsungen F, die schon ZF zu Null machen, geben für 


Y Konstante. 
Geht man von einer gegebenen Funktion F' aus, so erhält 


man die Werte ®, y, z auf folgende Weise. Es gilt direkt nach 
11), 13) und 21) 


24) D = 4F — 4Py, 
wodurch + bestimmt ist. Zugleich ist nach 16) 
25) — JF —= 4 PA4y, 

also 

26) Pu = (FF) 


wobei F eine beliebige Funktion von x und y ist, die ZF, = 0 
macht. 
Ahnlich gilt nach 18) und 23) 
27) æ — 4P#, 
also wegen 19) auch 
28) y = 2 P4v, 
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was den Formeln 24) und 25) parallel geht, aber keine der 
Beziehung 26) analoge Beziehung liefert. 

Dagegen berechnen sich leicht o und w direkt. Wir haben 
nach 11) und 21) 


dy __ Ô'F 0p _ EF 
Ge oo 7 PP où 
Ôy dE ôp F 
D PERL à Cuers mn PrtAR 
dy 0ÿ” Fa Ôy 0x Ôy É 


worin ® — 4F und # ersichtlich die zu ® konjugierte Funktion 
gemäf der Formel 23) ist. 

Hieraus folgt ohne Weiteres bei Einbeziehung zweier Inte- 
grationskonstanten in die Integrale 


29) 2 
ÔF oF 
wobei & und 11 Abkürzungen sind. Da 
011 oQ O!/1 oQ 
SE 


so sind auch 11 und & konjugiert. 


Es lassen sich also alle drei Substitutionsfunktionen 9, , # 
aus der Aiïryschen Fanktion F'einfach gewinnen. Unter Umständen 
wird man übrigens, statt die Gleichungen 29) zu benutzen, vorteil- 
hafter so verfahren, daf man nach Berechnung von y gemäB 24) das 
dazu konjugierte # bildet, nach 16) und 19) zugehôrige w und v 
aufsucht, die dann nach 14) direkt o und # ergeben. — 

Bezüglich der Behandlung der Aiïryschen Funktion F ist 
daran zu erinnern, daB aus ihr die Druckkomponenten gemäB 21) 
zu berechnen sind und deren Werte, in 1) eingesetzt, Differential- 
gleichungen für die Komponenten w, v der Verrückungen liefern. 
Die Randbedingungen, die sich entweder auf w und v oder auf 
die Spannungen bezichen, bestimmen dann die Konstanten in 
u und v und somit auch in F. Die Funktionen 9, w, 4 enthalten 
im allgemeinen drei verfügbare Konstanten mehr als F, die aber 
als rein additiv zumeist bedeutungslos für das uns vorliegende 
Problem sind. 

Von den auf solchem Wege konstruierten Problemen sind 
natürlich diejenigen am wichtigsten, die sich bequem realisieren 
lassen, wo also die durch die Grenzbedingungen gelieferten Ver- 
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rückungen der Grenzlinie der Membran, (durch welche die Un- 
gleichfôrmigkeit der Membranspannung bewirkt wird), technisch 
ausfübrbar sind. 

Da eine ausführliche allgemeine Behandlung der Airyschen 
Funktion durch Herrn Timpe') durchgeführt ist, so bietet es 
manche Vorteile, von einem Ansatz für diese, statt, wie S. 6 
angenommen, von einem solchen für die Substitutionsfunktion y. 
auszugehen. Wir werden unten demgemäf verfahren. 

4 Eine besondere Bemerkung erfordern schliefilich noch die 
Knotenlinien der schwingenden ungleichfôrmig gespannten 
Membran, zu denen auch die festgehaltenen Randlinien gehôren; 
dieselben sind natürlich mit den betreffenden Kurven in der ent- 
sprechenden gleichfôrmig gespannten Membran durch die Substi- 
tutionen 7) verbunden. 

In Bezug hierauf mag daran erinnert werden, daf in diesen 
Beziehungen 


= +, y = n+v, w = w(1+}x) 
einerseits die Variabeln x, y, w sich auf die gleichfürmig, Ë, 7, © 
auf die ungleichférmig dilatierte Membran beziehen, andererseits 
die Funktionen , y, 4 als erster Ordnung gelten, sodañ man die 
Formeln 7) ebensowohl schreiben kann 


Es E+ (6, 7), y = n+V(E, n), w = o(é, 7) + 1 (8, 7) 
als auch 


E—t—p(x,y, n = y—v(x y), © = w(z, y)(1 — 2, y). 
Wegen w — w(1+%) verschwindet « zugleich mit w. Bezieht 
man dann w(x, y) auf die gleichfrmig gespannte, o(£, y) auf die 
ungleichfôrmig gespannte Membran, und sind die Knotenlinien 
auf der ersteren durch Gleichungen von der Form f(x, y) = 0 
gegeben, so sind die entsprechenden Linien auf der letzteren durch 


28) FE+(E, n), n+v(6 à)) = 0 


bestimmt. 

Die gleichfôrmig gespannte Membran, auf deren Schwingungen 
das Problem für die ungleichfôrmig gespannte reduziert wird, hat 
somit im allgemeinen abweichende Begrenzung und zwar sind diese 
Abweichungen als von der Ordnung der Spannungsënderungen in 
der Membran zumeist nicht zu vernachlässigen. In gewissen inter- 
essanten Füällen führen indessen die Substitutionen 7) auf Begrenz- 


1) A. Timpe, Probleme der Spannungsverteilung etc. Gôttingen Diss. 1906. 
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ungen von der gleichen Form, nur gelegentlich veränderten Dimen- 
sionen. 

Was die Schwingangsperiode der ungleichfôrmig gespannten 
Membran angeht, so ist sie derjenigen der gleichfôrmig gespannten 
Membran gleich, mit der sie durch die Substitutionen 7) in Be- 
ziehung gebracht ist; sie weicht aber natürlich im allgemeïinen ab 
von derjenigen einer gleichfôrmig mit P gespannten Membran von 
mit ibr gleicher Begrenzung. 

5. Im AnschluB an vorstehendes sei noch ein môglichst ein- 
faches Beispiel in rechtwinklichen Koordinaten behandelt. Wir 
setzen 
30) £ = où + br y + cy*, 
wo dann nach 22) 

8(a+c)+b = 0 oder 6a = e—b, 6c = —(e+b) 
sein muB, unter e eine neue Bezeichnung verstanden. Nach 29) 
ist dann 

— À, = 2(@x'—-(e+6)y), —8B, = 2((6—b) +by") 

— À, = —B, = 4bxy. 
Hieraus folgt nach 23) 
AFF = D = 2e(x -7y), Y = 4exy, 
32) also nach 29) 
I = 2e(4z—2y"), SR = 2e(xy—4y"). 
Weiter ergibt sich nach 24) und 29) 
Py = 2e(x —ÿ), 


81) 


33) Py = +(e+b)xy +4bx, 
Py = —(e—b)xy—-}by. 
Zugleich findet sich 
34) u—= as +pay, v = a,2y+8,y", 
wobei 
35) 2b — Say+ey, 2b = B,y'+36,7, 
2(e—0) = 8a,y'+ay, —2(e+0) — B,y+8B,7. 


Die vier Konstanten «,, B,, «,, B, unterliegen somit den Be- 
dingungen 
8ay+ey = By+38B,7, 
3a+a, us — (B,+88;), 
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die die Elastizitätskonstanten y und y’ enthalten; es ist klar, daB 
dieser Umstand die praktische Anwendbarkeit der vorstehenden 
partikulären Lôsung beeinträchtigt. 

Lôst man die Gleichungen 85) unter Einführung der Elasti- 
zitätsmoduln 0, d’ nach «,, B,, «,, B, auf, so resultiert 


8a, — 2(b(0 —9’)+ed') — (84), 

22 . ASE aù 
. Bi = 20 (8—8)+08) = —(8+ x), 
a, = —20(0—0)— 08) = (8 À), 


38, = 200-0900) = (5 À), 


worin « und 8 oder bd und e willkürlich vorgeschrieben werden 
kôünnen. 

Man kann die Lôüsung auf eine ursprünglich gleichfôrmig 
gespannte quadratische Membran anwenden; dann ergeben die 
Formeln eine Deformation der geradlinigen Begrenzungen nach 
Kurven dritten Grades, derart, daB ein zentrisch symmetrisches 
Kurvenviereck entsteht, das aber nach dem $S. 2 Gesagteu nur 
unmerklich vom Quadrat abweicht. 

Die Schwingungen dieser nach 31) ungleichfôrmig gespannten 
Membran sind durch die Formeln 33) und 34) zurückgeführt auf 
diejenigen einer gleichfôrmig gespannten, die von einem gleichfalls 
zentrisch symmetrischen Kurvenviereck begrenzt ist. Nach dem 
S. 8 Gesagten hätte dieser Fall auch dann nur geringes prakti- 
sches Interesse, wenn das Problem der betreffenden gleichfôrmig 
gespannten Membran gelüst wäre. Unten sollen indessen andere, 
realisierbare Fälle behandelt werden. 

6. Für die uns weiterhin besonders interessierenden Kreis- 
flächen- und -ringmembranen empfehlt sich die Einführung von 
Polarkoordinaten. 

Hierzu bemerken wir, daf nach der Art ihres Auftretens 

, O0 , 0W per , JW ROSES 
Lire Mer = % BB, +B — = H 
notwendig Vektorkomponenten sind; ist der betr. Vektor gleich 
Æ, so bedeutet 4) 


0'w £ 
37) En + div K,="0. 


Bezeichnet man dann die Komponenten von À nach der Richtung 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phya. Klasse. 1907. left 8. 24 
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des Radius > und der Richtung der (in positivem Rotationssinne 
gerechneten) Normalen s dazu durch 4 und Z, so wird 


; 1 ÔrA OZ 
38) div K — 4 dr % 


auBerdem erhält man leicht 


. 1455, 04 FC MNEAS sr , w 
co AO on or A e MP Do 
wobei die R!,... in demselben Sinne als Spannungskomponenten 
zu verstehen sind, wie oben 4',... Ihre Werte drücken sich in 
den radialen und tangentialen Verschiebungen 1 und 6 folgender- 
mafen aus 
0À À O6 
(RC ea pate LA] LE A 
+ C+a) 
A 0 Ole NA 06 
40) — S = tr +S) 
A bre Less Es tm Sr] (23 06 _6 
-R=-S = 4-1) +5-5) 


Statt Os benutzt man passender den Ausdruck rôp, wo p das 
Winkelelement der Drehung von r bezeichnet. 

Durch die Aiïry’sche Funktion F drücken sich die Spannungs- 
komponenten aus, gemäf 


ONF 


EP pee 


oF ô [à 
$, dr? ? +6, Ôr (CG ] 


Hat man eine Funktion F in Einklang mit der Bedingung 
4 4F = 0 gewählt und daraus die Spannungskomponenten R},... 
berechnet, so ergeben sich nach 40) durch Integration die Ver- 
rückungskomponenten 4 und 6, die dem gemachten Ansatz ent- 
sprechen. Ihre Komponenten sind durch die Randbedingungen zu 
bestimmen. 

An Stelle der Transformationsformeln 7) führen wir bei Po- 
larkoordinaten ein 


42) r=p+d, p=nx+f, w = œ(1—7); 


vergleicht man die ersten beiden hiervon mit den ersten beiden in 
7) unter Berücksichtigung der Beziehungen 


41) 


43) & = rcosp, y = rsinp, Ë — @cosx, 7 — psinz, 
so ergibt sich leicht 
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44) d = pcosx+#sinx, E— = (voosx psinx) 
Zur Bestimmung von 4, ô, € folgt dann aus 24) und 27) 


4 Py = 4F, 
o0F , 
45) 2 PO — re QE 
F, 


tr sin p — & cos p). 


II und & berechnen sich dabei meist am einfachsten nach den 
Definitionen in 29), indem man die zu ZF = © konjugierte Funk- 
tion # bestimmt und mit ihrer Hülfe auch 


= f(odr- way, 8 = [(wdx+ ay). 


Dabeï sind die Polarkoordinaten mitunter nicht vorteilhaft. 

Einen andern Weg geben die Formeln 14), 16), 19); nach 
diesen ist zu y — 19F die konjugierte Funktion 8 zu suchen, 
mit deren Hülfe zwei Funktionen uw und » gemäB den Gleichungen 


du = —7%, dv = +28 
zu berechnen sind. Dann ist 

Ou Ôv Se A ou … 
46) ga 2 (+ + ss) ds r \rôop or} 


Bezüglich aer Knoten- und Begrenzungslinien der Membran 
ist einfach auf das S.9 Gesagte zu verweisen. 

Wir wollen nunmehr einige einfache und praktisch bedeutungs- 
volle Beispiele für die vorstehenden Formeln entwickeln. 


7. Ringmembran mit ungleichfôrmiger radialer 
Spannung. 
Wir setzen im Einklang mit 22) 


47) Fi 0c,lnr:; 

woraus folgt 

48) —R'—= cr, —S = —c}r, R = 0. 
Den Gleichungen 40) genügt man dann durch 

49) À = mr+nfr, 6 = 0, 


wobei n(y— y") ——c m und n werden durch die Grenzbedingungen 

bestimmt. Ist z. B. der Rand r — r frei, r — r, festgehalten, 

wie im Falle eines aus einer Kreisflächenmembran mit der Anfangs- 
24* 
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spannung ? herausgeschlagenen kleinen Loches, 80 ist 


50) P=-—< sgh domi 20 mr + = = 0. 
La r a 
4F = ist hier Null, # also konstant — k; daraus folgt 
= —ky —= —krsnmp, & = +kx — + kr cos p und 
2 P8 = —*, D PE = y = 


k stellt somit nur eine Drehung der Membran dar und ist ohne 
Bedeutung für unser Problem. 
Unsere Lôsung ist somit 


1=0 Ê=-;S 
oder 
C 
51) Fe Nat PIN A D PDT 


und das Problem der Schwingung der radial ungleichfôrmig ge- 
spannten Membran erhält eine groBe Einfachheiït. Es sind durch 51) 
und 48) in Beziehung gesetzt eine gleichfôrmig gespannte Mem- 
bran mit den Variabeln w,r,p und eine ungleichfôrmig gespannte 
mit den Variabeln w,0,x; jedem Radius der einen entspricht der 
gleiche Radius der andern, jedem Kreis (>) der einén ein anderer 
Kreis (9) der andern, die durch r — eg — c/2 Pe oder ge = r + c]2 Pr 
verknüpft sind. Es korrespondiert also eine Ringmembran mit 
der andern, radiale und zirkulare Knotenlinien entsprechen ein- 
ander und bei dem gegebenen Zusammenhang zwischen den Radien 
der sie begrenzenden Kreise sind nicht nur die Schwingungsperi- 
oden, sondern auch die Schwingungsweiten w resp. w die gleichen. 
Dagegen sind die Perioden der beiden Membranen bei gleichen 
Begrenzungen (r, = @,, 7, = e.) verschieden. 


8. Ringmembran mit ungleichfôrmiger Drillungs- 
spannung,. 
Wir setzen im Einklang mit 22) 


52) F = q?; 
also 
53) Re OUPS EN OSSI RTS 


Hieraus folgt gemäB 40) 
54) 1=0, 6 = hr+kjr, 
wobei Qg = —(y—-7y)k. 
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k und X bestimmen sich, wenn 6 für die begrenzenden Kreise 
r =», und » = r, vorgeschrieben ist. Für den gewühnlichen 
Fall y— 7 > 0 ergibt 6, 6, ersichtlich 4 £0, also 9 Z 0. 

Da hier wieder JF = ® = Oist, so folgt nach 23) # — Const, 
was nach $. 14 auf # — O0 und & = JI1 — 0 führt. Somit wird 
wiederum hôüchst einfach 


ds e: Vus d 

55) mie état me A eme RE TCE 

wodurch der gleichfôrmig gespannten Ringmembran eine ungleich 
gespannte mit gleichen Radien zugeordnet wird. 

Für die Knotenlinien der durch Drillung ungleichfôrmig ge- 
spannten Ringmembran ergeben sich hieraus einerseits dieselben 
konzentrischen Kreise, wie bei gleichfôrmiger Spannung, daneben 
aber statt der Durchmesser spiralig gekrümmte Kurven von den 
Gleichungen 

a + TES = Const. 

In dem oben erwähnten Fall, wo q > 0 also 6, 6, ist, sind 
diese Kurven mit wachsendem @ in positiver Richtung gebogen, 
schliefen sich also dem Sinne der relativen Verdrehung der 
äufern Grenzlinie der Membran gegen die innere an. 

Was die Frequenzen angeht, so sind dieselben bei gleicher 
Anzahl radialer oder zirkularer Knotenlinien dieselben, wie bei 
der gleichfôrmig gespannten Membran, da sich gleiche r, r, und 
9, ©. entsprechen. 


9. Ring-Membran mit ungleichfôrmiger Ver- 
schiebungsspannung. 
Setzt man, um 22) zu genügen, 


56) F = brpsnp+(2trlnr+ +) cos p 
so wird 
k+1 mn 
—R —2 ee + nr — cosp, 
r ñ 
57) — S, = 2 F+ 3 nr + 2) cos p, 
r r 


, s 


—R, = —$S, = 2 (Pur -%)sinr. 
r r 
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Zugleich folgt aus 40) 


ky 2lnr , m —37y 
À — 7 ) PT à | 08 
Ky=7 Y+7 be enr? Fe Rap 


4yl 
+(e+ y rie 


58) v-Y}v+7 
ky = mm 5y+y ., k+21 | : 
6 = |—|——, r : 7 W———;—0Q|\S8Imn 
| Fe +7 Gp 7" pr D ns 
+(6+ 4yl Er). 
Ame LE du td 
Damit die Lôsung eindeutig ist, mu gelten 
4yl 
59 k+——; — 0.! 
) 5h Tir 


Die Ausdrücke für 4 und 6 besitzen in diesem Falle die Form 
! 
4 = inr + ni + al cosp —= À, cos p, 
60) , 
€ — -Fiar+ entr (+8) sing — Z sinp, 
wobei #” durch £#’, n”’ durch #’ ausdrückbar ist, und 4,, Z, Ab- 
kürzungen sind; wir haben in ihnen vier verfügbare Konstanten. 
4 sin p+0 cos p = (4,+ 2) cos p sinp = 6, 
ist die Verschiebungskomponente normal, 
À cos p — 6 sin p — (4, cos’ p— Z, sin° p) = 14, 
diejenige p.xallel zar p-Axe. 
Wir erhalten 
A,+ 2, — 5 + (n'+ nr — r'); 


ist also £” nicht Null, so läBt sich (4,+Z) für zwei Werte von 
r, z. B. r, und r, zu Null machen. In diesem Falle ist dann für 
zwei konzentrische Kreise 6, — 0, 4, = — Z,, also zugleich 4, kon- 
stant — 4, — —Z,. Dies entspricht dem Falle, daf die zwei 
starren Begrenzungen einer Kreisringmembran ein wenig geradlinig 
und parallel gegen einander verschoben sind, ein Fall, der seiner 
leichten Realisierbarkeit wegen ein besonderes Interesse verdient. 
Aus 66) folgt weiter 


61) nn Dites 2(H ET + ar) cos p, 


1) Die Formeln 12), 15) und 17) auf S. 26—-29 der Timpe’schen Dissertation, 
welche den obenstehenden 67), 58), 59) entsprechen, enthalten einige Druckfehler, 
welche, abgesehen von der geäñnderten Bezeichnung, die Abweichungen bedingen. 
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somit also 


P — 2(- EEE + 4nr) sin p; 


dies gibt nach der Bedeutung von 11 und & gemäB 29) 
IT = 2(k+21) Inr+4nr cos 2p +4,, 
RS — 2(Kk+21)p+4nr sin2p+4,, 
wobei k, und #, Integrationskonstanten sind. 
Man erhält demnach gemäf 45) 


= (SEE +2 nr) c08 p, 
2 PS — (@7—-#)-2@+0 In rw] cos p 


63) — (4, +(k+41)p] sin p, 
2 PE — [@+4)+20+ Dar 5 Gnr] + sin p 


62) 


— [+ +40p|+ cos ?. 


Damit Ô und £ einwertig seien, muB indessen der Faktor von p 
in den beiden letzten Klammern verschwinden, demgemäf 


64) k+4l = 0 


sein. Diese Beziehung steht im allgemeinen im Widerspruch 
mit der Beziehung 59), an welche die Einwertigkeit von 4 und © 
geknüpft war. Die Funktionen 63) führen also generell ein Pro- 
blem der ungleichfôrmig gespannten Membran auf eines gleich- 
fôrmiger Spannung nur dann zurück, wenn # und ! verschwinden. 
Damit fällt auch aus den Ausdrücken für 1 und © die Konstante 
k" heraus, und die Anwendbarkeit der Lôsung wird beschränkter. 
Der auf diese Weise erhaltene Charakter des Problems soll im 
nächsten Abschnitt allgemeiner besprochen werden. 

Hier wollen wir uns nur an den Fall halten, daB die beiden 
Bedingungen 59) und 64) wenigstens in Annäherung vereinbar 
sind, also y’ klein neben y ist. Dazu mag bemerkt werden, daf 
bei Kôrpern, welche die Poissonsche Relation c = 3c° zwischen 
den Elastizitätskonstanten erfüllen, y — 47’ ist. Der Fall eines 
neben y sehr kleinen y’ ist also wenigstens nicht undenkbar, und 
er wird immerhin qualitative Aufschlüsse über den Vorgang geben, 
der in der Wirklichkeit eintritt. 

Nach S. 16 ist die Deformation der Membran, die durch 59) 
ausgedrückt wird, dadurch zu erhalten, daf die beiden begreuzenden 


66) 
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starren konzentrischen Kreïise r = r, und r = r, unendlich wenig 
geradlinig und parallel gegen eïinander verschoben werden. Die 
Werte à und &, die diesen Kreïisen entsprechen, haben die Form 


0, — D,cosp, 6 — E,sinp 


0,1, C08p, +6 = E.smp, 
worin die D und Æ Konstanten sind. 

Die Kurven, die den Kreïsen r = r, und > = », entsprechen, 
erhält man nach 42) gegeben durch die Beziehungen 

eo —r—Decosp, x — p—Esinp. 

Da D eine Grôüfe erster Ordnung ist, so stellt die erste Formel 
bei konstantem > einen Kreis dar, dessen Zentrum um die Strecke 
D nach der Seite der —y-Axe gegen den Punkt » = 0 verschoben ist. 
Unsere Transformation führt sonach die Schwingungen einer von 
konzentrischen Kreisen begrenzten, ungleichfrmig gespannten 
Membran auf diejenigen einer analog exzentrisch begrenzten, 
aber gleichfôrmig gespannten Membran zurück. 

Die nähere Diskussion der speziellen Beziehungen, welche da- 
bei auftreten, mag unterbleiben, ebenso die Untersuchung der Frage, 
wie es kommt, daf die strenge Lôsung des Problems gerade an 
den speziellen Wert y — 0 gebunden ist. 


10) Ein allgemeinerer Typus ungleichfôrmiger 
Spannungen. 
Setzt man, um 22) zu genügen, 


HA nee (er + + nn) cos hp, wo h = 2,8, 


so wird 
pu - li GR 1)E RE + 1) US + (hi 2) (+1) nr] cos hp, 
LUE L (= 1) RG +1) + (+ 2) (+ ty] cos hp, 
D = — L (a — 1)" — (+ D 7e + k(h+Tnr À sin /p. 
Für die Verrückungskomponenten 4 und 6 folgt hieraus nach 40) 
— h ir A h—2)+y'(h+2) , 

LE Far (r rt DES Er ur “| M 

67) = À,cos hp, ho 2 
?) 
6 — A F (er rI+ + LCD ne] sin p 
— Z, sin 4p. 


Hierin sind 4,, Z, die früheren Abkürzungen. 
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Vorstehende Worte setzen zunächst  — 2,8,... voraus: sie 
gelten aber, wie die Vergleichung mit 58) ergibt, bei 4 — ! — 0 
auch für den Fall À — 1, nur da hier dann das in 67) auftretende 
l die Rolle einer Integrationskonstante übernimmt. 

Da diese Ausdrücke drei verfügbare Konstanten /, 5, n ent- 
halten, so kann man 4 und 6 längs einer Kreiïslinie, z. B. für 
r = 7, zu Null machen, diese Begrenzung also fest halten. Für 
eine konzentrische Kreislinie >» — r, wäre dann À und 6 bis auf 
einen verfügbaren Faktor vorgeschrieben, und zwar in dem Sinne 
einer Deformation dieser Begrenzung, die für  — 1 ohne Verschie- 
bung ihres Schwerpunktes stattfinden würde. 

Eine andere Deutung gestatten die Formeln 67) bei Fort- 
lassung der in »" multiplizierten Glieder, die für r — 0 unendlich 
werden. Hierdurch werden sie auf die volle Kreisflächenmembran 
anwendbar und lassen dann die beiden Verschiebungen 4 und 6 für 
deren Begrenzung in gewissem Umfange verfügbar. Interessant 
und anscheinend realisierbar ist dabei der Fall, daB diese À und 6 
durch eine blofe Verbiegung des den Rand der Membran tra- 
genden Ringes ohne Aenderung seiner Länge bewirkt werden. Hier 
muB, wie leicht erkennbar, + 06/0p — O0 sein, was, wenn wir 
wieder die Abkürzungen 4, und Z, aus 67) benutzen, auf 
68) A,+h2, = 0 
fübrt. 

Aus 65) folgt weiter 

JF — D — 4(h+1)n" cos hp, 

69) somit also 

D = 4(h+1)nr" sin Lp; 
daraus flieft nach 29) 
II = Anr"*° cos (h+1)p+4,, 
Q = 4 sin(h+1)p+k,. 
Ferner ergibt sich nach 29) und 45) 

Py = (h+l)jnr” cos hp, 


70) 


2 PS — (ur . 2 + n(h—2) p+) cos hp 
71) — (k, cos p+#, sinp), 
APT — (air + +3 + n (4 + sr) sin Àp 


+ (, sin p — /;, cos p). 


Hiermit sind die Substitutionsfunktionen bestimmt; die Kon- 
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stanten X, und #, haben keine wesentliche Bedeutung und kônnen 
fortbleiben. 
- Für die Diskussion wählen wir nur die beiden einfachsten 
Fälle À — 1 und À = 2. 
Für » = 1 haben wir nach 58) und 67) übereinstimmend 


À = (EE nr° + ) co8p — À,Co8p, 


by+7 
= 7 
Des 


und nach 63) in Uebereinstimmung mit 70) 


72) 


nr°— 4) sinp = Z,sinp, 


Py = 2nrcosp 

2 PÔ — — nr'cosp, 2P$ = —bnrsinp. 

Sollen die Verrückungen 4 und © die Länge der Randlinie r — r, 
ungeändert lassen, so muB nach 68) 4,+2Z, verschwinden, was 
auf # — 0 führt. In diesem Falle verschwinden auch %, 6, €, d.h., 
die Substitution führt auf den Ausgangsfall zurück; in der Tat 
geben die Annahmen hier keine Deformation der Membran, sondern 
nur eine (unendlich kleine) Dislokation, wie auch die Betrachtungen 
von S. 16 erkennen lassen. 

Um für k — 1 eine Deformation zu erhalten, muB man also 
andere Voraussetzungen machen. Z.B. kann man 4 für r —r, 
gleich Null annehmen; dann verlangt die zweite Formel (72) eine 
Verschiebung der Randpunkte der Membran längs der begrenzenden 
Kreislinie, die für Z = 0 auf der positiven Seite der p-Achse eine 
Dilatation, auf der negativen eine Kondensation darstellt. Unsere 
Formeln reduzieren dann das Problem einer demgemäB ungleich- 
fôrmig gespannten Membran auf dasjenige der gleichfôrmig 
gespannten Kreismembran. 

Aebnlich kônnte man 6, für 7 — r, zu Null machen, und 4, der 
Formel gemäB hervorbringen. Leider würden sich aber diese theo- 
retisch so einfachen Fälle schwer realisieren lassen. — 

Für À = 2 ergibt uns 67) bei fortgelassenem m 


l ’ 8 
ue LT — SE] c08 27 — À,c082p, 


73) 


73) : 
2lr  2(83y+7y)nr] . : 
4 = ru: #Ér trou) sin2p = Z,sin2p, 
wäbrend 70) liefert 
74) Py = 3nr' cos2p 


PS = lrcos2p, PE = —(1+3nr°) sin 2p. 
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Sollen die Verrückungen 1 und 6 die Randlinie der Membran 
undilatiert lassen, so muB nach 68) 4,+22, für r = r, ver- 
schwinden — eine Bedingung, die ! und n# verknüpft. Die Formeln 
73) geben dann die Deformation der Membran, wie sie einer bloBen 
Verbiegung ibres Randes in eine (vom Kreis unendlich wenig ab- 
weichende) Ellipse entspricht. 

In der Tat ist der geänderte Radius »’ gegeben durch 

r'=r+1— r+ 4,008 2p, 
resp. durch 
= 2° +y" = r°+27r 4, cos 2p, 
eine Gleichung, die aequivalent ist mit 
75) (1 A) + gn(1 +2) TE 


r r 


diese entspricht aber, wenn r konstant ist, einer Ellipse. 

Das Problem der Schwingung der in dieser Weise ungleich- 
fôrmig gespannten Kreismembran ist also durch unsere Transfor- 
mationsfunkticnen 74) zurückgeführt auf dasjenige der Schwingung 
einer gleichfôrmig gespannten elliptischen Membran, denn die 
Gleichung r — p+6 gibt für e eine Beziehung, die der für r’ 80- 
eben gebildeten ganz analog ist. 


Gôttingen, Juni 1907. 


Nachtrag. 


Die Schwingungen einer Kreisringmembran mit 
innerem freiem Rande. 

In meiner ersten Notiz über ,Eigenartige Fälle schwingender 
Membranen“ ’) habe ich gezeigt, daB für den Fall, daf eine Mem- 
bran einen freien Randteil besitzt, für diesen aus dem Hamilton- 
schen Prinzip eine Grenzbedingung nicht gewonnen werden kann, 
daB aber trotzdem für eine solche Membran das Problem der aus 
einem Anfangszustand folgenden Schwingung ein vüllig be- 


| stimmtes ist. 


Hieran anschlieBend habe ich bemerkt, daB dergleichen Mem- 
branen unter Umständen keine Eigenschwingungen besitzen kônnen, 
und habe diese Folgerung an dem Fall einer (konzentrischen) 
Kreisringmembran mit einer inneren freien Grenze plausibel su 


1) W. Voigt, L. c. p. 171. 
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machen gesucht. Ich stellte mir dabei vor, daB auch bei dieser 
Membran zwei ähnliche Gattungen von partikulären Lôsungen in 
Frage kämen, wie im Falle gleichfôrmiger Spannung, nämlich 
solche, von denen die. eine in Unendlichen, die andere im Kreis- 
zentrum unendlich würde. Letztere wäre für die Vollkreismem- 
bran auszuschlieBen, beim Kreisring aber zulässig; bestände dann 
nur eine Grenzbedingung, so wüïrde die Folgerung resultieren, 
auf die ich hinwies. 

Ich verdanke Herrn Hilbert den Hinweis darauf, da die Ent- 
scheidung über die Frage der Existenz von Eigenschwingungen 
komplizierter liegt und nicht ohne eine vorherige Untersuchung 
der Ordnung, von welcher die Spannungen À4,, B, in der freien 
Grenze verschwinden, durchführbar ist. Die allgemeinen Prin- 
zipien, die in Herrn Hilberts zweiter Abhandlung zur Theorie der 
Integralgleichungen !) entwickelt sind, dürften dem Physiker zu- 
nächst noch erhebliche Schwierigkeiten bieten. Der Kernpunkt, 
um den es sich im vorliegenden Falle handelt, läft sich dagegen 
mit wenigen Worten schildern. In allen Fällen nämlich, wo eine 
Gattung partikulärer Lôsungen in der freien Grenze unendlich 
wird, tritt als Bedingung daselbst die Endlichkeit der Verrückung 
in derselben Weise ein, wie bei der gleichfôrmig gespannten Kreis- 
flächenmembran, ergeben sich also Eigenschwingungen. 

Diese Füälle sind keineswegs die einzigen vorkommenden und 
so behält die gezogene Folgerung gelegentlich ihre Berechtigung. 
Indessen gehôürt gerade das zur Illustration herangezogene spezi- 
elle Problem der Kreisringmembran mit dem zum äuBern kon- 
zentrischen freien innern Rande zu der andern Gattung. 

Dieser Fall läft sich nicht durch das oben auseinander ge- 
setzte allgemeine Abbildungsverfahren behandeln, denn bei dieser 
Membran sind ja am innern Rande gewisse Spannungen gleich 
Null, ihre Ânderungen also von gleicher Grôfenordnung mit ihrem 
Absolutwert; aber man kann in dem vorliegenden speziellen Falle, 
der mit dem von Nr. 7 übereinstimmt, eine Abbildung ohne Ver- 
nachlässigungen durchführen, bei der das gesamte Verhältnis klar 
hervortritt. 

Aus der Aiïryschen Funktion F — cln(r) ergeben sich die 
Ausdrücke 48) der Spannungskomponenten von Æ', $', R', und bei 
ihrer Heranziehung und Berücksichtigung der Beziehungen 37) bis 
89) nimmt die Schwingungsgleichung die Gestalt an 
Es O1 5: ceibfl dial. Ce c \ 0w 
ae (0) tan) + (+) a 
1) D. Hilbert, Gütt. Nachr. 1904 p. 213. 
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Führt man hier statt r eine neue Variable o durch die Be- 
ziehungen 
ôw Ow de d'w _ dw/de ow de 
76) mb æ) MAUR: 
dr de dr’ àr?  6p\dr de dr? 
ein, so erhält man 


d'w e de c\ d'o1 dv 
= [Pet (Pr else 


,, €\/do\ dv c\o* d’w 
+(45)0) se + P-5)e gas 
Hierin kann man die Faktoren von dw/o0ç und von 0’«/09° gleich 
P machen indem man setzt 


de TA P ra Pr+e ue 
fo & Ve j'te Ce V | 


Die Gleichung 77) nimmt hierdurch die Gestalt an 


d'u 1 O&w dw La edit0 
a AuRe de PC + a) (mr) os 
die, wenn c/Po° als eine GrôBe erster Ordnung neben Eins ange- 
sehen wird, bis auf diese Ordnung inklusive in die Gleichung für 
die gleichfôrmig gespannte Membran übergeht; in der Tat stimmt 
in dieser Annäherung die eingeführte Abbildung mit der in Nr. ?) 
überein. 


77) 


Macht man nun eine Anwendung des Vorstehenden auf den 
Fall der konzentrisch begrenzten Kreisringmembran mit innerem 


freien Rande, so ist zu bedenken, dafi nach 48) — À, — P+, 


daB also, für r — 7», P+ cr — 0 wird. Nach 73) entspricht s0- 
nach der Radius r — 7», dem Radius pe — O0 in der Abbildung, 
also dem gegebenen Kreisring der Vollkreis. Für die Lôsungen 
von 79) gewinnt also die Bedingung, daf w für @ — O endlich 
sein muB, Geltung, und ihre Wirkung erbellt am einfachsten in 
dem Falle, wo w von » unabhängig, also der Schwingungszustand 
der Membran in konzentrischen Kreïsen konstant ist. Denn hier 
geht die Gleichung vollständig in die für eine gleichfôrmig ge- 
spannte Membran geltende über, die sich durch Besselsche Funk- 
tionen behandelt: von letzteren sind denn im Falle des Vollkreises 
nur diejenigen erster Art zulässig, wodurch die Eigentône in be- 
kannter Weise sich ergeben. 
Im allgemeinen Falle, wo 
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an tD OR RP) 
ist, unter À eine Funktion von @ allein verstanden, folgt aus 79) 
YPO Er 7 a) 
É (( ee o° | PC de * 


Die Integrale dieser Gleichung müssen, da der Faktor von y* für 
e — 0 verschwindet, die Eigenschaft haben, sich für 9 — 0 auf 
die Besselschen Funktionen J, und Y, zu reduzieren; die Forde- 
rung der Endlichkeit von w für @ — 0 schlieft also auch hier die 
eine Lôsungsgattung aus und fübrt zu der Existenz von Eigen- 
tônen. 

Einige vorläufige Versuche im hiesigen Institut mit Kreis- 
ringmembranen der geschilderten Art haben in der Tat zu Reso- 
nanzerscheinungen und Knotenlinien geführt. Während ich anfangs 
geneigt war, dieselben nur als Maxima der Erregungsfähigkeit auf- 
zufassen, die mir nach gewissen Überlegungen auch bei Membranen 
ohne Eigentône wahrscheinlich geworden waren, sind dieselben 
nach dem Vorstehendeu nun unzweiïfelhaft als Aeuferungen wirk- 
licher Eigentône aufzufassen. Eine Membran ohne nachweïisbare 
Eigenschwingungen kônnte man dem Prinzip nach jederzeit da- 
durch erhalten, daf man auf die vorhin betrachtete Ringmembran 
von deren Centrum aus geeignete Centralkräfte wirken lief. 
Auferdem scheinen nach vorläufigen Versuchen Membranen, die 
aus gleichfôrmig gespannten durch Aufschlitzen nach irgend einer 
Kurve, z. B. nach einem Kreisbogen, entstehen, in den nach Aufen 
convex begrenzten Teilen Eigenschwingungen kaum zu zeigen. Die 
Beurteilung derartiger Fälle ist dadurch erschwert, daB die wirk- 
lichen Membranen stets eine gewisse Steifigkeit besitzen, welche 
die Theorie ausdrücklich ausschlieft. 


Gôttingen, Juli 1907. 


Ueber die sogenannten allgemeinen 
Arbeitsgleichungen der technischen Festigkeitslehre. 


Von 
Julius Weingarten, Correspondent. 
Vorgelegt vom vorsitzenden Sekretär in der Sitzung am 20. Juli 1907. 


In dem Buche ,Die neueren Methoden der Festigkeitslehre 
etc.“ von Müller-Breslau wird die Entwickelung der Theorie 
der Festigkeit eines elastischen festen Stabes auf eine Fundamental- 
gleichung, die ,Arbeitsgleichung“, gegründet, welche in nach- 
stehender Weise aufgestellt wird. 

Der Stab, dessen Schwerpunktsachse eine ebene Linie bilde, 
wird durch geometrische Zerschneidung in ein System von unend- 
lich dünnen prismatischen Stäben, die der Stabachse parallel ver- 
laufen, zerlegt gedacht und durch eine Schaar von zur Stabachse 
senkrechten ebenen Querschnitten F in unendlich kleine prisma- 
tische Elemente dV zerfällt. Begrenzt wird er durch zwei End- 
querschnitte F, und F,. Die seine Teiïile angreifenden äuferen 
Kräfte sollen in zur Stabachse parallelen Ebenen wirksam sein. 
Die zu betrachtende ,Arbeitsgleichung“ wird nun auf Seite 78 der 
dritten Auflage des bezeichneten Buches in folgender Weise 
entwickelt: 

Bezeichnet F die Querschnittfläche eines Stabes, ds’ die Länge 
eines zwischen zwei unendlich nahen Querschnitten gelegenen 
Linienelementes der Stabachse, ds das dem Elemente ds’ parallele 
Linienelement, welches die Länge irgend eines zwischen diesen 
Querschnitten gedachten unendlich kleinen Prismas darstellt, ferner 
ads die Strecke, um welche sich ds in Folge einer geringen Ver- 
biegung des Stabes ändert, und 6 die Normalspannung für den 
Endquerschnitt dF dieses Prismas, 
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50 ist die Spannung 
S = 6dF 


und es ergiebt sich, mit Vernachlässigung der Aende- 
rungen der Querschnittsabmessungen, die virtuelle 


Formänderungsarbeit s 
fszis = fe LE av, 
ds 


dv = dsaF 


wobei 


den Inhalt des Stabteilchens bezeichnet. Bezeichnet nun 


P eine Last 

C eine Auflagerkraft 

Ô die durch jene Zds bedingte Verschiebung des Angriffs- 
punkts von P im Sinne von P 

4C die durch jene Zds bedingte Verschiebung des Angriffs- 
punkts von C im Sinne von C 


und wird angenommen, daf die äuferen und inneren Kräfte mit 
einander im Gleichgewicht sind, so folgt, wenn die Gewichte der 
Stabteilchen zu den Lasten gerechnet werden, aus dem Satze von 
den virtuellen Verschiebungen die Arbeitsgleichung: 


(28) SP6 + SOde = fo Z 


ds 

Er ay, 
welche für beliebige môgliche Verschiebungen 0, 4C, 
Ads gilt, sobald diese nur klein genug sind, um als verschwindende 
GrüBen aufgefaft zu werden.“ 

Der Umstand, daB diese Gleichung (28), die Herr Müller- 
Breslau zum Ausgang seiner Entwickelungen macht, bisher von 
keinem der theoretisch arbeitenden Techniker beanstandet oder 
auf ihren wahren Inhalt untersucht worden ist, lä8t es angemessen 
erscheinen, die Bedeutung dieser Gleichung klarzulegen. Zu dem 
Ende môge nach der Vorschrift des Herrn Müller-Breslau die 
Entwickelung der einzelnen Glieder dieser Gleichung ausgeführt 
werden. 

Es seien x und y die nach den rechtwinklichen Achsen X und 
Y geschätzten Koordinaten des Volumenelements dV einer beliebig 
herausgegriffenen ebenen Prismakurve. Sie werden bestimmt sein 
durch die vom Anfangsquerschnitt F, gewählte Länge s dieser 
Kurve und durch die zwei rechtwinklichen Koordinaten a, b, 
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welche den Durchgang der Kurve durch den im Endpunkt von s 
gelegten Querschnitt F bestimmen. Der Anfangspunkt dieser 
Koordinaten a, b sei der Schnittpunkt der Stabachse mit F und 
die Achse der b sei die dortige Normale zur Stabachse, in der 
Ebene derselben gelegen. Die GrüBen a,b bleiben alsdann für 
jede Prismakurve bei verändertem s dieselben. Unter diesen 
Voraussetzungen sind die Koordinaten x, y eines beliebigen Vo- 
lumenelements dV durch die Gleichungen: 


T = f(s, a,b) = p(s, a, b) 
ausdrückbar, unter f und @ zwei bekannte Funktionen verstanden, 
falls die Stabachse als gegeben gedacht wird. Legt man jedem 
Punkt des Stabes eine unendlich kleine Verschiebung in der 
Ebene der x, y bei, deren Komponenten nach den Achsen x und y 
durch « und v bezeichnet werden môgen, welche Komponenten im 
ganzen Raum des Stabes stetige Funktionen der Grôfen s, a, b 
sein mügen, so sind die Koordinaten %, ÿ des verschobenen Punktes 


BLEU |, Y—= y+r. 
Die ursprüngliche Länge ds des Linienelements einer Prismakurve 


geht daher über in die veränderte Länge ds, und unter Vernach- 
lässigang der GrôBen hôherer Ordnung du” und dv* ergiebt sich: 


ds = V(dz+du) +(dy+di) = Vds’ + 2 (dx du + dy dv) 


dx du dy dv 


dz du dy dv 
= (+R +) 
Hiernach wird 
ds — ds Er LCR Pin , do 
À ré enr CAN TT 


wenn der Abkürzung wegen die Differentialquotienton von z und 
y nach der Variablen s durch x’ und y' bezeichnet werden. Die 
Gleichung (28) ist daher identisch mit der folgenden: 


! , du 1 dv : 
(281) f(ez Te +oy je = SP8 + DUAc. 
Berücksichtigt man, daf 
, du , du _ d(ex'u+oy'v) -( dox' doy' ) 
le à 
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und daf 
dV = dsdF, 


so erhält man für die Gleichung (28') die nachstehende : 


® ? ’ ! 
ILES u + 6y'v) as] (x dex és d)ar 
ds "4 ds 


= XP5+ Ce. 


Das innere, über die betreffende Kurve s auszudehnende In- 
tegral auf der linken Seite dieser Gleichung ist ausführbar und 
giebt den Unterschied der Funktion (ox'u + 6y'v) für den Anfangs- 
and Endpunkt dieser Kurve an. Diese Punkte befinden sich auf 
den den Stab begrenzenden Querschnitten F, und F,. Bezeichnen 
dF, und dF, die Querschnitte der betreffenden unendlich dünnen 
Prismen an diesen Stellen, und deutet man durch das Hinzufügen 
der Indices 0 und 1 die Werte der für diese Stellen zu berech- 
nenden Funktionen an, so erhält die vorstehende Gleichung die 
Form: 


ss zu, + (ou dr, — f(x) + (oy'L 01 dE, 
(28”) fl: dos". o ar = sro+>0ue 


ds 


Die rechte Seite dieser Gleichung läft sich ébenfalls durch 
die Verschiebungskomponenten “,v jedes Kôürperelements aus- 
drücken. isezeichnen Xd4V und YdV die auf irgend ein Volumen- 
element dV angebrachten Komponenten der äuferen Kraft P, s0 
ist, gleichgültig ob diese eine Last oder eine Stützkraft sei, für 
das betreffende dV: 


Pô = (Xu + Yv) dV Cac = (Xu+ Yv) aV, 


und wenn ferner durch À, dF,, B,dF, und A,dF,, B,dF, die auf 
ein beliebiges Flächenelement der Querschnitte F, oder F, ange- 
brachten Komponenten der dortigen äuBeren Kraft P, oder P, be- 
zeichnet werden, so wird auch 


E, ô, = (4%, kr Bjv,)dF,, P,6, FF (45% + B, vo) dF,. 
Die Eïnführung dieser Werte liefert alsdann: 
ZP8+ Cac = f(Au+ Bv)dF.+/[(Au+B,v)dF, 
+ J(Xu + Ye) dv, 
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in welcher Gleichung sich das erste Integral auf alle Flächen- 
elemente des Querschnitts F,, das zweite ebenso auf alle Elemente 
von Æ,, das dritte auf alle Volumenelemente dV des Stabes be- 
zieht. Durch Substitution in die Gleichung (28’) ergiebt sich 
schlieflich nach Zusammenfassung aller Glieder mit gleichen Fak- 
toren die Gleichung : 


J = +x) u + ( = + x) ea v+f((4,- ox'),u,+(B,—0oy),v,]dF, 


+ [CAS + ox) + (B, +69, v,]dF, = 0, 


welche Gleichung den Inhalt der ,Arbeitsgleichung“ (28) nach 
der Vorschrift des Herrn Müller -Breslau ausdrückt und für alle 
unendlich kleinen Verschiebungen u, v gelten soll. 

Wir wollen nunmebr diese Verschiebungen sämtlich unendlich 
klein und von Null verschieden wählen, beliebig der absoluten 
GrôBe nach, aber dem Vorzeichen nach derart, daf wir jedem « 
und jedem v dasjenige Vorzeichen beilegen, welches mit demjenigen 
seines Multiplikators in obiger Gleichung übereinstimmt. Alsdann 
sind sämtliche Summanden der linken Seite derselben positiv. 
Ihre Addition kann daher nur Null hervorbringen, wenn jeder 
einzelne Summand Null ist, da jedes « und v von Null verschieden 
sein sollte. 

Daber folgt mit Notwendigkeit, daf 


1) an jedem Volumenelement dV: 


dez' doy' es 
ds RACE ds A P==0; 


2) an jedem Flächenelement dF: 

(ex'), + 4, = 0, (y), + B, = 0, 

3) an jedem Flächenelemente dJ: 

(ex'), "> A; = 0 ; (ey'), si B, = (. 

Diese Gleichungen sprechen die notwendigen Folgerungen 
der von Herrn Müller-Breslau aufgestellten Arbeitsgleichung 
(28) aus. Ihre Bedeutung ist seit lange bekannt. Es sind die- 
jenigen Gleichungen, deren Erfüllang für das Gleichgewicht an 
einer ebenen und biegsamen Fadenkurve erfordert wird, welche in 
jedem ihrer Elemente die Spannung S — odF zeigt, und dort 
durch die Komponenten der äuferen Kraft X4V und YdV ange- 
griffen wird, während die im Anfangs- und Endpunkt angreifenden 


Kräfte die dort auftretenden Spannungen aufheben. 
25* 


370 Julius Weingarten, 


Aus der Theorie der biegsamen Fäden ist hinreichend bekannt, 
da zu jeder gegebenen Beanspruchungsweïse eines Fadens eine 
durch sie bestimmte Kurve gehôrt, wenn Gleichgewicht ein- 
treten soll. Die Form der Stabachse eines Mülle r - Breslauschen 
Stabes, dessen, Gleichgewicht unter einer gegebenen Belastung 
eingetreten wäre, ist daher je nach der besonderen Belastung 
veränderlich. Aendert man die Belastungsweise in jedem Punkte 
um eine endliche GrôBe ab, so kôünnte ein neues Gleichgewicht 
erst nach einer endlichen beträchtlichen Formänderung des Stabes 
zu Stande kommen, aber nicht wie bei festen elastischen 
Kôrpern nach einer verschwindend geringen Aenderung. 
Es bleibt daher unerfindlich, was unter diesen Umständen unter 
den wirklichen elastischen Verschiebungen des Stabes ver- 
standen werden solll Der Müller-Breslausche Stab ist, falls 
seine Formänderungen der Gleichung (28) entsprechen sollen, eine 
jeder Beanspruchungsänderung nachgebende frei bewegliche 
Materie. 

Wie es scheint, beruhen die weiteren Entwickelungen des 
Herrn Müller - Breslau auf einem Mifverstehen des Prinzips der 
virtuellen Verschiebungen und der daraus entspringenden Meinung, 
daf die schon von Poisson (Traité de Mécanique 2% édition pag. 
668) für ein Stab- und Faden-System, in etwas anderer Bezeich- 
nung, aufgestellte Gleichung : 


DE Eee 7 2 OP; 


die Mohr so elegant und erfolgreich für die Theorie der festen 
Fachwerke verwertet hat, in der Theorie der Elastizität fester 
Kôrper ein Analogon zulasse. In dieser Gleichung bezeichnen: 
l,, die Länge eines die Knotenpunkte p,q des Fachwerks ver- 
bindenden Stabes, 7°, die in ibm auftretende Spannung, P, die an 
einem Knotenpunkte : angreifende äufere Kraft, 0!,, die Verände- 
rung von ?,, welche einer beliebigen Verschiebung der Knoten- 
punkte entspricht und 0», die entsprechende Verschiebung des 
Angriffspunkts von P, im Sinne von P. 

Soll diese Gleichung für jede môgliche Verschiebung der 
Knotenpunkte statthaben, so ergiebt eine einfache Entwickelung 
als dazu notwendige Bedingungen, daf die Spannungen 7°, der- 
artige sind, daB jede Kraft P, von den im Knotenpunkt à zu- 
sammenstoBenden Spannungen im Gleichgewicht gehalten wird. 
Umgekebrt wird bei Erfüllung dieser Bedingung diese Gleichung 
für jede mügliche Verschiebung der Knotenpunkte eine identische. 
Aber, und bierin liegt der Unterschied zwischen dieser Gleichung 
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und der von Herrn Müller-Breslau verwendeten, diese Be- 
dingungen sind für jede Wah1 der äuferen Kräfte P, (nur durch 
die Gleichgewichtsbedingungen für einen festen Kôrper beschränkt) 
bei festen Fachwerken erfüllbar. Die zur Herbeïführung des 
Gleichgewichts am elastischen Stabsystem erfolgenden wirk- 
lichen Verschiebungen bleiben daher stets verschwindend klein. 
Dieser Eigenschaft ermangelt die Gleichung des Herrn Müller- 
Breslau. 

Aus den Bedingungen 1), 2), 3) folgt die Gleichung (28) zurück. 
Ihre Erfüllung bestimmt für jeden Kôrperpunkt (Punkt des 
Stabes) die Spannung 6 vollständig. Die von Navier einge- 
führten Gleichgewichtsbedingungen oder die anderen der Theorie 
der Festigkeit gekrümmter elastischer Stäbe entnommenen, stehen 
mit den aus der Gleichung (28) gewonnenen Bedingungen im 
Widerspruch und heben die Gültigkeit dieser Gleichung auf, falls 
sie, wie in den ,neueren Methoden etc.“ als bestehend ver- 
wertet werden. Die von Herrn Müller-Breslau durch die 
gleichzeitige Benutzung zweier einander ausschliefenden 
Voraussetzungen erlangten Folgerungen, pag. 82. I. c. Gesetze ge- 
nannt, sind daher in ihrem gesamten Umfange unbegründet. 


Vier neue Briefe von Gauf. 
Von 
Paul Stäckel (Hannover). 
Eïingereicht am 27. Juli 1907. 


Durch die Kônigliche Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gôttingen überreiche ich dem GauB-Archiv vier neue Briefe 
von GauB, über deren Inhalt ich mir hier kurz zu berichten er- 
laube. 

Der erste Brief, ein Geschenk von Herrn Prof. Dr. 0. Staude 
in Rostock, ist vom 6. April 1833 datiert und an den derzeitigen 
Rektor der Universität Rostock Prof. Dr. Strempel gerichtet. 
Er bezieht sich auf die Einrichtung einer Sternwarte, und zwar 
empfiehlt Cau8 in Anbetracht der geringen Mittel, die zur Ver- 
fügung siehen, den Zweck des astronomischen Unterrichts in den 
Vordergrund zu stellen. 

Die drei anderen Briefe, die Herr Geheimrat Viktor FuB 
in St. Petersburg als Geschenk überweist, haben zum Adressaten 
dessen Onkel, den beständigen Sekretär der Petersburger Aka- 
demie Paul Heïnrich v. Fu, und ergänzen in glücklicher 
Weise die im GauB-Archiv vorhandenen 6 Briefe, die dieser 
1835—1849 an GauB geschrieben hat. Sie zeigen, welch’ leb- 
haften Anteil GauB an der von P. H. v. FuB begonnenen, aber 
leider nicht zu Ende gefübrten Herausgabe der Werke seines Ur- 
groBvaters Leonhard Euler nahm. War doch GauB, wie er 
am 16. Sept. 1849 in dem letzten der drei Briefe schreibt, 
der Ueberzeugung, da8 ,das Studium aller Eulerschen 
Arbeiten doch stets die beste durch nichts anderes 
zu ersetzende Schule für die verschiedenen mathe- 
matischen Gebiete bleiben wird.“ 
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Auf die Eulerschen Werke beziehen sich auch die beiden er- 
sten Schreiben vom 8. und 15. Mai 1844. In dem Verzeichnis der 
Eulerschen Abhandlungen, das der Vater von P. H. v. Fu, 
Nicolaus Fuf, 1783 der Gedächtnisrede auf seinen Grofvater 
beigefügt hatte, findet sich nämlich eine Abhandlung : Découverte d’une 
loi extraordinaire des nombres angeführt, die in dem Journal littéraire 
de l'Allemagne Janvier et Février 1751 erschienen sein sollte. Fuf 
konnte sich dieses Journal auf keine Weise verschaffen und wandte 
sich schlieBlich am 19. April 1844 an Gauf ,in der Hoffnung auf 
die so reiche und vollständige Gôttinger Bibliothek“. GauB er- 
mittelte, daB in der Tat die Gôttinger Bibliothek die vier einzigen 
1741 bis 1743 zu Haag erschienenen Bände des Journals besitzt 
und daB der Tome II, 1. partie vom Jahre 1743 auf S. 115-127 
eine anonyme Abhandlung enthält, die, wie die Anfangsworte 
zeigen, von Euler herrübrt. Ihr Titel ist jedoch: Démonstration 
de la somme de cette Suite 1+1+45+2%+.%4+4+etc. Gauê hat die 
Mühe nicht gescheut, diese Abhandlung eigenhändig abzuschreiben, 
und die Abschrift, als Beitrag zu den Werken Eulers, an Fuf ge- 
schickt (vergl. Leonhardi Euleri Opera minora collecta, Commenta- 
tiones arithmeticae, P. I. Petersburg 1849, $. XXIV). C. G.J. Ja- 
cobi, mit dem Fuf ebenfalls wegen der Herausgabe der Eulerschen 
Werke in Verbindung getreten ist, hat gefunden, da eine Abband- 
lung: Découverte d’une loi extraordinaire des nombres am 22. Juni 
1747 von Euler der Berliner Akademie vorgelegt wurde. Diese 
Abhandlung ist auf Grund des bei der Berliner Akademie auf- 
bewahrten Manuskriptes in den Commentationes Arithmeticae P. IT, 
S. 689 abgedruckt worden, während die Abhandlung vom Jahre 1743 
noch des Abdruckes harrt. 

So erfreulich dieser Zuwachs des GauB-Archivs ist, so zeigt 
es sich doch wieder, wie wenig von dem umfangreichen Briefwechsel, 
den GauB geführt hat, der Forschung zugänglich geworden ist, 
und jetzt, wo der biographische Band X der Gesammelten Werke 
in Angriff genommen wird, scheint es angebracht, ôffentlich die 
Bitte zu erneuern, da alle auf GauB bezüglichen Aufzeich- 
nungen und Briefe, die sich in Privatbesitz befinden, 
sei es in Abschrift sei es im Original dem GauB-Archiv 
überwiesen werden môchten. 
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XVIII. 


Von 
0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 20. Juli 1907. 


I Ueber die Synthese eines mit B-Pinen verwandten 
Kohlenwasserstoffs aus Nopinon. 


Um ein Verfahren an die Hand zu bekommen, welches es er- 
môüglicht, die Methen-Gruppe CH:: in cyclische Kohlenwasserstoffe 
emzuführen und weiterhin ganz allgemein Kohlenwasserstoffe mit 
semicyclischer Bindung und längerer Seitenkette synthetisch her- 
zustellen, habe ich zusammenhängende Versuchsreihen angestellt, 
welche dazu geführt haben, das angestrebte Ziel zu erreichen. 

Ueber die Herstellung von Methen-Verbindungen der ein- 
fachsten nicht substituirten Kohlenwasserstoffe habe ich schon in 
einer früheren Abhandlung eingehender berichtet'). Diese Ver- 
suche waren aber nur als Vorarbeiten bestimmt, um eine ganze 
Reïhe von Synthesen verwirklichen zu kônnen, über die ich dem- 
nächst Mittheilung machen werde. Nachstehend soll eine solche 
Synthese zur Besprechung kommen, welche ein etwas allgemeineres 
Interesse beanspruchen darf. 

In den verschiedenen Terpentinülsorten ist in wechselnder und 
stets nur kleiner Menge gewühnlich ein Terpen, das 6-Pinen 
oder Nopinen, enthalten, auf dessen Existenz man wobl durch 
gewisse Reactionen mit Sicherheïit schliefen kann, das von anderen 
stets gleichzeitig vorkommenden Kohlenwassenstoffen (namentlich 


1) Annal. d. Ch. 347,816. 
Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Muth.-phys. Klasse. 1007. Hoft 4. 26 


876 : 0. Wallach, 


von dem gewôhnlichen oder «-Pinen) zu trennen aber bislang nicht 
môglich ist und über dessen physikalische und sonstige Eigen- 
schaften man daher noch nichts Zuverlässiges weif. Um so wün- 
schenswerther erschien es mir einen Kohlenwasserstoff, dem man 
die Formel eines Bf-Pinen: 


l 
AN 
HO AE 
Ha CLS CH: 
DU 


zuzuschreiben hat, und der in optisch verschiedenen Modificationen 
existenzfähig sein sollte, künstlich aufzubauen, um seine Eigen- 
schaften festlegen zu kônnen. 

Als Ausgangsmaterial für die Untersuchung wurde das No- 
pinon 


gewählt, dessen Reactionsfähigkeit durch die neulich schon mit- 
getheilten Versuche !) bereïts erwiesen war, und in welchem das 
doppelt gebundene Sauerstoffatom durch die Methen-Gruppe CH: 
zu ersetzen auf folgendem, in anderen Fällen schon erprobten 
Wege versucht wurde. 

Nopinon wurde mit Bromessigester und Zink in Benzollôsung 
unter den wiederholt von mir beschriebenen Bedingungen in Re- 
action gesetzt. Die Condensation vollzieht sich in normaler Weise. 
Auf die Isolierung des im ersten Schritt gemäB der Reaction: 


1) Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. 1907, 232. 
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Et CO: C2 Hs 
OH 
co 4 
PAS 
at CH + Zn CH: CHa Nca 
+CH Br CO Ce Hs. | +Zn(0H}: 
\® +2 H2 0 + Br H 
CH CE: 
CH 
Nopinon Oxyester 


sich bildenden Oxyesters wurde verzichtet, und nach Entfernung 
des Benzols dem Ester durch zweistündiges Erhitzen mit Kalium- 
bisulfat auf 150—160° Wasser entzogen. 

Wie auf Grund der bei meinen erst erwähnten früheren Ar- 
beiten gesammelten Erfahrungen angenommen werden konnte, tritt 
das Hydroxyl unter Herstellung einer Aethylenbindung nach der 
Seitenkette hin als H20 aus und es entsteht ein ungesättigter 
Ester für den — falls der Vierring des bicyclischen Systems un- 
verändert geblieben ist — nur die Formel 


CH.CO: Ce Hs 


eu a CH 

| 

CHA | CH 
D “ 
CH 


in Betracht kommen kann. 

Bei der Verseifung wurde aus diesem Ester die freie Säure 
als eine syrupôse unter 13"" zwischen 190—210° destillierende 
Flüssigkeit gewonnen. Ein Theil der noch einmal im Vacuum 
fractionierten Säure wurde in das Silbersalz verwandelt. 

0.1790 Gr gaben 0.0667 Ag. 

Berechnet für C11 His Os Ag Gefunden 

Ag 37,60 37,26 ‘Jo 

Eine grôBere Menge der freien Säure wurde der Destillation 
unter gewühnlichem Druck unterworfen. Dabeï spaltet sich Kohlen- 
dioxyd ab und gemäB der Gleichung Cu Hi Os — CO + Cio His 

26 * 
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entsteht ein Terpen und zwar, wie aus dem Folgenden hervor- 
geben wird, ein bicyclisches Terpen mit einer Methen- 
Gruppe, in dem man erwarten konnte, das gesuchte f-Pinen 
CH: 
| 
C . 
TX 
CH ; AS 


D: AN JR 


Dtre 
CH 


unter Händen zu haben. 

Der Kohlenwasserstoff wurde zunächst durch Schütteln mit 
Natronlauge von anhaftender Säure befreit, durch Dampfdestillation 
gereinigt, getrocknet und schlieflich über metallischem Natrium rec- 
tificiert. Die Ausbeute betrug aus je 30 Gramm Nopinon etwa 
12 Gramm Kohlenwasserstoff. Fast die ganze Menge ging zwischen 
155—161° über. Die Hauptmenge destillierte bei 1582. 

Die physikalischen Eigenschaften des Kohlenwasserstoffs wurden 
mit Material, das aus verschiedenen Darstellungen stammte, wie 
folgt ermittelt: 

1) d — 0.8630, nn — 1.4699 bei 20° 


2) d — 0.8630, np 14696 , 21° 
Daraus folgt : 
Berechnet für Gefunden 
Cio Hi FF? Co Hi FF Le : 
M — 45.24 43.53 43.96 43.93 


Der Kohlenwasserstoff ist rechtsdrehend. Der unverdünnte 
Kohlenwasserstoff zeigte im 1 dm. Rohr bei 21° 
ap —= + 13°45", also [a]n — + 15,98. 
Für eine ätherische Lôsung wurde gefunden; 
S —= 1.1356, L (Aether) — 7,188, d — 0,737, t1=4907 
p — 13,64 ‘ho, P="1'dm; D PI 
[ln — +12,76° 


Analyse: 
0.1480 Gr. gaben 0.4775 CO: und 0.1577 H2 O. 
Berechnet für C10 Hie Gefunden 
C 88.15 87.99 
H 11.85 11.93 


Der Kohlenwasserstoff bleibt auch bei sehr niederer Tempe- 
ratur flüssig und besitzt einen ausgesprochenen Terpentinge- 
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ruch. Siedepunkt, Dichte und Molekularrefraction weisen gleich- 
mäfig darauf hin, daf er sich von einem bicyclischen System 
mit einer Aethylenbindung ableitet. 

Aus dem Verhalten des Terpens bei der Oxydation ist ferner 
mit Sicherheit der SchluB zu ziehen, daf die Verbindung eine 
Methen-Gruppe enthält. 

Der synthetische Kohlenwasserstoff wurde unter den für die 
Gewinnung der Nopinsäure ausgearbeiteten Bedingungen') mit 
Permanganat unter Zusatz von Aetznatroa bei 0° oxydiert, dann 
nicht verbrauchter Kohlenwasserstoff abgeblasen, ausgeschiedener 
Braunstein abfiltriert und das Filtrat eingeengt. Es schied sich 
bei geeigneter Concentration eine sehr reichliche Menge schwer 
lôsliches Natronsalz aus. Wäbrend man bei der Oxydation B-Pinen- 
haltigen Terpentinôls schon mit einer Ausbeute, von 5 °/o an schwer- 
lôslichem Nopinsauren Natrium sehr zufrieden sein mu, lieferte 
das synthetische Präparat etwa den zehnfachen Betrag an schwer- 
lüslichem Salz. Das gewonnene Salz ähnelte sehr dem nopinsauren 
Natrium aus Terpentinôl und zeigte insbesondere deutlich die 
Eigenschaft durch ein Stäubchen des letzteren zur Krystallisation 
angeregt zu werden. 

Ein direkter Vergleich der beiden durch mehrfache Krystalli- 
sation gereinigten Salze ergab aber doch eine Verschiedenheit. 
Das Salz aus dem synthetischen Kohlenwasserstoff war etwas 
leichter lôslich in Wasser und die Lôüsung erwies sich als stark 
rechtsdrehend. Dagegen sind wässrige Lôsungen von nopin- 
saurem Natrium aus Terpentinôl links drehend. 

Da$ die Zusammensetzung des neuen Salzes aber die erwartete 
war, lehrte eine Analyse des aus dem Natriumsalz dargestellten 
Silbersalzes. 

1) 0.2114 Gr. gaben 0.8171 COs und 0.1002 H2 O und 0.779 Ag 

2) 0.1014 Gr gaben 0.0376 Ag. 


Berechnet für Cio H15 Os Ag Grefunden 
1 2 
C 41.23 40.91 — 
H0 19 5.30 — 
Ag 37.08 36.85 37.08 


Nun wurde aus dem umkrystallisierten und wieder in Wasser 
gelôsten Natriumsalz durch Zusatz der genau für die Bindung des 
Metalls nôthigen Menge kalter verdünnter Schwefelsäure die or- 
ganische Säure in Freiheit gesetzt und ausgeäthert. Die nach 


1) Nacbr. d. K. Ges. d. Wiss. 1907, 234. 
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Verdunsten des Aethers zurückbleibende Säure kam beim Um- 
krystallisieren aus warmem Wasser — ganz wie Nopinsäure — 
erst O6lig heraus und wurde durch ein Kryställchen Nopinsäure 
sofort zur Krystallisation gebracht. Vie] besser krystallisiert man 
die Säure aus heïifem Benzol um. Man erhält sie dann in Nadeln, 
welche nach mehrfachem Umkrystallisieren nach vorherigem ziem- 
lich starkem Erweichen bei 154—155° schmolzen. In den Mutter- 
laugen fanden sich niedriger (110—122°) schmelzende Antheile, 
deren Menge aber nicht ausreichte, um sie für eine genaue Schmelz- 
punktsbestimmung genügend zu reinigen. Aetherische Lüsungen 
der Säure erwiesen sich rechtsdrehend. À 

Abweichend von Nopinsäure verhält sich die bei 154—155° 
schmelzende Säure beim Erwärmen mit verdünnter Schwefelsäure. 
Während Nopinsäure nach v. Baeyer!) beim Erwärmen mit etwa 
12 ‘Joger Schwefelsäure auf dem Wasserbad unter Wasserverlust 
in Hydrocuminsäure übergeht, geht die neue Säure beim Erwärmen 
mit überschüssiger Schwefelsäure derselben Concentration zwar in 
Lôsung, scheidet sich aber selbst nach mehrstündigem Erhitzen 
nach dem Erkalten der Flüssigkeit wieder unverändert aus. 

Als «-Oxysäure characterisiert sich die bei 154° schmelzende 
aus dem Kohlenwasserstoff enstandene Säure durch folgendes Ver- 
halten. 

Das Natriumsalz wurde genau unter denselben Bedingungen, 
unter denen man Nopinsaures Natrium bequem in Nopinon über- 
führen kann (1 c.), mit Uebermangansäure der Oxydation unterworfen. 
Es resultierte ein schon im Kühlrohr erstarrendes, von Nopinon 
also verschiedenes, Keton Co H:140. Die im Aussehen und Ge- 
ruch sehr an Camphenylon und Fenchocamphoron erinnernde Ver- 
bindung zeigte nach dem Abpressen einen um 60° liegenden (noch 
nicht scharf bestimmten) Schmelzpunkt. Das Semicarbazon 
schmolz bei 206—207°. 


0.1518 gr gaben 0.3411 CO: und 0.1226 H: O 


Berechnet für C10 H17 ONs Grefunden 
C 61.46 61.49 
H 8.78 9.08 


Mit Hülfe der Bertram-Walbaum'schen Hydratations- 
Methode läft sich der Kohlenwasserstoff Cio H16 so gut wie quan- 
titativ in einen krystallisierten, bei 62—63° schmelzenden ge- 
sättigten Alkohol, Cio Hi OH, von Campherartigem Geruch ver- 
wandeln, der von 202—204° siedet. 


1) Ber. 29, 1926. 
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0.1269 gr gaben 0.8621 CO: und 0.138341 H: O 


Berechnet für C10 His O Gefunden 
C 77.82 77.8b 
H 11.82 1147 


Bei der Oxydation mit Chromsäure erhält man aus dem Al- 
kohol C10 His O sebr leicht ein Keton C10 Hie O, das nach Campher, 
dabei aber auch ein wenig wie Menthon riecht, oberhalb 0° flüssig 
ist, bei sehr niederer Temperatur aber erstarrt. Das bei 220 bis 
221° schmelzende Semicarbazon krystallisiert in verfilzten, in 
Alkohol ziemlich lüslichen Nadeln. 

0.1300 gr gaben 0.3015 CO: und 0.1086 H2 O 


Berechnet für C11 His ONs Gefunden 
C 63.08 63.26 
H 9.15 9.34 


Das erinnert sehr an das Verhalten der Terpene, welche 
Ossian Aschan jüngst aus den flüssigen Hydrochloriden aus. 
amerikanischem Rohpinen isoliert hat !). 

Aus den.im Vorstehenden mitgetheilten Beobachtungen geht 
bervor, daf der aus dem Nopinon synthetisch gewonnene Kohlen- 
wasserstoff im allgemeinen ein Verhalten zeigt, wie man es von 
einem B-Pinen erwarten durfte. Um so bemerkenswerther ist die 
aus allen angegebenen Feststellungen sich ergebende überraschende 
Thatsache, daB der synthetische Kohlenwasserstoff mindestens 
physikalisch, wahrscheinlich aber sogar chemisch verschieden von 
dem B-Pinen (Nopinen) ist, welches im Terpentinôl vorkommt und 
beim Abbau das zur Synthese benutzte Nopinon liefert. 

Daraus folgt, daf bei dem Aufbau des künstlichen 8 - Pinens 
aus Rechts-Nopinon jedenfalls eine Konfigurationsverschiebung 
eintritt. Vielleicht eine ähnliche Bindungsverschiebung wie sie 
beim Uebergang von Pinen in Camphen anzunehmen ist. Die Re- 
action würde damit an Interesse mehr gewinnen als verlieren, 
denn vielleicht gelingt es durch ihr näheres Studium mehr Licht 
in die noch immer nicht genügend geklärten Beziehungen zwischen 
Pinen und Camphen, sowie Isoborneol und Borneol zu bringen. 

Schon die Festlegung der Thatsache, daf der neue Methen- 
kohlenwasserstoff bei der Hydratation so glatt einen secundären 
und nicht einen tertiiren Alkohol liefert, scheint mir für die Er- 
klärung mancher Erscheinungen von Bedeutung zu sein. 

Bei der Untersuchung, welche fortgesetzt wird, habe ich mich 
der bewährten Hülfe meineg Assistenten Dr. Hugo Kôübhler zu 
erfreuen gehabt. 


1) Ber. 40, 2750. 
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IL. Ueber die Synthese homologer Verbindungen der 
Dipenten-Reihe. 

Aus dem Nopinon kann man, wie ich neulich (1. c.) zeigte, 
sehr leicht das Methylnopinol (Pinenhydrat) synthetisieren: 
Dieser tertiäre Alkohol: 

CH: - OH 


\L 
lie sich einerseits glatt in Terpinhydrat und in Dipen- 
tendichlorhydrat überfübren, andererseits in Terpinolen 
und in Terpinen abwandeln. Wabrscheinlich entsteht unter 
richtigen Bedingungen dabei auch actives Limonen und a-Pinen. 
Diese Kohlenwasserstoffe konnten aber noch nicht mit Sicherheit 
nachgewiesen werden. 

Die besprochenen Reaktionen Fe sich nun zur Gewinnung 
von Substanzen ausnützen, welche zu den genannten wichtigen 
Terpenverbindungen im Neue einfacher Homologie stehen. 
Neulich wurde schon das um 220° siedende, schôn krystallisie- 
rende und bei 43—45° schmelzende Aethylnopinol 

C:H5 OH 


beschrieben und das zugehôrige bei 75—76° schmelzende Homo- 
cis-Terpinhydrat 
C5 OH 


C.OH 

CHs CE 
Aus letzterem erhält man nun durch Umsetzung mit Eisessig- 
Halogenwasserstoffsäure sehr glatt die zugehôrigen krystalli- 
sierten Bihalogenverbindungen. Dieselben Substanzen entstehen 
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auch (aber verunreinigt durch flüssige Beimengungen), wenn man 
Aethylnopinol mit Eisessig- Halogenwasserstoff behandelt. 
Die Verbindungen haben folgende Eigenschaften : 
Das Bihydrochlorid 
CHs CI 


X 
è 
| 
CCI(CHs} 
ähnelt im Aussehen und Geruch dem Dipentenbihydrochlorid zum 
Verwechseln. Es schmilzt bei 63—-64° 
0.1064gr gaben 0.1351 AgCI 
berechnet für C11 H2o Cl Gefunden 
C1 31:79 31.39 

Das Bibromhydrat Ci1 His. 2H Br schmilzt bei 82—84° 
unter vorherigem Sintern. 

Das Bijodhydrat C1 His. 2HJ bildet sich sehr schnell nnd 
besteht aus ziemlich beständigen bei 63—64° schmelzenden Kry- 
stallen. 

0.1228 gr geben 0.1422 AgJ 
berechnet für C11 Hso Je Gefanden 
J 62.53 62.59 

Das bei 63—64° schmelzende Bichlorhydrat wurde, um den 
zugehôürigen Kohlenwasserstoff C11 His zu gewinnen, mit Anilin in 
Umsetzung gebracht und dabei so verfahren, wie für Abscheidung 
von Dipenten aus Dipentenbichlorhydrat neulich beschrieben worden 
ist’) Es wurde ein Kohlenwasserstoff von folgenden Eigen- 
schaften erhalten: Siedepunkt : 201°—202° 

d — 0.8545, ny — 1.4802 bei 18° 
berechnet für C11 His 7° Gefunden 
— 49.84 49.89 

Beim Bromieren in Eisessiglôsung unter Abküblang liefert 
der Kohlenwasserstoff mit grôBter Leichtigkeit ein festes Tetra- 
bromid, das nach dem Umkrystallisieren aus Essigester, in dem 
es ziemlich lôslich ist, bei 124—125° schmilzt. 

0.0970 gr. gaben 0.1558 Ag Br. 
berechnet für C11 His Bra Gefunden 
Br 68.05 68.35 


1) Ber. 40, 608. 
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Mit Amylnitrit und Salzsäure in Eisessiglôsung färbt sich der 
Kohlenwasserstoff sofort blaugrün und liefert ein leicht lôsliches 
krystallisiertes Nitrosochlorid, welches unter Salzsäureab- 
spaltung in ein Oxim übergeht, aus dem sich beim Zerlegen mit 
Säuren ein nach Carvon riechendes Oel abscheidet, welches je- 
denfalls das hôhere Homologe dieses Ketons vorstellt. 

Die nähere Untersuchung all dieser Producte steht noch aus. 
Man darf auf Grund der vorliegenden Beobachtungen aber schon 
schlieBen, daB der beschriebene Kohlenwasserstoff Ci1 His in der 
Hauptmenge aus dem hôheren homologen Dipenten 

CH: e 


CB. l : CH: 
besteht, dem vielleicht etwas von den Isomeren der Terpinolen- 
Reihe beigemischt ist. 

Da nun kaum etwas im Wege stehen wird, die vorstehend 
beschriebenen Verbindungen auch sonst noch ganz analog wie 
z. B. cis-Terpinbydrat, Dipentendihydrochlorid und Dipenten abzu- 
wandeln, »!s0 neue Kohlenwasserstoffe, Terpineole, Carvone u.s. w. 
daraus herzustellen, 80 sieht man, ein wie weites Gebiet für die 
Forschung sich hier neu erôffnet. 

Der Aufbau noch hôherer homologer tertiärer Alkohole aus 
dem Nopinon vollzieht sich, soweit die bisherigen Erfahrungen 
reichen, allerdings nicht mehr so glatt wie die der Methyl- und 
Aethyl-Verbindung. 

Das n-Propylnopinol 

Cs H7 OH 


wurde bei der Umsetzung von Nopinon mit normal-Propyljodid 
und Magnesium nach Grignard nur in mangelhafter Ausbeute er- 
halten. 
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Als sehr stôrend erwies sich nämlich bei der Darstellung 
des tertiären Alkohols die gleichzeitige Entstehung des bei 101° 
schmelzenden Nopinols Co Hie O, die kaum allein aus der Gegen- 
wart von etwas Feuchtigkeit bei der ersten Reaktion erklärt 
werden kann, sondern die wahrscheinlich auf eine zum Theil an- 
normal verlaufende Zersetzung des Zwischenproducts 

Cs He OMg J 


|; 
u 
IL 

zurückzuführen ist, die sich im Sinne der Gleichung : 


VX /Mes H OH 


S—/ NC: H OH H 


ohoi 5h 
Ps" 
aa + Cs He OH + MgO + JH 


abzuspielen scheint. 

Das nach dem üblichen Verfahren isolierte Product der Um- 
setzung von der Grignard'schen Reaction siedete gar nicht 
constant in der Hauptmenge von 229—235 Die Fractionen 
bis 225° setzten beim Abkühlen viel Nopinol ab. Die Frac- 
tion 225—236° lieferte beim Schütteln mit verdünnter Schwefel- 
säure ein Terpin, das nach dem Ausziehn mit Essigester nicht 
zum Erstarren zu bringen war, aber mit Chlorwasserstoff-Eisessig 
ein gut krystallisierendes Bichlorhydrat gab, dessen Unter- 
suchung noch aussteht, in dem man aber mit Sicherheit erwarten 
darf, die Verbindung C12 H2o.2 H C1 unter Händen zu haben. 


II. Über Synthesen in der Terpinenreihe. 


In ganz ähnlicher Weise, wie das Nopinon läft sich das 
Sabinaketon!) 
(® 


Î 
« 
\ 
CH(CH3} 


zu Synthesen verwerthen. 
1) Semmler, Ber. ch. Ges. 83, 1465; 85, 2046. 
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1) Synthese von Terpinenterpin (1.4 Bioxy-p-Terpan) 
vom Schmelzpunkt 1372. 


Methylmagnesiumjodid wurde in ätherischer Lôsang mit 
Sabinaketon in Umsetzung gebracht. Nach dem üblichen Ver- 
fahren gelang es als Produkt der Umsetzung den tertiären Al- 
kohol ee, 

CH: OH 


ee 
\ 
CH(CHs} 


zu isolieren, den man als Methylsabinaketol oder auch als 
Sabinenhydrat bezeichnen kann. Der Alkohol, der von an- 
haftenden und noch nicht näher untersuchten flüssigen Antheilen 
durch Absaugen leicht befreit werden kann, siedet unter gering- 
fügiger Wasserabspaltung zwischen 195—201° und schmilzt bei 
88—39, Er ist leicht flüchtig und besitzt einen terpineolartigen 
Geruch. Gegen Permanganat ist er ganz beständig. 
0,1496 gr gaben 0.4284 CO: und 0.1593 H:0. 


Berechnet für C10His8O Gefunden 
C 77.83 78.10 
H 11.79 11.94 


Mit Eisessig-Bromwasserstoff liefert der Alkohol sehr leicht das 
bei 58—59° schmelzende Terpinendibromhydrat, indem sich 
die intracyclische Bindung unter Addition von BrH lôst und 
gleichzeitig OH gegen Br ausgetauscht wird. 

Schüttelt man das Sabinenhydrat mit 5°/iger Schwefelsäure 
(auf 1 gr Alkohol 500 cem Säure), so findet Verflüssigang des 
Alkohols statt, indem sich intermediär wahrscheinlich das Ter- 
pinenol (1) (7*-Menthenol-1) bildet, wird weiterhin Wasser 
addirt und es entsteht allmählich das Terpinenterpin: 


CH OH CH: OH 
\ A 
H2 Lo H2 H2 
H\\/E: H2 
| PES 


CH (CH: (CH3} CH OH 


Nach der Neutralisation der Flüssigkeit mit Alkrli kann das Ter- 
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pin vom Schmelzpunkt 137° durch Extraction mit Essigäther leicht 
gewonnen werden und zeigt alle von mir früher schon angegebenen!) 
Eigenschaften. 


2) Synthese von Homo-Terpinenterpin und homologer 
Terpinendihydrohalogenide. 


Aethylmagnesiumjodid und Sabinaketon wurden in bekannter 
Weiïse in ätherischer Lôüsung in Umsetzung gebracht. Da der 
entstehende Alkohol gegen Säuren empfindlich ist (vgl. das eben 
über Sabinenhydrat Mitgetheilte), wurde nach beendeter Reaction 
die ätherische Lôsung uicht in üblicher Weise mit Säure geschüttelt, 
sondern unmittelbar der Wasserdampfdestillation unterworfen. 
Der zuerst übergehende Aether wurde für sich aufgefangen, der 
dann folgende synthetische Alkohol ausgeäthert und nach dem 
Trocknen mit Pottasche im Vacuum fractioniert. Die im Vacuum 
zwischen 100—104° siedende Fraction stellt annähernd reines *) 
Aethylsabinaketol 


CH: CH: OH 


Bee à 
HN 


CH (CH): 
vor. 
0.1160 gr geben 0,3348 CO: und 0.1260 H:0 
Berechnet für C11 H200 Gefunden 
C 78.49 78.72 
H 11.99 12.18 


Wenn man das Methylsabinaketol mit verdünnter Schwefel- 
säure schüttelt, entsteht unter Wasseraddition das homologe 
Terpinenterpin. 


CH: CH: OH 


| 
” 


(CHs)e ca” Yon 


1) Ber. 40, 578—579. 
2) Das Präparat enthält auch etwas ungesättigte Bestandteile. 
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Diese Verbindung ähnelt dem Terpinenterpin ganz auBerordentlich, 
schmilzt aber etwas hôher, nämlich bei 141—142°. Bei langsamem 
Erhitzen sublimiert sie in schônen schneeweifen Blättchen, bei 
der Umsetzung mit Eisessigbromwasserstoff lieferte sie glatt das 
bei 88—89° schmelzende Bibromhydrat C11 His. 2 H Br. 

Wird Aethylsabinaketol mit  Eisessig - Halogenwasserstoff- 
säuren in Umsetzung gebracht, so entstehen die hôheren Ho- 
mologen der entsprechenden Terpinen-Verbindun- 
gen von folgenden Eigenschaften : 

Bihydrochlorid, C1Hi:s.2HCI. Glänzende Tafeln vom 
Schmelzpunkt 67—68° 

0.2090 gr gaben 0.2684 Ag CI 
.Berechnet für C11 Hzo Cle Grefunden 
C1 31.78 31.75 

Bibromhydrat, C1 H18. 2H Br, Schmelzpunkt 88—89°, 

Bijodhydrat, C1 His. 2 HJ. Krystallisiert aus Methylalkohol 
in schônen prismatischen Krystallen vom Schmelzpunkt 89—90° 

0.2630 gr gaben 0.3034 Ag J 
Berechnet für C11 Ho Je Grefanden 
J 62.53 62.36 

Nach den nunmehrigen Feststellungen kennt man jetzt zwei 
Gruppen wohl characterisierter Halogen-Verbindungen einerseits 
der Dipenten-, andererseits der Terpinen-Reïhe, die ich mit 
den zugehôrigen Schmelzpunkten in folgender Tabelle zusammen- 
stelle : 


Dipenten-Reihe Terpinen-Reiïhe 
Cio Hi6. 2 H CI 49—50° 529 
Ci1 His. 2H CI 63—64° 67 — 68° 
C10 Hie. 2 H Br 64° 58—59° 
Cu His. 2H Br 82—840 88—89° 
Cio Hi6. 2HJ 77 u. 78—79° 76° 
C1: His. 2H9J 63—64° 89—90° 


8) Über die Synthese eines Terpinen. 
Sabinaketon Co H140 wurde mit Bromessigester und Zink in 
Benzollôsung genau unter denselben Bedingungen umgesetzt, wie 
es für andere Ringketone beschrieben ist. Aus dem zuerst ent- 
stehenden Oxyester wurde Wasser abgespalten, der ungesättigte 
Ester verseift und die freie ungesättigte Säure isoliert. 
In Bruttoformeln ausgedrückt, verläuft die Reaction wie 
immer in folgenden Phasen: 
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1) Co H140 + Br CH: CO Ce Hs + Zn + Hz: O 


OH 
= 2n0 + BrH + Co Es x CO: Ge Hs 


OH 
2) Co Hi x, CO Co Hs — He O + Co H14 : CH CO: Co Hs 
8) Co Hu : CH COs Ce H5 + H20 — Co Hs OH + Co Hu : CHCO:H. 


Die ungesättigte Säure Co H1: CHCO2H fällt aus dem 
bei der Verseifung des rohen Esters erhaltenen Salz durch Zusatz 
von verdünnter Schwefelsäure zunächst ülig aus, erstarrt aber 
nach der Destillation im Vacuum. Ausbeute aus 20 gr Keton 15 
gr Säure. 

Nach dem Abgiefien auf Thonplatten schmolz die durch Kry- 
stallisation schwer zu reinigende Säure bei 47—48°. 

Zur Analyse kam das Silbersalz: 

0.1453 gr gaben 0.0543 Ag 
Berechnet für C11 Hi502 Ag Gefunden 
Ag 37.60 37.37 


Bei langsamer Destillation unter gewühnlichem Druck spaltet 
die Säure Kohlendioxyd ab und es destillirt ein Kohlenwasserstoff 
über, der mit Natronlauge gewaschen, mit Wasserdampf überge- 
trieben und nach dem Trocknen über Natrium destilliert wurde. 

Fast die Gesamtmenge ging zwischen 175—179° über, die 
Hauptmenge zeigte einen Siedepunkt bei 176. Ferner wurde be- 
stimmt d — 0.843, nn == 0.4773. 

Berechnet für Cio Hi F* Gefunden 

M — 45.24 45.61 


Es liegt also ein Kohlenwasserstoff mit zwei Aethylen- 
bindungen vor. 

Da dieser Kohlenwasserstoff ein Terpinen ist, folgt aus 
seinem sonstigen Verhalten. 

Mit Chlorwasserstoff-Eisessig liefert er in ziemlich guter Aus- 
beute das bei 52° schmelzende Terpinendihydrochlorid. 
In bekannter Weise mit salpetriger Säure in Berührung, 
entsteht daraus nach einiger Zeit Terpinennitrosit, welches 
durch das bei 154° schmelzende Nitrolpiperidid identificirt 
werden konnte. Der Kohlenwasserstoff soll demnächst in grüferer 
Menge [bisher standen nur ca. 8 Gramm reines Material zur Ver- 
fügung] dargestellt und näher studiert werden. Es läft sich aber 
schon jetzt mit ziemlicher Sicherheit annehmen, da man es mit 
dem B-Terpinen 
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CH 
L 

a ve 

HC CH 
V 


‘4 


| 
CH (CHs)e 


zu tun hat. Während der oben angegebenen Reactionsfolge ver- 
schiebt sich die intracyclische Bindung des Sabinaketons zu einer 
Aethylenbindung, während die Wasserabspaltung aus dem Oxy- 
ester, wie meistens, nach der Seitenkette hin erfolgen dürfte. 

Der beschriebenen ungesättigten Säure darf man daber die 
Formel 


CH(CH:}) 


zuschreiben, und annehmen, daB sie durch CO:-Verlust B-Terpinen 
giebt. Denn es hat sich in den jetzt schon recht zahlreichen Bei- 
spielen, die ich beigebracht habe, als eine bisher ausnahmslos 
bestätigte Regel herausgestellt, daf die Säuren mit semicyclischer 
Bindung von obigem Typus bei der Kohlendioxyd-Abspaltung 
Methen-Verbindungen liefern und daf sich bei diesem Vorgang 
eine Verlegung der Aethylenbindung in den Kern nicht voll- 
zieht. Es sind im Gegenteil sogar schon Beispiele dafür bekannt, 
daB mit Hülfe der Bromessigester-Synthese aus Ketonen aufge- 
baute ungesättigte Säuren, welche die Aethylenbindung unzweifel- 
haft im Kern tragen, während der Kohlensäureabspaltung die 
Bindung gern nach der Seitenkette hin verschieben !). 


Auch der Umstand, daB die für den Kohlenwasserstoff ge- 
fandene Molekularrefraction den berecbneten Wert um 0,37 über- 
steigt, spricht für das Vorbandensein der semicyclischen Bindung. 
Es wird natürlich versucht werden, die Zulässigkeit der Annahme 


1) Ber. ch. Ges. 39, 2504, Annal. 353, 266. 
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noch auf experimentellem Wege weiter zu prüfen. Bis dabin muf 
die obige Formel als die bei weitem wahrscheinlichste gelten. 

In Berührung mit Säuren verlegen nun die Methen-Ver- 
bindungen die Doppelbindung leicht in den Kern. Methen- 
Cyklokexan z. B. wird — wie ich durch besondere Versuche 
festgestellt habe, von denen bei anderer Gelegenheit die Rede 
sein wird — unter dem Einfluf von Säuren leicht zu Methyl- 
Cyklohexen invertiert !): 


CH CE 
_ / 


CR ETS 


Daher ist es verständlich und war zu erwarten, daf B-Terpinen 
durch salpetrige Säure in das gewôhnliche Terpinennitrosit sich 
überführen läBt, welches nach den jetzt vorliegenden Feststellungen 
sich von dem «-Terpinen 

CH3 


| 
C 
né 
ab ba, 
Y 


laccr 
herleitet. 
Bei der Durchführung der Synthesen aus Sabinaketon, welche 
noch fortgesetzt werden, bin ich in vortrefficher Weise durch 
Herrn Dr. Friedrich Boedecker unterstützt worden. 


IV. Ueber die Synthese von Anethol aus Anisaldehyd 
und von Isosafrol aus Piperonal. 


(Mitbearbeitet von Edgar Evans. 


In zablreichen Fällen hat sich mir nunmehr die Versuchs- 
anordnung bewährt, die ich für die Synthesen empfohlen habe °), 
welche die Reaction von Reformatzky und Saytzeff (Wechsel- 
1) Man ait auch Ber. 39, 2505. 

2) Annal. d. Ch. 828, 138 (1902); 847, 316. (1906). 


Egi. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1907. Heft 4. 27 
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wirkung von halogenisierten Säureestern mit Aldebyden oder Ke- 
tonen bei Gegenwart von Zink) zum Ausgangspunkt nehmen. Die 
vorgeschlagene Verwendung von Benzol als Verdünnungs- 
mittel bei jener Reaction ist auf die Ausbeuten und die Reïnheiït 
der entstehenden Producte von allergünstigstem Einfluf. Das hat 
sich namentlich auch bei der Verwendung von Aldehyden als Aus- 
gangssubstanzen gezeigt. Die folgenden auBerordentlich glatt ver- 
laufenden Umsetzungen bieten dafür neue Beispiele. 


1) Synthese von Anethol. 


10 gr Anisaldehyd wurden mit 14 gr Brompropionsäureaethy1- 
ester, gelôst in 40 cem Benzol mit b gr granuliertem Zink in Um- 
setzung gebracht. Es resultierten 15 gr des Oxyesters 


OH 
CH: ©. C: Hi CH Gx (CH:).COs CH, 
Aus der unter 13"" zwischen 235—245° aufgefangenen Fraction 
wurde ohne weiteres durch 2stündiges Erhitzen mit der doppelten 
Menge Kaliumbisulfat auf 150° Wasser abgespalten. Der ent- 
standene ungesättigte Ester 


CHs O. Ce Ha CH : C (CHs). CO» Ce Hs 


(Siedepankt der Hauptmenge 170—180° unter 25°") wurde zu der 
Anisyl- «Methyl-Acrylsäure 


CBs O . Ce Ha CH : C (CH3) CO: H 


verseift, von der 7,3 gr erhalten wurden. Die Säure, welche nach 
dem Umkrystallisieren aus Aceton bei 157° schmolz, ist bereits 
von W. H. Perkin sen. im Verlauf seiner klassischen Arbeiten 
über die Aldehydcondensationen durch Erhitzen von Anisaldehyd 
mit Propionsäureanhydrid erhalten worden. Perkin giebt den 
Schmelzpunkt zu 154° an und berichtet ferner von der Säure !): 
» When heatet to boiling, it decomposes, yielding an oil, which 
has the odour of oil of anise and when cooled becomes crystalline“. 

In der That zerfällt die Säure bei langsamer Destillation 
(etwa zu 50°) unter CO:-Abgabe und Bildung von Anethol 
CH: 0. Ce Ha CH : CH CH. 

Das beim Abkühlen schnell erstarrende Anethol konnte durch 
den Siedepunkt — 232° — und Ueberführung in das bei 121° 
schmelzende Anetholnitrit leicht identificirt werden. 


1) Journ. Chem. Soc. 81, 411—413 (1877). Ueber die Aufklärung der Kon- 
stitution der Perkinschen Säure s. Annal. 255, 294—295, 
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2) Synthese von Isosafrol. 
18 gr Piperonal und 21 gr «-Brompropionsaures Aethyl wurden 
in der vierfachen Menge Benzol gelôst mit 8 gr Zink umgesetzt. 
Es wurden 27 gr eines zwischen 180—210° siedenden Products 
erbalten, das, wie in dem vorigen Beispiel angegeben ist, mit Ka- 
lumbisulfat erwärmt und dann verseift wurde. Die Ausbeute be- 
trug 16 gr Piperonyl-«-Methyl-Acrylsäure 


CH 9 >> Ci He CH : C(CHS) COL H. 


Diese Säure ist sehr schwer lôüslich in Aceton, Methylalkohol, 
Benzol und Essigester und kann durch Waschen mit diesen Lü- 
sungsmitteln von anhaftenden rôthlich gefärbten Verunreinigungen 
leicht befreit werden. Beim Ueberhitzen verliert die Säure Koh- 
lendioxyd. Die Reaction verläuft aber nicht glatt. + Immerhin 
konnte aus dem Destillat nach dem Waschen mit Alkali und fol- 
gender Reinigung mit Wasserdampf genügend Isosafrol 


CE: > Hs CH : CH CHs 


erhalten werden, um es durch den Siedepunkt — 244 — und 
Ueberführung in das nach dem Umkrystallisieren aus Benzol bei 
128° schmelzende Nitrit zu identificieren. 


V. Ueber das Vorkommen von Sabinen im Ceylon- 
Cardamomenôl und im Majoranaël. 


Wie ich Annalen d. Chemie 350, 168 mitgetheilt habe, findet 
sich im Cardamomenël ein etwa zwischen 165—167° siedender 
Kohlenwasserstoff (d — 0,846), welcher in Berührung mit Eis- 
essig-Salzsäure Terpinenbihydrochlorid vom Schmelzp. 52° liefert 
und den ich für Sabinen ansprach. Der Versuch das Sabinen 
durch Ueberführung in das krystallisierte Sabinenglycol nachzu- 
weisen verlief aber resultatlos. Inzwischen hat mich die Erfahrung 
gelehrt, daf sich diese Reaction für den Nachweis von Sabinen 
nicht eignet, wenn der Kohlenwasserstoff nicht ziemlich rein vor- 
liegt. Das Glycol wird nämlich durch Fremdsubstanzen leicht am 
Krystallisieren verhindert und dadurch der Nachweis des Vor- 
handenseins erschwert. Viel leichter ist es, das Sabinen auch wo 
der Kohlenwasserstoff als Gemengtheil vorliegt, durch Ueber- 
führung in die Sabinensäure nachzuweisen. Auf diesem Wege 
gelang es denn auch festzustellen, daf die erwähnte Kohlenwasser- 

21% 
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stoff-Fraction des Cardamomenüls wirklich Sabinen enthält. 10 gr 
des Materials von dem angegebenen Siedepunkt wurden bei 0° mit 
der berechneten Menge Permanganat oxydirt, die bei der Oxydation 
erhaltenen Säuren in üblicher Weise isoliert und deren ätherische 
Lôsung mit Natronlauge durchgeschüttelt. Das sich fest abschei- 
dende Natriumsalz wurde abfiltrirt, durch verdünnte Schwefelsäure 
zersetzt und die erhaltene Säure wiederum mit Aether aufge- 
nommen. Nach dem Verdunsten des Aethers hinterblieb eine 
krystallinische Säure, welche zuerst bei b3-—54°, nach mehrtägigem 
Verweilen im Exsiccator aber bei 56—57° schmolz und bei einem 
Vergleich mit der aus Sabinaël dargestellten Sabinensäure sich 
mit dieser als vüllig identisch erwies. 

Genau dasselbe Resultat wurde mit einer entsprechend sie- 
denden Fraction des Majoranaüls erzielt. Die bei der Oxy- 
dation des Kohlenwasserstoffs erhaltene Säure stimmte gleichfalls 
mit Sabinensäure im Schmelzpunkt und Verhalten überein. Die 
Säure wurde in das Silbersalz übergeführt und dieses analysiert. 

0.1733 gr gaben 0.0638 Ag. 

Berechnet für C 10 Hi5 Os Ag Gefunden 
Ag 37.08 36.82 

Nachdem nunmehr der Gehalt von Sabinen im Cardamomenÿl 
und Majoranaëül festgestellt ist, wird man annehmen dürfen, daf 
der in beiden Oelen schon längst nachgewiesene Terpinen-Gebhalt 
(s Weber, Annal. d. Chem. 238, 98 u. W. Biltz, Ber. 32, 995) 
auf eine Umwandelung des Sabinen in Terpinen zurückzuführen 
ist. Ueber die Beziehungen der beiden Koblenwasserstoffe und 
den leichten Uebergang von Sabinen und Terpinen habe ich vor 
kurzem berichtet !). 

Bei den vorstehenden Feststellungen hatte ich mich der Mit- 
arbeit von Dr. Wilh. Kempe zu erfreuen. 


VI. Ueber isomere Camphene und eine neue 
Camphencamphersäure. 


(Mitbearbeïtet von Dr. Paul Gutmann.) 


Während man früher allgemein der Ansicht war, daB man 
das künstlich aus Pinen oder aus Borneol gewinnbare und das in 
einigen ätherischen Oelen natürlich vorkommende Camphen als 
chemisch identische und ganz einheitliche Kôrper zu betrachten 
babe, ist es durch die sorgfältigen Untersuchungen von Zien- 


1) Annal. d. Chem. 350, 162; Ber. chem. Ges. 40, 592. 
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kowski und Moycho!) ziemlich wahrscheinlich geworden, daB das 
künstliche Camphen ein Gemenge von chemisch verschiedenen 
Kohlenwasserstoffen vorstellt. Ueber natürliches Camphen 
liegen bereiïts einige Angaben vor, aus welchen hervorgeht, daf 
der Schmelzpunkt dieses Kohlenwasserstoffs mehrfach niedriger 
gefunden ist als der des synthetischen. Bei der grofen Schwie- 
rigkeit das Camphen aus Gemengen ganz rein abzuscheiden, kônnte 
man den niedrigeren Schmelzpunkt auf Rechnung von Verun- 
reinigungen setzen. Zu entscheiden war die Frage, ob man es 
hier mit einem besonderen Kohlenwasserstoff zu thun habe, nur 
durch eine genaue chemische Untersuchung. 

Durch die Freundlichkeit der Firma Dr. Mehrländer und 
Bergmann in Hamburg waren wir in Besitz eines ,sibirischen 
Fichtennadelüls“ gekommen, welches reich an Bornylacetat ist und 
in seinen niedrigst siedenden Fractionen ein Camphen enthält ?). 
Dies Camphen lief sich am bequemsten auf die Weise isolieren, 
daf aus den Fractionen vom Siedepunkt 156—165°, welche vorher 
zur Zerlegung der darin enthaltenen Ester mit alkoholischem Al- 
kali behandelt waren, die am leichtesten angreifbaren Antheile 
durch Schütteln mit alkalischer Permanganatlôsung fortoxydiert 
und der mit Wasserdampf abgeblasene Rückstand niederen Tem- 
peraturen ausgesetzt wurde. Das Camphen scheidet sich dann 
krystallinisch aus, wird abgesaugt und durch Destillation über 
Natrium und nochmaliges fractioniertes Ausfrieren weiter gereinigt. 

Ein auf diesem Wege gewonnenes Präparat zeigte folgende 
Eigenschaften : 

Siedepunkt 160—161°, Schmelzpunkt 39°, d — 0,8555 bei 41°, 
nn — 1.46207 bei 409 Daraus: 

M = 43,71 (ber. für Cio Hie / — 43.53). 
Das Camphen besitzt also eine Aethylenbindung. Der Kobhlen- 
wasserstoff ist links drehend. 


S — 1,0268, L (Aether) — 8,0074,- d = 0,700, t = 18° 
p = 11,386°, d = 1dm, «pp — —6°4b 
[ln — —84",e. 
0,2497 gr gaben 0,8050 CO2 und 0,2630 Hz O. 


1) Annal. 340, 17. 
2) Man vergleiche dazu: Bertram u. Walbaum, J. pr. Ch. 49, 8 (1894); 
Schindelmeiser, Centralbl. 1908, 1, 835; Golubew, Centralbl. 1888, 1622; 


1905, I, 95. 
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Berechnet für C1o Hi Gefunden 


C 88,23 87,92 
H 11,76 11,70 


Wird dies Camphen mit Permanganat unter den von G. Wagner 
bei Anwendung von künstlichem Camphen eingeschlagenen Bedin- 
gungen oxydiert, so gewinnt man eine mit der bekannten Cam- 
phencamphersäure!) isomere Säure von folgenden Eigenschaften. 

Die Säure krystallisiert in Nädelchen oder Blättchen vom 
Schmelzpunkt 1429, ist leicht lôslich in Alkohol und warmem 
Benzol, schwerer in Aether und in Chloroform, sehr schwer lôslich 
in kaltem, leichter lôslich in kochendem Wasser. Die Lôüsungen 
sind schwach links drehend. 


S,.=213,2042,. L.(Alkohol). —=.,12,1632,..d.=:0,861,:.t:=,16! 
p = 20,85"), 1 = 2 dm, «an = —0°25 
lan] = — 1°, 166. 
Analyse der freien Säure: 
0,1576 gr gaben 0,3491 CO: und 0,1159 H20. 


Berechnet für Cio H16 O4 Gefunden 
C 60,00 60,41 
H 8,00 8,17 


Analyse des Silbersalzes : 
0,2059 gr gaben 0,1070 Ag. 
0,2107 gr gaben 0,2242 CO: und 0,0679 H:0. 


Berechnet für Co H14 Os Agz Gefunden 
C 28,98 29,02 
H 8,38 3,58 
Ag 52,17 51,97 


Durch Umsetzung mit Phosphortrichlorid wurde die freie Säure 
in das Chlorid und dieses durch Behandlung mit gasfôrmigem Am- 
moniak in ätherischer Lôsung in das Amid verwandelt. 

Diese Verbindung krystallisierte aus heifem Wasser in Nadeln 
vom Schmelzpunkt 19970. 


0,1665 gr gaben 0,8652 CO: und 0,1340 H: 0. 


Berechnet für C10o H18 O2 No (refunden 
C 60,60 60,18 


H 9,09 8,99 


1) Vergl. Annal. 340, 48. 
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Das auf analogem Wege dargestellte Dianilid, das unlôslich 
in Wasser und schwer lôslich in Alkohol ist, schmolz bei 2182. 


0,1501 gr gaben 0,4129 CO: und 0,1081 Hs: O. 


Berechnet für Ces Ho6 Oo No Gefunden 
C 75,43 75,02 
H 7,43 7,63 


Wenn man die Säure vom Schmelzpunkt 142° in Chloroform 
suspendiert mit Acetylchlorid in Berührung bringt, so entsteht ein 
Anhydrid, welches bisher nur in syrupüser Form erhalten 
wurde, sich aber mit Anilin zu einer Anilsäure umsetzen lief, 
welche gleichfalls noch nicht in gut characterisierter Form ab- 
geschieden werden konnte. 

Bei der Destillation des Kalksalzes der Säure Cio H16 O4, 
Schmelzp. 142°, konnte ein Keton nicht erhalten werden. 

Die eben beschriebene Säure C1oH16O4 ähnelt der schon be- 
kannten Camphencamphersäure, ist von dieser aber sicher ver- 
schieden, wie sich aus der Zusammenstellung der folgenden Schmelz- 
punkte ergiebt: 

Verbindungen aus 


künstlichem Camphen natürlichem Camphen 
Schmelzp. 39° 
Säure Cio Hi6O4 1369 bis hôchstens 137°,5 1420 
Diamid 2220 1970 
Dianilid 210° 218° 


Was die Ausbeute an Camphencamphersäure aus dem natür- 
lichen Camphen betrifft, so konnten aus 10 gr reinem Camphen 
8,6 gr bei 142° schmelzende Säure isoliert werden. 

Neben der Camphenscamphersäure wurde das Vorhandensein 
sehr kleiner Mengen eines Glycols unter den Oxydationsprodukten 
nachgewiesen, ferner in geringer Menge eine Säure, welche ein 
schwer lôsliches Natriumsalz gab. 

Da vorläufig noch zu wenig von den letzterwähnten Substanzen 
zur Verfügung stand, mu ihre Natur noch dahin gestellt bleiben 
und also auch, ob ihre Entstehung sich nur durch die Anwesenheit 
eines Methen-Kohlenwasserstoffs erklären lassen wird. Die 
überwiegende Bildung der zweïbasischen Camphencamphersäure aus 
dem natürlichen Camphen ist jedenfalls auffallend und spricht zu- 
nächst nicht gerade für das Vorhandensein einer semicyclischen 
Bindung, denn nach allen Erfahrungen, die man bei Verbindungen 
gemacht hat, deren Konstitution als einheitliche Methen -Kohlen- 
wasserstoffe sicher gestellt ist, geben diese Substanzen bei ent- 
sprechender Oxydation mit Permanganet stets in nicht zu über- 
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sehender Menge und meist sogar als Hauptproduct «-Oxy- 
säuren. Das natürliche Camphen läft sich übrigens mit Hülfe der 
Bertram'’schen Reaktion ebenso leicht in Isoborneol über- 
führen, wie das künstliche. 

In ätherischer Lôsung mit Chlorwasserstoffgas behandelt, 
lieferte es ein festes Hydrochlorid. Wurde diesem Chlorid mit 
Hülfe von Anilin Salzsäure entzogen, so erhielt man ein Camphen 
vom Schmelzpunkt 51°. 

Beim Bromieren nach Reychler') lieferte das bei 39° 
schmelzende Camphen ein bei 89° schmelzendes Bibromid. 

Wir haben es in dem natürlichen Camphen also augenscheinlich 
nur mit einer physikalisch-isomeren Modification des künst- 
lichen, die bei 137° schmelzende Camphencamphersäure liefernden 
Camphens zu thun. 

Es war nun von Interesse zu erforschen, ob das oben charakter- 
isierte Camphen sich auch sonst in der Natur findet. Das hat sich 
leicht constatieren lassen. Die Firma Schimmel & Co. hatte 
die Freundlichkeit uns einen Camphenhaltigen Vorlauf aus Citro- 
nellaôl zu überlassen. Das aus diesem herausgearbeitete Camphen 
gab bei der Oxydation mit Permanganat gleichfalls die bei 142° 
schmelzende Camphencamphersäure. 

Endlich wurde der Versuch gemacht Camphen noch auf einem 
anderen als dem bisher üblichen Wege künstlich darzustellen. Zu 
dem Zweck wurde von reinem Bornylamin ausgegangen, 
welches durch Reduction von Campheroxim gewonnen und von 
allen Fremdsubstanzen, namentlich von unverändertem Oxim, sorg- 
fältig befreit worden war. Dieses Bornylamin wurde in essig- 
saurer Lôsung mit 1 Mol. Natriumnitrit in Umsetzung gebracht, 
das entstandene Reactionsproduct mit Wasscrdämpfen abgeblasen 
und aus dem Destillat die vorhandenen Kohlenwasserstoffe in üb- 
licher Weise abgseschieden und durch fractionierte Destillation von 
hôher siedenden Bestandtheilen befreit. Die anfangs flüssigen 
Producte erstarrten beim Abkühlen. Das ausgeschiedene Camphen 
wurde abgesaugt und abgepreft. Es zeigte den Siedepunkt 160—1610 
und den Schmelzpunkt 50°, ferner eine auffallend starke optische 
Activität. 

S = 0,8766, L (Aether) — 8,1828, d — 0,720 t — 17° 
p = 9,67 °o, 1 = 1 dm, ap — +7°14' 
[lb — + 103,89 

Bei der Oxydation lieferte dies Camphen eine Säure, welche, 

wie die neue Camphencamphersäure, einen Schmelzpunkt von 


1) Ber. 29, 900. 
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141—142° aufwies. Die Säuren scheinen aber nicht identisch zu 
sein, denn ein Gemisch beider zeigte Schmelzpunktsdepression. 
Die geringe Menge Substanz, welche vorläufig vorhanden war, 
erlaubte es aber noch nicht dem Gegenstand weiter nachzugehen. 


VIL Über Condensationsprodukte cyclischer Ketone mit 
aromatischen Aldehyden. 


Bezüglich der Condensationsfähigkeit einiger Terpenketone 
mit Benzaldehyd hatte ich früher UnregelmäBigkeiten beobachtet !). 
Ferner hatte sich, wie ich kürzlich hervorhob?), herausgestellt, 
daB bei der Anwendung von Benzaldehyd zur Condensation mit 
gesättigten Ketonen verschiedener Ringsysteme ,die Leichtigkeit, 
mit der die Condensation sich vollzieht, vom Pentanon zum Oc- 
taron hin stetig abnimmt.“ Die Beobachtung, da bei den Kohlen- 
stoff reicheren nicht substituierten Ringketonen sich die Benzyliden- 
Verbindungen langsamer abscheiden, als z. B. bei Anwendung von 
Pentanon, konnte aber auch seine Ursache in der grôfieren Lôs- 
lichkeit jener Condensationsprodukte haben. Es war daher von 
verschiedenen Gesichtspunkten aus ein systematisches Studium der 
vorliegenden Verhältnisse wünschenswerth, zu dem ich die Herren 
Heinr. Mallison und Kurt von Martius veranlafit habe. 

Zur Untersuchung kamen von Ketonen: 

Cyklo-Pentanon, 12- und 18-Cyklo-Methylpenta- 
non (activ), Cyklo-Heptanon (Suberon) [bearbeitet von K. v. 
Martius], Cyklo-Hexanon, 1.2- und 1.4, sowie actives und inac- 
tives 1.8-Cyklo-Methylhexanon{bearbeitet von H. Mallison]. 

Von Aldehyden kamen zur Verwendung : 

Benzaldehyd; o-, m-, p-Nitrobenzaldehyd; o- und p- 
Chlorbenzaldehyd, Anisaldehyd, Cuminaldehyd, Pi- 
peronal, Zimmtaldehyd, p-Dimethylamidobenzal- 
dehyd. 

Um Vergleiche zu ermôüglichen, wurden die Versuchsbedin- 
gangen môglichst gleichartig gestaltet, namentlich in Rücksicht 
auf das zur Verwendung kommende Condensationsmittel. Als 
solches wurde Aetznatron in groBer Verdünnung und in der Weise 
angewendet, daf zu einer alkoholischen Lôsung des Keton-Alde- 
hyd-Gemisches für gewôhnlich 3—65 Tropfen 8—10 prozentiger 
Natronlauge gefügt wurden, um die Condensation einzuleiten. Nur 
wenn nach Verlauf von 12—24 Stunden noch keine Condensations- 


1) Annal. d. Ch. 305, 261. 
2) Annal. d. Ch. 353, 331. 
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neigung der Componenten zu beobachten war, wurden noch einige 
Tropfen Natronlauge hinzugefügt. 

Bei den benachbart zum CO methylierten Ketonen wurde auf 
1 Mol. Keton 1 Mol. Aldehyd, in allen anderen Fällen auf 1 Mol. 
Keton 2 Mol. Aldehyd bei den Condensationsansätzen in Rechnung 
gestellt. : 

Von den allgemeinen Resultaten dieser Versuche soll vor der 
Hand Folgendes hervorgehoben werden: 

1) Bei Anwendung reiner Ortho-ständig substituier- 
ter Ketone (also 12 Methylpentanon und 1.2 Methylhexanon) 
konnte unter den gewählten Bedingungen mit keinem der genann- 
ten Aldehyde Condensation erzielt werden. 

Das ist praktisch von nicht geringer Bedeutung, wie u. a aus 
folgender Erfahrung erhellt. 

Käufliches 1.2 Methylhexanon (bezogen von der Firma Poulenc 
Frères in Paris) lieferte mit m-Nitrobenzaldehyd zur Condensation 
angesetzt eine geringe Menge Condensationsproduct. Es stellte 
sich aber heraus, daB die erhaltene Substanz identisch war mit 
dem Condensationsprodukt zwischen Cyklohexanon und m-Nitro- 
benzaldehyd. Aus dem Befunde war zu schlieBen, da$ das käuf- 
liche Präparat mit etwa 5°/o Hexanon verunreinigt war, welches 
seine Anwesenheit wohl jedenfalls dem Umstande verdankt, daf 
das zur Herstellung der hydrierten Verbindung nach der Saba - 
tier’schen Methode verwendete Ortho-Kresol noch eine ent- 
sprechende Menge Phenol enthalten hatte. Man konnte auf diese 
Weise ab: nicht nur die Verunreinigung erkennen, sondern 
auch beseitigen. Wurde das durch Hexanon verunreinigte 1.2 
Methylhexanon in alkoholischer Lôsung mit m-Nitrobenzaldehyd und 
Natronlauge in geeigneten Verhältnissen versetzt und nach ein- 
getretener Ausscheidung des schwer JôslichenHexanon-Condensations- 
productes die Flüssigkeit der Dampfdestillation unterworfen, 80 
konnte aus dem Destillat nunmebr reines, mit Aldehyden nicht 
mebr reagierendes 1.2 Methylhexanon gewonnen werden. 

2) Ein unerwarteter und sehr interessanter Unterschied lief 
sich bei der Anwendung von activem und inactivem 1.3 
Methylhexanon constatieren, der auch deutlich zeigt, welchen 
Einflu8 die räumliche Configuration auf die Condensationsmôglich- 
keit auszuüben vermag. Bei Anwendung von activem 1.3 Me- 
thbylhexanon blieb z.B. die Condensation mit den gechlorten Benz- 
aldehyden unter denselben Bedingungen aus, unter denen sie bei 
dem inactiven Keton leicht eintrat. [Über ähnliche Unterschiede 
im Verhalten siehe auch sub 5.] 
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Beachtenswert ist bezüglich der beiden physikalisch isomeren 
Keton-Modificationen auch Folgendes. 

Die Condensationsproducte des activen und inactiven 1.3 Me- 
thylhexanon mit 2 Mol. Aldehyd unterscheiden sich meist sebr 
wenig im Schmelzpunkt (s. die Tabelle sub 8). Eine Ausnahme 
machen die Condensationsproducte mit meta- und para-Nitrobenz- 
aldehyd, deren Schmelzpunkt bei der activen und inactiven Mo- 
dification um c. 30° aus einander liegen. Diese Verbindungen eignen 
sich in Folge dessen zur Unterscheidung der optisch differenten 
Modificationen des Ketons weit besser als andere bisher bekannte 
Derivate. 

8) Eine auffallende Verschiedenheit zeigten bezüglich des Con- 
densationsvermôügens ortho-, meta-undpara-Nitrobenzal- 
dehyd. Gemeinsam haben diese Aldehyde nur, da man sorg- 
fältig einen UeberschuB an Alkali bei der Condensation vermeiden 
muf. Sonst entstehen tief dunkel gefärbte Lôsungen, aus denen 
nichts Krystallisierbares zu gewinnen ist. Die Verschiedenheit 
liegt darin, daB mit verd. Natronlauge unter den gewählten oben 
angegebenen Bedingungen meta-Nitrobenzaldehyd sich 
auBerordentlich leicht für alle Condensationen 
herleiht, para-Nitrobenzaldehyd viel schwerer, or- 
tho-Nitrobenzaldehyd gar nicht. (Vergl. dazu unter 6). 

DaB dieser negative Ausfall der Versuche mit ortho-Nitro- 
benzaldehyd aber nicht lediglich durch die ortho-Stellung des 
Substituenten, sondern auch durch dessen Natur bedingt wird, 
geht daraus hervor, daB ortho-Chlorbenzaldehyd sich ohne Mühe 
zur Condensation bringen lief. 

4) Da$ unter gleichen Versuchsbedingungen und unter Anwen- 
dung von Benzaldehyd die Condensationsfähigkeit von Cyklo- 
Pentanon zum Cyklo-Heptanon hin sich merklich vermindert (s. 0.), 
wurde durch erneute Versuchsreihen bestätigt. Unter Bedingungen, 
unter denen sich Dibenzyliden-Pentanon innerhalb einer 
Minute ausschied, lieB die Entstehung des Dibenzyliden-Hexa- 
nons Stunden und die des Dibenzyliden-Heptanons Tage 
auf sich warten. 

DaB dabei aber mehr die Lôslichkeit des Condensationsprodukts 
(bezw. die Natur des Aldehyds) als die Unfähigkeit der hôheren 
Ringketone zur Condensation überhaupt eine Rolle spielt, geht 
daraus bhervor, daB Cykloheptanon mit Zimmtaldehyd sehr 
schnell mit meta-Nitrobenzaldehyd auch viel schneller als 
mit Benzaldehyd reagiert, während sich Anisaldehyd und Pi- 
peronal dem Benzaldehyd äbnlich verhalten. 
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5) Eine grofe Rolle spielen, wie schon gesagt wurde, die Be- 
dingungen, unter denen die Condensation eingeleitet wird. 

Wird Benzaldehyd in äuferst verdünnter wäfriger L6- 
sang (unter Ausschluf von Alkohol) und bei Gegenwart eines 
Ueberschusses von Keton unter später noch genauer zu beschrei- 
benden Bedingungen, an deren Feststellung sich namentlich auch 
Herr Alex. Wacker betheiïligt hat, zur Condensation angesetzt, 
so gelingt es in einigen Füällen die ersten Produkte der Conden- 
sation, nämlich die Aldole 


OH 
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zu fassen. 

Diese Aldole sind farblose Verbindungen, die sich schon beim 
Erhitzen im Vacuum zersetzen. Beim Erwärmen mit Eisessig tritt 
hydrolytische Spaltung in die Componenten unter gleichzeitiger 
Entstehung der normalen Benzyliden-Verbindung und verharzter 
Condensationsprodukte ein. Auch beim Kochen der Aldole mit 
Essigsäureanhydrid lief sich (im ersten Schritt) das Eintreten von 
Hydrolyse beobachten, dann erfolgt wieder partielle Condensation 
zu den gelben Benzylidenverbindungen. 

Von solchen Aldolen sind bisher — unter Anwendung von 
Benzaldehyd — in analysenreinem Zustand gewonnen worden: 

Vom Cyklo-Hexanon: 

1) Das Mono-Aldol, Schmelzp. 101°—102°. 
2) Das Di-Aldol, Schmelzp. 161—1622. 

Vom inactiven 1.3 Methylhexanon: 

Das Mono-Aldol Schmelzp. 106 —107°. 

Vom 1.4 Methylhexanon: 

Das Mono-Aldol, Schmelzp. 127. 

Auch hier ist zu bemerken, daf actives und inactives 1.8 Me- 
thylhexanon sich bei der Condensation deutlich verschieden ver- 
halten (s.0). Von der activen Verbindung gelang es noch nicht 
ein gut definiertes Aldol herzustellen. Am glattesten bildet das 
Hexanon und das 1.4-Methylhexanon ein Aldol. 
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6) Aus dem Umstande, daf es in alkoholisch-alkalischer Lô- 
sung von angegebener Verdünnung nicht gelingen wollte Ortho- 
Nitrobenzaldehyd mit Ringketonen zur Condensation zu bringen, 
darf man noch nicht schliefen, daB eine Condensation zwischen 
diesen Componenten überhaupt unmüglich ist. 

Es hat sich die auffallende Thatsache ergeben, daf man Ring- 
ketone und Aldehyde auch mit Hülfe von Ameisensäure zur 
Condensation bringen kann. Bei mehrstündigem Kochen von 1 
Mol. Pentanon oder Hexanon oder i. 1.3 Methylhexanon oder 1.4 
Methylhexanon mit 2 Mol. ortho-Nitrobenzaldehyd und überschüssiger 
98°/o ger oder wasserfreier Ameisensäure gelang es normale Con- 
densationsproducte zu erzielen. Der. Versuch Essigsäurean- 
hydrid an Stelle der Ameïisensäure zu verwenden erwies sich 
als viel weniger erfolgreich. 

Endlich sei erwähnt, da sich in manchen Fällen die Conden- 
sation ebensogut mit 10°/oger Cyankaliumlôsung wie mit ver- 
dünnter Natronlauge einleiten lieB. 

7) Recht bemerkenswert sind die Farbreactionen, welche 
die mit 2 Aldehyd-Radicalen condensierten Ring-Ketone, also die 
Verbindungen der allgemeinen Formel: 


welche für sich sämtlich hell bis tiefer gelb (nur bei dem Di- 
methylamidobenzaldehyd orange) gefärbt sind, beim Lôüsen in 
concentrierter Schwefelsäure hervortreten lassen. Es 
zeigt sich nämlich, daf diese Reaktionen kaum beeinfluft werden 
durch die Natur des angewandten Ketons, in hohem Grade aber 
durch die spezifische Natur (in geringerem Grade durch die 
räumliche Stellung) des Substituenten, welche derangewandte 
Aldehyd enthielt. Die analog zusammengesetzten Pentanon-., 
Hexanon- und Heptanon-Condensationsproducte verhalten sich also 
ganz gleich. Dagegen lôsen sich in concentrierter Schwefelsäure : 


Die mit Benzaldehyd- und den Nitrobenzaldehyden 
dargestellten Condensationsproducte: gelb. 


Die Anisaldehyd-Derivate: roth. 
Die Piperonal-Derivate: carminroth. 
Die Zimmtaldehyd-Derivate: violett. 
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1.2 Methylpentanon 


r- actives 
s 13 Methylpentanon 149—151°2)| 0 150 149 
G 0 
Æ  Hexanon 117!) [142] 190 205 
+ ‘Je Methylhexanon 0 0 0 0 
inactives 
1.3 Methylhexanon 122 3) 0 158 206 
actives 0 
1.3 Methylhexanon 128 ?) [129] 129 172 
0 
1.4 Methylhexanon 98 -- 99 4) [153] 153 204 
Heptanon 107—10892) 0 173 209 
1) Vergl. Vorländer u. Hobohm , Ber. 29, 1838—1840. 
ë 2) »  Wallach, Ber. 29, 15971601. 
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3) Vergl. Einhorn u. Ehret, Annal. 295, 183—184. 
4) ,  Annal. 346, 252 
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8) In vorstehender Tabelle ist eine Uebersicht über die 
Schmelzpunkte der nunmehr bekannten Condensationsproducte der 
angewandten Ringketone mit 2 Mol. Aldehyd gegeben. Wo eine 
Condensation unter den gewählten Bedingungen mit Natron- 
lauge nicht erzielt worden ist, wurde eine 0 in die Tabelle ein- 
getragen. In der Columne des Ortho-Nitrobenzaldehyds beziehen 
sich die in eckige Klammern eingesetzten Zahlen auf die Schmelz- 
punkte der mit Hülfe von Ameisensäure erhaltenen Ver- 
bindungen. 


Ein Beitrag zur Kenntnis des Lichtsinns der 
Hühner. 


Von 
D. Katz und G. Révész. 
Eingereicht durch Herrn Schwarzschild am 6. August 1907. 


HeB hat das Picken der Hühner nach Futterkôrnern, die sich 
unter bestimmten Beleuchtungsverhältnissen befanden, benutzt, um 
den Lichtsinn und Farbensinn der Hühner zu untersuchen. (Archiv 
für Augenheilkunde. Bd. 57. H. 4) Wir berichten im Folgenden 
über Versuche, die wir nach derselben Methode anstellten, um Auf- 
schluf zu erhalten über das Purkinjesche Phänomen, über die 
Blendung sowie über den Einfluf der Ermüdung durch farbige 
Lichter auf die Dunkeladaptation bei Hühnern. 


I. Versuche über das Purkinjesche Phänomen. 


Wir stellten uns vier quadratische Felder von 8 cm Seitenlänge aus 
gelbem, rotem, grünem und blauem Papier her. In Bezug aufihre Hellig- 
keit für das helladaptirte menschliche Auge rangieren sie in der Folge 
gelb, grün, rot, blau. Das dunkeladaptirte Hubn wurde vor je zwei 
dieser Felder gesetzt, in welche Kôrner gestreut waren, und es 
wurde dann darauf geachtet, welches der beiden Felder eine Be- 
vorzugung beim Picken erfuhr. Wir kamen bald davon ab, 
natürliche Kôürner zu verwenden. Denn da sie sich infolge ihrer 
hellgelben Farbe sehr leicht von einem bestimmten Grunde deut- 
licher abheben kônnen als von einem an und für sich ein- 
dringlicheren, so wäre der SchluB nicht erlaubt, daf dasjenige 
der beiden verwandten Felder einen intensiveren Eindruck macht, 
in welchem eher gepickt wird. Diese Fehlerquelle wird nur z. T. 
eliminiert, wenn die Kôrner mit der Farbe der Felder gefärbt 
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werden. Es kann dann immer noch der auf den Kürnern liegende 
Glanz zu ihrer Erkennung führen, unabhängig von der Farbe des 
Grundes, auf dem sie liegen. Wir kamen schlieflich dazu die 
Kôrner mit schwarzer Tusche auf die Felder zu malen. Für uns 
waren bei helladaptirtem Auge die schwarzen Bilder der Kôürner 
in Bezug auf den Grad ihrer Bemerkbarkeit so zu ordnen: sie 
waren am deutlichsten im Gelb, dann im Grün, im Rot und im 
Blau. Bei helladaptirtem Auge und Beleuchtung der 
Felder mit ungedämpftem Tageslicht pickten die 
Hühner in allen 4 Feldern annähernd mit derselben 
Häufigkeit. Zur Charakterisierung der bei den nun folgenden 
Versuchen im Dunkelzimmer herrschenden Beleuchtungsstärke und 
der Farben der benutzten Felder sei bemerkt, daB für uns nach 
einem Aufenthalt von ungefähr 20 Minuten im Dunkelzimmer die 
Bilder der Kôrner aus einer Entfernung von 20cm im Rot ganz 
verschwommen erschienen. Ganz gut waren sie aus gleicher Ent- 
fernung im Gelb zu sehen, sehr gut im Grün und im Blau. Wurde 
dem Hubhn nach 1—2 Stunden Dunkeladaptation das grüne und 
das rote oder das blaue und das rote Feld vorgelegt, so wurde 
im Rot niemals gepickt, häufig dagegen im Grün und im 
Blau. Wurde das rote und das gelbe Feld vorgelegt, 
so wurde im Gelb zuweilen, im Rot niemals gepickt. 
SchlieBlich zeigte sich, daf Blau eine bedeutendeBe- 
vorzugung erfuhr, wenn das blaue und das gelbeFeld 
gleichzeitig vorgelegt wurden. Erblickt man in der Be- 
vorzugung, welche ein Feld beim Picken erleidet, ein Zeichen da- 
für, daf dem Huhn die Kôruer dieses Feldes deutlicher bemerkbar 
sind als die der anderen, so ist zu sagen, daB die Bemerkbarkeit 
der Kürner in den verschiedenen hier benutzten Feldern für das 
dunkeladaptirte Auge des Huhnes ganz die gleichen Verschieden- 
heiten aufweist wie für das dunkeladaptirte Auge des Menschen. 
Wurde bei diesen Versuchen die Beleuchtung im 
Dunkelzimmer wieder heraufgesetzt, so wurde im 
Rot und im Blau und ebenso im Grün und im Gelb un- 
gefähr gleich häufig gepickt. 

Man hat das Purkinjesche Phänomen, d.h. die Helligkeits- 
verschiebung, welche zu gunsten der kurzwelliges Licht aus- 
sendenden Objekte bei dunkeladaptirtem Auge und herabgesetzter 
Beleuchtungsintensität eintritt, erklärt durch die besondere 
Funktionsweise der Stäbchen. 

Nan beobachten wir beim Huhn farbigen Feldern gegenüber 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-pbys. Kiasse. 1907. left 4. 28 
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im Zustand der Hell- und der Dunkeladaptation ein Verhalten, 
welches ganz dem Purkinjeschen Phänomen entspricht. Da das 
Hubn eine ,an Stäbchen verhältnismäfig so sehr arme“ Netzhaut 
besitzt (a. a. O. S. 316), kann das PurkinjeschePhänomen 
nicht mehr ausschlieflich durch die Funktionsweise 
der Stäbchen erklärt werden. 


IL Versuche über die Blendung der Hühner. 


Die Blendungserscheinungen, welche beim menschlichen Auge 
nach längerem Aufenthalt im Dunkeln eintreten, wenn es plôtzlich 
starkem Licht ausgesetzt wird, hat man erklärt durch die dabei 
eintretende intensive Zersetzung des Sehpurpurs und deren Ein- 
wirkung auf die Stäbchen. Da es zweifelhaft ist, ob überhaupt 
Spuren von Sehpurpur in der Netzhaut des Huhnes vorkommen, 
sind beim Hubhn ähnliche Blendungserscheinungen kaum zu erwarten. 
Wir fanden dies durch Versuche bestätigt. Setzten wir ein 
Huhn nach 1—2 Stunden Dunkeladaptation auf eine 
von der Sonne direkt beschienene, mit Kôürnern be- 
streute Fensterbank, so konnten wir nichts davon 
konstatieren, daB das Huhn irgendwie durch die 
groBe Helligkeit irritiert wurde, vielmehr finges 
soforteifrig zu picken an. 


III. Versuche über den Einflu$ der Ermüdung durch 
farbige Lichter auf die Dunkeladaptation. 


Die Beleuchtung war im Dunkelzimmer ziemlich stark herab- 
gesetzt. Die Kôrner befanden sich auf einem grauen Papier. Die 
Hühner wurden jedesmal 1 Minute in einen Kasten gesetzt, dessen 
eine Wand aus farbiger Gelatine bestand, und der mit dieser 
Wand dem Lichte zugekehrt wurde. Die dabei verwandten Grela- 
tineplatten waren für unser Auge in Bezug auf ihre Helligkeit. 
so zu ordnen: Gelb, Rot, Blau. Mit jeder Farbe wurden die 
Versuche 6 mal wiederholt. Zum Vergleich ist die Zeit mit an- 
gegeben, nach welcher das Huhn im Dunkelzimmer pickt, wenn 
es vorher 1 Minute dem ungedämpften Tageslicht ausgesetzt war. 
Sie beträgt 1 Min. 15 Sek. 


Nach 1 Minute Ermüdung durch Gelb pickt d. Huhnnach 1 Min. b Sek. 
7 ” ñ n ” Rot n n »” n 0 n 41 ” 
CT PRES | ” » Bleu ss > 0 » 27 y 
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Es ergibt sich also hieraus, daf die Dunkeladaptation 
der Hühner durch eine Ermüdung mit den hier be- 
nutzten farbigen Lichtern eine ähnliche Beeinflus- 
sung erfährt, wie sie nach den oben angegebenen 
Helligkeitswerten der Gelatineplatten auch für 
das menschliche Auge zu erwarten ist. 


Güttingen im Juli 1907. 


Psychologisches Institut. 
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Zur Uniformisierung der algebraischen Kurven. 
Von 
Paul Koebe in Gôüttingen. 
Vorgelegt durch Herrn D. Hilbert in der Sitzung am 6. Juli 1907. 


Das Problem der Uniformisierung beliebiger analytischer, ins- 
besondere auch beliebiger algebraischer Kurven durch eindeutige 
automorphe ,Hauptkreiïisfunktionen“ (mit endlich oder un- 
endlich vielen Gruppenerzeugenden) wurde vom Verfasser der vor- 
liegenden Mitteilung in zwei kurz vorhergehenden Mitteilungen 
»über die Uniformisierung reeller algebraischer Kurven“ und ,über 
die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven“!) vollständig 
erledigt. Der Hauptkreis spielte dabei entweder die Rolle eines 
Symmetriekreises oder eines Grenzkreises für das Gebiet der uni- 
formisierenden Hülfsveränderlichen, deren Existenz zu beweisen 
War. 

In der vorliegenden Mitteilung handelt es sich speziell um 
die Uniformisierung algebraischer Kurven mittelst automorpher 
Funktionen mit einem Grenzkreis, also um den Beweis des- 
jenigen Klein-Poincaré’schen Theorems, welches der Verfasser 
am Schlusse seiner letztgenannten Mitteilung aus den dort ge- 
wonnenen allgemeinen Ergebnissen leicht folgern konnte. Insbe- 
sondere werden hier unter Anknüpfung an einen von Herrn J'o- 
hansson eingeschlagenen Gedankengang die Füälle p — 0, 1, 2, 
ferner der hyperelliptische Fall und der Fall einer beliebigen re- 
ellen algebraischen Kurve auf einem besonderen Wege erledigt. 
Am Schlusse wird auch ein neuer Gedanke zu einem allgemeinen 
Beweiïse (p beliebig) des in Rede stehenden Klein-Poincaré'schen 
Satzes mitgeteilt. 


1) S. Gôttinger Nachrichten 1907. Daselbst sind auch ausfübrlichere Litte- 
raturangaben gemacht. 
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In der z-Ebene (p — 0) seien n Punkte a,, a,,...a, gegeben. 
Jedem dieser Punkte sei eine positive ganze Zahl, welche > 2 
oder unendlich grof ist, zugeordnet. Es handelt sich um den 
Nachweis der Existenz einer nur in den Punkten a,, a,,...a, und 
zwar den zugeordneten Zahlen entsprechend verzweigten linear- 
polymorphen Funktion £(:), durch deren Vermittelung die in 
passender Weiïise zerschnittene +-Ebene konform auf ein Grenz- 
kreïispolygon mit der gewünschten Signatur abgebildet wird. 

Wir setzen n = 4 voraus und nehmen ferner an, daf im Falle 
n — 4 nicht alle zugeordneten Zahlen gleich 2 sind). 

Durch Vermittelung der Funktion £(z) wird eine bestimmte, 
aus der z-Ebene durch einen bekannten UeberlagerungsprozeB ent- 
springende unendlich- vielblättrige Riemannsche Fläche F (Ce) xon- 
form auf die schlicht zu denkende Fläche des Einheitskreises ab- 
gebildet. 

Um die Existenz der Abbildungsfanktion £(:) zu beweisen, 
gehen wir von dem Satze aus, daf es môglich ist, jede über der 
z-Ebene beliebig ausgebreitete, einfach zusammenhängende endlich- 
oder unendlich-vielblättrige Fläche, welche mindestens drei Punkte 
der z-Ebene unbedeckt lät, konform auf die schlicht zu denkende 
Fläche des Einheitskreises abzubilden ?). 

Unser Gedanke besteht nun darin, durch Vermittelung ge- 
eigneter Funktionen eine umkehrbar eindeutige konforme Abbil- 


dung der Fläche F°) auf eine andere einfach zusammenhängende 
Fläche herzustellen, welche mindestens drei Punkte der Ebene 
unbedeckt läBt. 

Sind L,,1,,...,l, die den Punkten 4,,4,,..., a, zugeordneten 
ganzen Zahlen, so betrachten wir, wie Johansson (Acta soc. 
Fenn, t. 33, und Math. Ann. Bd. 62: ,Beweis der Existenz usw.“), 
zunächst den Fall, in welchem sich unter diesen Zahlen drei, L,, 
l3, l, befinden, für die 

1 dd 1 
1) mr A p 7 + 2 < 
ist. Die Schwarzsche Funktion 
1 jk 1  2—-@œ as—u, 
s(T., 1? LE Æ 


1) Die ausgeschlossenen Füälle werden in bekannter Weise durch die 
Schwarz’sche s-Funktion bezw. das elliptische Integral erster Art erledigt. Ist 
n = 2, so kommen als Abbildungsfunktionen V# und log # in Betracht. 

2) Vgl. Poincaré: Sur un théorème etc. (Bull. t. XI), sowie Osgood: on 
the existence etc. (Am. Transactions 1900), Johansson: Ein Satz über die kon- 
forme Abbildung etc. (Math. Ann. Bd. 62). 
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ist dann (nach J ohansson) auf Ft) eindeutig. Durch Vermitte- 


lang dieser Funktion wird also die Fläche F9) in umkehrbar 
eindeutiger Weise auf eine andere einfachzusammenhängende Fläche 


F9) abgebildet, welche das ganze Aeufere des Einheitskreises 
unbedeckt läft. Damit ist dieser Fall erledigt. 

Befinden sich unter den Zahlen L,, /,, ..., , keine drei, die der 
Bedingung 1) genügen, so gelangen wir durch Anwendung mebhrerer 
hintereinander ausgeführter Abbildungen zum Züiele. Herr 
Johansson beruft sich in diesen Fällen auf die von Herrn 
Fricke (Math. Ann. Bd. 59) gegebenen Spezialentwickelungen 
zum Kontinuitätsbeweise. 

Es kann sein, daf sich unter den Zahlen / dreiï, le, ls, l, be- 
finden, für welche 
= | 


2) 


css 
ME 


Fe 


ist. Dann bilden wir die Fläche } 65, aie mit Hülfe der 
Funktion 


EL PTT 

Nr ane verte. 
auf eine Fläche Fo) ab, welche den Puankt # — © unbedeckt 
läft. Ist 2œ eine Periode der Funktion w(z2), so geht die Fläche 


F ei durch Vermittelung der durch den Ausdruck 


ui 


dargestellten konformen Abbildung in eine Fläche Fo über, 
welche die Punkte v — 0 und v — © unbedeckt läft. 

Ist a ein von v = 0 und v — co verschiedener Verzweigungs- 
punkt der Fläche F°° und ist ! die Zahl der im Punkte a jedes- 
mal zusammenhängenden Blätter der Fläche FC) so geht die 


Fläche F@) durch Vermittelung der Funktion 
à gr: 68 pc: 
w(v) = (>, en n 


in eine Fläche F(e) über, welche das AeuBere des Einheitskreises 
unbedeckt läBt. 

Kann man weder der Ungleichheitsbedingung 1) noch 2) ge- 
nügen, so wähle man drei der Zahlen, Le, lg, /, so aus, da unter 
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den übrig bleibenden Zahlen / sich eine befindet, welche Z3 ist; 
(dies ist nur dann nicht môglich, wenn alle Zahlen ? gleich 2 
sind). Durch Vermittelung der Fanktion 


s( LL E.e) 


To Aliomas aie, 


geht die Fläche F(°) jiber in eine Fläche Fo), welche nur an 
endlich vielen Stellen der s-Ebene verzweigt ist und zwar derart, 


daB die der Fläche Fe) entsprechende Signatur der s-Ebene ent- 
weder die Erfüllung der Bedingung 1) oder der Bedingung 2) ge- 
stattet. 

Es bleibt somit nur noch der Fall zu erledigen, in welchem 
alle Zahlen / gleich 2 sind. In diesem Falle wählen wir vier der 
Verzweigungspunkte, a,,a,,a,, a, aus und führen eine konforme 


Abbildung der Fläche FS) auf eine Fläche F9) mittelst der 
Funktion | 
uTi 


œ 
v —= € 


aus, wobei mit « das elliptische Integral erster Art 


Ru OR nn à” 
Î Ve Er a) (2 & a) (z 173 a) (z F u) 
und mit 2 eine Periode desselben bezeichnet wird. Die Fläche 


Fo kann wie die vorher mit F ie bezeichnete Fläche weiter 
behandelt werden. 

Liegt eine Riemannsche Fläche vom Geschlecht p = 1 vor, 
so gehôrt zu derselben ein Integral u, welches, falls auf der Rie- 
mannschen Fläche keine Stigmata gegeben sind, als Lôsung der 
Aufgabe zu betrachten ist. Sind Stigmata gegeben, so bilde 


man die entsprechende Ueberlagerungsfläche F9) mit Hülfe der 
Funktion 


uri 


wobei mit 2 eine Perjiode der Funktion w bezeichnet wird, kon- 


form auf eine Fläche F ie) ab, welche wie die oben mit F Re) be- 
zeichnete Fläche weiter behandelt werden kann. 

Ist eine Fläche vom Geschlecht p = 2 mit oder ohne Stig- 
mata vorgelegt, so denken wir uns dieselbe zweiblättrig und 
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wählen vier ihrer Verzweigungspunkte aus, denen ein elliptisches 
Integral erster Art « entspricht. Durch Vermittelung der Funk- 


uri 


tion v — e ” wird dann die entsprechende Ueberlagerungsfläche 


F9) auf eine Fläche F° abgebildet, welche wie oben weiter be- 
handelt werden kann. 

Ist eine beliebige hyperelliptische Fläche vorgelegt, so kann 
dieselbe offenbar ebenso behandelt werden wie die soeben betrach- 
teten Flächen vom Geschlecht p — 2. 

Ist eine zu einer reellen algebraischen Kurve mit mindestens 
einem reellen Zuge gehôrende Riemannsche Fläche (p = 2) mit 
oder ohne Stigmata vorgelegt, so existiert, wie ich in meiner oben 
genannten Mitteilang ,Ueber die Uniformisierung reeller algebrai- 
scher Kurven“ (Theorem Ia) dargetan habe, auf dieser Fläche eine 
relativ zur Fläche unverzweigte Funktion, welche unendlich viele 
reelle Werte ausläBt. Die dem vorgelegten Falle entsprechende 


einfach zusammenhängende Ueberlagerungsfläche FO wird also 
mit Hülfe dieser Funktion konform auf eine Fläche abgebildet, 
welche unendlich viele Punkte der Ebene unbedeckt läBt. 

Wird schlieBlich die allgemeinste einer algebraischen Funktion 
entsprechende Riemannsche Fläche, für welche p => 2 ist!), ins 
Auge gefaft, so kann diesem Falle entsprechend der Satz aufge- 
stellt werden, daB die Kenntnis irgend einer relativ zur Fläche 
unverzweigten Funktion, welche mindestens drei Werte ausläft, 
sofort zu einem vollständigen Beweise des hier in Rede stehenden 
Theorems (Grenzkreistheorems) führt, was nach dem Vorherge- 
henden unmittelbar einleuchtet. Speziell würde demnach die Kennt- 
nis eines vollständigen Beweises des von Herrn Klein (Math. 
Ann. Bd. XIX) formulierten Fundamentaltheorems, welches sich 
auf Riemannsche Flächen vom Geschlecht p (mit » die Fläche 
nicht zerstückenden Rückkehrschnitten) bezieht, auch einen voll- 
ständigen Beweis des Grenzkreistheorems nach sich ziehen ?). 


1) Die von Herrn Johansson (Math. Annal. Bd. 62) für beliebiges p an- 
gegegebene Recursionsmethode beruht, wie ich bereits an anderer Stelle bemerkt 
babe, auf einer irrtümlichen SchluBweise. 

2) Eine andere, auf der Benutzung der partiellen Differentialgleichung 
Au —= e* beruhende Methode, um von dem einen zum andern Fundamentaltheorem 
überzugehen, bat Herr Minkowski im Jahre 1905 in einer Sitzung der Math. 
Gesellschaft in Gôttingen mitgeteilt. S. eine darauf sich beziehende kurze Notiz 
in den Jahresberichten der D. M. V., Jabrgang 1905 unter den Sitzungsberichten 
der Gôttinger Math. Gesellschaft. 


Über Erdbebenwellen. 
Von E. Wicchert und K. Zoeppritz. 


Vorgelegt am 8. Dezember 1906 und in erweiterter Form!) am 12. Januar 1907 
von E. Wiechert. 


I. Theoretisches über die Ausbreitung der Erdbebenwellen. 
Von E. Wiechert. 


$1. Vorwort. 


Sobald man in den achtziger Jahren des vorigen Jahrhunderts 
erkannte, daB mit feinen Instrumenten bei stärkeren Erdbeben die 
Erdbebenwellen auf der ganzen Erde bemerkt werden kônnen, er- 
wachte die Hoffnung, durch ïihre Beobachtung zu Schlüssen über 
die Beschaffenheit des Erdinnern zu gelangen. Das fand einen 
schôünen Ausdruck in dem von v. Rebeur- Paschwitz verfafiten 
Aufruf zur Errichtung eines internationalen Systems von Erdbeben- 
stationen, der im Namen einer Reïhe von Gelehrten dem 6. Inter- 
nationalen Geographen-KongreB (London 1895) vorgelegt wurde. 
Hier heiïft es: , Wir wollen in erster Linie die Gründung eines 
internationalen Netzes von Erdbebenstationen in Anregung bringen, 
dessen Aufgabe es sein soll, die Ausbreitüung der von grofen Erd- 
bebenzentren ausgehenden Bewegungen auf der Erdoberfläche und 
durch den Erdkôrper in systematischer Weise zu beobachten. 

»Die Bedeutung der hier in Vorschlag gebrachten Erdbeben- 


1) Während in der Sitzung vom 8. Dezember die Resultate über die Be- 
schaffenheit des Erdinnern nur auf Grund der graphischen Konstruktion der Wege 
der Erdbebenweïllen dargelegt werden konnten, wurden in der Sitzung am 12. 
Januar die schärferen Ergebnisse mitgeteilt, welche mittels des rechnerischen 
Verfahrens gewonnen worden waren, Die so erreichte Verbesserung war freilich 
nicht erheblich, denn die Dicke des Steinmantels war durch die Zeichnung zu 
1600 km gefunden worden, während die Rechnung dann 1500 ergab. 
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beobachtungen für die Physik der Erde läft sich nicht hoch genug 
veranschlagen. Da es fast sicher ist, da die von einem Erdbeben- 
herde ausstrahlende elastische Bewegung sich durch den Erdkôürper 
fortpflanzt, mit einer Geschwindigkeit, deren Grôfe von der 
Dichtigkeit und Elastizität der verschiedenen Tiefenschichten ab- 
bängen muf, und da sichere Anzeichen vorhanden sind, daB diese 
Geschwindigkeit mit der Tiefe, welche die Bewegung erreichte, 
veränderlich ist, so geben die Erdbebenbeobachtungen ein Mittel 
in die Hand, um auf indirektem Wege Aufschlüsse über den Zu- 
stand des Erdinnern zu erhalten, welches wohl für alle Zeiten der 
direkten Beobachtung verschlossen sein wird. Es ist daher durch 
diese systematischen Beobachtungen die Môglichkeit geboten, mit 
Aussicht auf Erfolg an die Lôsung einer Frage heranzutreten, 
welche für die gesamte Wissenschaft von fuandamentalster Be- 
deutung ist, und die bisher von verschiedenen Seiten in nur zu 
widersprechender Weise beantwortet wurde. 

_ ,Zugleich wird die Seismologie eine ungeahnte Fürderung 
erfabren, denn nunmehr stehen der Beobachtung auch die unzu- 
gänglichsten Teile des Erdballs offen. Alle stärkeren Erd- und See- 
Beben, wo auch immer sie stattfinden môgen, müssen ibre Spuren 
auf den Photogrammen der geplanten Stationen hinterlassen.“ 

Machtvoll ist die Saat aufgegangen, welche damals gesät 
wurde. Wir haben heute eine ,Internationale seismolo- 
gische Assoziation“ der Staaten, welche den grôBten Teil 
der Kulturnationen umfaft und so die Erde umspannt. — Auch 
für mich war die Verheifung, durch das Studium der Erdbeben- 
wellen Aufschlüsse über die Beschaffenheit des Erdinnern zu ge- 
winnen, die Triebfeder, das in Gôttingen neuausgebaute Geophysi- 
kalische Institut weitgehend in den Dienst der Erdbebenforschung 
zu stellen. Für die Arbeit boten sich nicht nur Probleme, die den 
Bau unseres heimatlichen Weltkôrpers als solchen betrafen, son- 
dern auch bedeutungsvolle Fragen der allgemeinen Physik: Be- 
findet sich doch die Materie in der Erde unter Drucken, wie wir 
sie in unseren Laboratorien auch nicht entfernt herstellen kônnen. 
Schon in 1500 Kiïlometer Tiefe wird rund ‘/: Million Atmos- 
phären erreicht und weiterhin wird eine, dann eine zweite Million 
sicher überschritten. Wir aber, mit unseren menschlichen Mitteln, 
finden schon Schwierigkeiten, auch nur 10000 Atmosphären zu er- 
reichen. Wird uns also durch die Erdbebenwellen das Innere 
der Erde erschlossen, so dürfen wir hoffen, zu einer erheb- 
lichen Erweiterung unseres physikalischen Forschungsgebietes zu 
gelangen. 
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Es wird nützlich sein, uns hier zunächst darüber zu infor- 
mieren, was man über das Erdinnere aussagen kann, wenn die 
Beobachtung der Erdbebenwellen nicht zu Hilfe genommen wird. 


$ 2 Aggregatzustand der Erde und kritische 
Temperatur. 


Welches mag der Aggregatzustand im Erdinnern sein? — In 
einer neueren Arbeit')}, die uns noch mehrfach beschäftigen wird, 
sagt R. D. Oldham: ,Mannigfache Theorien der Erde sind im 
Laufe der Zeit vorgeschlagen worden: es wurde wechselweise an- 
genommen, die Substanz im Innern sei feurig, flüssig, fest und 
gasfôrmig, bis die Geologen sich von der Frage voller Verzweif- 
lang ganz abwendeten, um ihre Aufmerksamkeit nur noch der 
äuBeren Rinde der Erde zuzuwenden und ibr Inneres den Mathe- 
matikern als freien Tummelplatz zu überlassen.‘ — Wie mir 
scheint, läBt sich der Pessimismus, der hier zum Ausdruck kommt, 
recht wohl überwinden, wenn Missverständnisse ausgeschaltet 
werden, die bei der Anwendung einiger bedeutsamer physikalischer 
Sätze auf das Innere der Erde wieder und wieder in die Irre 
führten. Vor allem wurde die Ansicht verhängnisvoll, die Erde 
müsse im Innern feurig ,gasfôrmig“ sein, weil die Temperatur 
jedenfalls so hoch sei, daf für alle bekannten Substanzen, die 
»kritische“ Temperaturgrenze überschritten sei, über welche sie 
nach den ,physikalischen Erfahrungen“ nur ,gasfôrmig“ existieren 
kônnten. Demgegenüber ist zu sagen, daB die physikalischen 
Erfahrungen durchaus nicht zu diesen Schlüssen berechtigen. Die 
sogenannte ,kritische Temperatur“ hat gewif eine grofe Bedeu- 
tung, aber man verkennt diese vôllig, wenn man annimmt, es 
handele sich um eine allumfassende einschneidende Grenze für den 
betreffenden Stoff. Davon ist nicht die Rede, die ,kritische 
Temperatur“ bezieht sich stets nur auf eine einzige be- 
sondere Art der Zustandsänderung des Stoffes. Fassen 
wir zum Beiïsplel die Verdampfung des Wassers zu Wasserdampf 
ins Auge. Wird die Temperatur, bei welcher die Wasserver- 
dampfung untersucht wird, mehr und mehr erhôht, so nimmt die 
Dichte des verdampfenden Wassers mehr und mehr ab, die Dichte 
des gesättigten Dampfes wächst hôher und hôher an; schlieflich, 
bei der ,kritischen Temperatur“, verschwindet die Dichtedifferenz 
überhaupt; darüber hinaus fällt der Sprung der , Verdampfung“ 


1) R. D. Oldham, The Constitution of the Earth, as revealed by Earthquakes, 
Quarterly Journal of the Geol. Soc, 1906, vol. 62, p. 456. 
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in der Zustandsänderung fort, indem sich nun dort, wo unterhalb 
der kritischen Temperatur bei Drucksteigerung eine unstetige Ande- 
rung einstellte, eine ständige Folge von Ânderungen aneïnander- 
reiht. Damit ist die Bedeutung der kritischen Temperatur dar- 
gelegt, damit ist sie aber auch vôllig erschôpft. Wir baben nicht 
den mindesten AnlaB, zu vermuten,. daf auch beliebig weit über 
der kritischen Temperatur die Zustandsänderungen bei steigendem 
Druck nicht zu immer grôBerer Zähheït und schlieBlich zu beliebig 
groBer Riegheit !) führen, und es gibt auch keinen Grund, nach 
dem selbst sprunghaîfte Zustandsänderungen an anderen Stellen 
der ganzen Reiïhe ausgeschlossen sein sollten. — Nun wird freilich 
für jemand, der sich daran gewôbnt hat, zur Ausmalung der Vor- 
stellungen über die Materie der kritischen Temperatur eine über 
die direkte Beobachtung hinausgehende Bedeutung zu geben, 
das Gesagte vielleicht wenig überzeugend sein Da trifft es sich 
glücklich, daB wir im Stande sind, Tatsachen sprechen zu lassen. 
G. Tamman, bei seinen Untersuchungen über die Zustands- 
änderangen der Substanzen unter hohen Drucken, hat für das 
Verhalten des Phosphoniumchlorids Folgendes gefunden: Die kri- 
tische Temperatur des flüssigen Phosphoniumchlorids liegt bei ca. 
50° C, der kritische Druck beträgt dabei ca. 75 Atmosphären. 
Wird nun aber bei 50° C der Druck weiter erhôht, so gelangt 
man bei ca. 750 Atmosphären zu einem Erstarrungspunkt, und 
zwar tritt hier Kristallisation ein. Wird die Temperatur noch 
weiter erhôht, also über die kritische Temperatur des flüssigen 
Phosphoniumchlorids hinaus, so läBt sich die Kristallisation, also 
der feste Aggregatzustand immer noch beobachten, nur steigt der 
Druck, welcher nôtig ist, um zum Kristallisationspankt zu kommen, 
immer weiter an. Bei 100° C ergibt sich der Kristallisationsdruck 
schon zu 3000 Atmosphären. Durch diese schônen Resultate ist 
vollkommen sichergestellt, daf auch weit über der sogenannten 
»kritischen Temperatur“ der feste Aggregatzustand sehr wohl 
bestehen kann, wenn nur der Druck genügend erhôht wird. Be- 
denkt man, daf alle unsere Erfahrungen über die Molekular- 
konstitution uns dahinführen, in den Atomen äuBerst widerstands- 
fähige Dinge zu seheu, so liegt die Vermutung nahe, daf 
wenigstens in dem Bereiche der Temperaturen, welche der mensch- 
Beobachtung zugänglich ïst, alle Substanzen durch genügend 
bohen Druck in den festen Aggregatzustand übergeführt werden 
kônnen. — 


1) Riegheit — Elastische Widerstandsfähigkeit gegen Formveränderungen, 
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Für die Erdphysik scheint es mir wichtig, noch besonders 
darauf hinzuweisen, daf die Verfestigung nicht an sprunghafte 
Zustandsänderungen gebunden ist, sondern sich auch allmählich 
anwachsend einstellen kann. Hier kommt das Phänomen in Be- 
tracht, das man Flüssigkeitsreibung oder Zähigkeit zu nennen 
pflegt. — Parafinôl z. B. ist bei hôherer Temperatur leichtflüssig, 
bei gewübnlicher Temperatur schon recht ,zähflüssig‘ und wird 
bei tiefer sinkender Temperatur steifer und steifer. Pech ist bei 
gewôhnlicher Temperatur so zähflüssig, daB es als ein sprüder 
fester Kôrper erscheint, dennoch zeigt es sich wie allbekannt als 
Flüssigkeit, wenn man ihm nur Zeit läft, den deformierenden 
Kräften zu folgen. Gewôhnliches Glas bietet uns ein weiteres 
vortrefiches Beispiel. In noch hôherem Grade als Pech erscheint 
es uns bei gewühnlicher Temperatur als ein sprôder fester Kôürper. 
Wird es aber erwärmt, so sehen wir, wie es ganz allmählich 
nachgiebiger und nachgiebiger wird, es wird plastisch, weich und 
schlieflich flüssig. — In allen diesen Fällen zeigt uns das bequem 
zu handhabende Mittel der Temperaturveränderung, wie 
mit einer Auflockerung der Moleküle eine Verminderung, mit einer 
Verdichtung eine Vermehrung der Zähigkeit verbunden ist. Wir 
werden erwarten dürfen, daf das zweite Mittel, die Druckver- 
mehrung, das unseren menschlichen Beobachtungen freilich in 
viel geringfügigerem Umfang zur Verfügung steht, in entsprechen- 
der Weise wirken wird. 

Es ist ja bei der hohen Temperatur des Erdkôrpers sehr 
wabhrscheinlich, daB die Substanzen im tiefen Erdinnern, wenn 
wir sie vom Druck ohne Ânderung der Temperatur entlasten 
kônnten, in den gasfôrmigen Zustand übergehen würden. — Aber 
deswegen die Substanzen in der Erde gasfôrmig zu nennen, ist 
zum mindesten bedenklich, weïl irreführend. Wer Neigung zu 
paradoxen Formulierungen hat, mag ja von ,Gasen“ reden, aber er 
muB dann nicht vergessen hinzuzufügen, daB bei seiner Ausdrucks- 
weise ,Gase“ auch ,fest“ sein kôünnen. 

Sehr wichtig scheint es, an den Beiïspielen des Peches und der 
Gläser zu beachten, wie ein und derselbe Stoff schneller wechseln- 
den Kräften gegenüber als sehr riege erscheinen kann, während 
er lange andauernden Kräften gegenüber durchaus das Verhalten 
einer Flüssigkeit annimmt. Sehr wabrscheinlich bietet uns die 
Erde im ganzen oder wenigstens mit ihrer Rinde einen ähnlichen 
Fall, indem sie sich gegenüber den bei Erdbeben im Laufe von 
Sekunden oder Minuten, bei der Ebbe und Flnt im Laufe von 
Standen oder Tagen, bei den Polschwankungen im Laufe von 
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Monaten variirenden Kräften als sehr riege erweist und dennoch 
nachgiebig wie eine Flüssigkeit ist gegenüber den in Jabrtausen- 
den oder Jahrmillionen variirenden Kräften infolge von geologi- 
schen Umgestaltungen oder von kosmischen ÂAnderungen ihrer 
Rotationsgeschwindigkeit. 


$ 8 Elastische Widerstandsfähigkeit (Riegheit) der 
Erde im Ganzen nach ihrem Verhalten bei der Ebbe 
und Flut und bei den Polschwankungen. 


Ueber das Verhalten der Erde im Ganzen gegenïüber detor- 
mierenden Kräften geben die Erscheinungen der Ebbe und Flat 
_ und die Polschwankungen Aufschlnf. 

Ebbe und Flut zeigen eine relative Bewegung des Meeres 
gegenüber dem festen Erdkôrper an. Wäre der Erdkôrper unter 
dem Eiïnfluf der Anziehung von Sonne und Mond so nachgiebig 
wie eine Flüssigkeit, so würde er eben dieselben Bewegungen aus- 
führen wie das Meer und es gäbe darum für uns keine Ebbe und 
Flut. Hieraus folgt, da8 in der Ebbe und Flut ein di- 
rektes Anzeichen für eine Festigkeit des Erdkôrpers 
gesehen werden kann. 

Die halbtägige Ebbe und Flut ist so gro, wie es etwa im 
Grofen und Ganzen bei vollkommener Starrheit der Erde zu er- 
warten wäre. Weitere Schlüsse über das Verhalten der Erde zu 
ziehen ist bei der Komplikation des Phänomens durch Schwin- 
gungen und tauungen des Meeres nicht môglich gewesen. Günstiger 
liegen die : erhältnisse bei der halbmonatlichen Flut, welche durch 
die Bewegung des Mondes in seiner Bahn verursacht wird. Hier 
wird bei der viel längeren Dauer dem Wasser Zeit gelassen sich 
die neue Ruhelage gemäB den veränderten Kräften zu suchen. 
Lord Kelvin, der alle diese Fragen prüfte, hat daher insbesondere 
die halbmonatliche Flut untersucht, um zu einem Urteil über 
die Nachgiebigkeit der Erde zu gelangen. Es zeigte sich, daB 
die Erde jedenfalls rieger ist wie Glas, doch schien die GrüBe 
der Ebbe und Flut nicht ganz die Grenze zu erreichen, welche 
der vülligen Starrheit entsprechen würde, sodaB eine gewisse 
Nachgiebigkeit etwa von der GrôBenordnung der des Stahles 
wahrscheinlich wurde. 

Dieses auBerordentlich wichtige Resultat hat durch die im 
vorigen Jahrhundert entdeckte und neuerdings durch die ,Inter- 
nationale Erdmessung“ sorgfältig untersuchte Erscheinang der 
»Polschwankangen“ eine Bestätigung und eine schärfere Abgren- 
zung gefunden. 
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Die ,/Polschwankungen“ fand man durch die Beobachtung, 
daf die geographische Breite innerhalb gewisser Grenzen ver- 
änderlich ist, und es wurde festgestellt, daf sie eintreten, weil 
die Achse, um welche die Erde sich dreht, sich im Laufe der Zeit 
im Erdkôrper ein wenig ändert. Es ist zu schliefen, daB die 
Rotationsachse im allgemeinen nicht in die kleine Achse der. Erd- 
figur fällt, sondern im Laufe der Zeit in deren Nachbarschaft 
herumwandert. Die Abweichungen steigen erfahrungsgemäB bis 
auf etwa 0,3 Bogensekunden, sodaf der Durchstofungspunkt der 
jeweiligen Drehungsachse an einem der Erdpole auf der Erdober- 
fläche sich von der Mittellage bis zu rund etwa 10 m entfernt. 
Von entsprechender GrôBe sind die Breitenschwankungen. Aus 
theoretischen Gründen kann angenommen werden, daB die Drehungs- 
achse bei ihren Wanderungen im Erdkôrper zugleich auch ihre 
Lage im Weltenraum ein wenig ändert, doch sind diese Wande- 
rungen s0 klein, daB sie sich den Beobachtungen entziehen. 

Das Phänomen der Polschwankungen läft sich als eine ganz 
ähnliche Erscheinung wie bei der Erde bei jedem Kreisel beobachten 
und ist der mathematischen Behandlung leicht zugänglich. — Wäre 
die Erde vollkommen starr und wirkten keine stôrenden Kräfte, 
so müBten danach die Drehpole Kreise um die Mittellage beschreiben 
und diese in 305 Tagen durchlaufen. Der wirkliche Verlauf der 
Polschwankungen ist wesentlich anders: Die Drehaxe beschreibt 
statt der Kreise unregelmäBige Schleifen wechselnder GrôBe. Eine 
bestimmte Periode des Umlaufes um die Mittellage läft sich aller- 
dings erkennen, aber sie umfafit nicht 305 sondern 427 Tage; ist 
also sehr erheblich grôBer. Man kann aus diesen Erfahrungen 
schliefen, da8 Stôrungen, welche eine Verlegung der Drehachse 
bewirken, fortwährend stattfinden, und daf die Erde sich nicht wie 
ein starrer Kürper verhält. Die Stôrungen entstehen in der Haupt- 
sache wohl durch die Verlagerungen der Massen der Atmosphäre, 
welche mit den meteorologischen Vorgängen verbunden sind; von 
einigen Autoren wird nach dem Vorgang von J. Milne wabhr- 
scheinlich zu machen gesucht, daB eine wesentliche Ursache in den 
Erdbeben zu finden sei. — Die Verlängerung der Periode ent- 
spricht — worauf S. Newcomb 1892 hingewiesen hat — einer 
gewissen Nachgiebigkeit der Erde. Die Periode von 805 Tagen, 
welche einer vülligen Starrheit der Erde entsprechen würde, pflegt 
man die Eulersche Periode zu nennen, und die tatsächliche Pe- 
riode (427 Tage) zu Ehren ihres Entdeckers die Chandlersche 
Periode. Aus dem Unterschied der beiden Perioden kann man 
durch die Rechnung einen Schluf auf die Riegheit (elastische 
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Widerstandsfähigkeit) des Erdkôrpers machen. Es folgt, daB die 
Erde im Mittel etwa 2 mal rieger als Stahl ist. Wir wollen be- 
achten, da diese auBerordentlich grofe Widerstandsfähigkeit sich 
noch gegenüber deformierenden Kräften zeigt, die ihre Periode 
erst in 427 Tagen, also in mehr als einem Jahr durchlaufen. 

Es ist bequem und für unsere-Ziele vorteilhaft die Riegheit 
relativ zur Dichte zu messen, denn eben so wird sie durch die 
Rechnungen, welche sich auf das Verhalten der Erde bei der 
Ebbe und Flut und bei den Polschwankungen stützen, gefunden 
und ebenso kommt sie auch für die Erdbebenwellen in Betracht. 
Riegheit durch Dichte dividiert gibt gerade das Quadrat der Ge- 
schwindigkeit der elastischen transversalen Wellen, welche bei 
den Erdbeben die zweiten Vorläufer bilden. Aus den Polschwan- 
kungen ist so zu schliefen, da die Geschwindigkeit der trans- 
versalen Wellen in der Erde im Mittel etwa 6 Kilometer in 1 
Sekunde beträgt. Ich môüchte nicht versäumen, hier sogleich hin- 
zuzufügen, daf manches , Wenn und Aber“ dabei ist. Bei der 
Abschätzung wurde nämlich die Dichte der Erde und ihre Rieg- 
heit als gleichmäfig durch das ganze Innere hindurch angenommen, 
was sicherlich nicht zutrifft. Es kommt hier eben zur Geltung, 
daf die Polschwankungen nur eine summarische Schätzung erlauben. 
Wir werden erfahren, daf die Untersuchung der Erdbebenwellen 
uns sehr viel weiter in die Einzelheiten zu führen vermag. 

Haben die Überlegungen des $ 2 über die Bedeutung der 
kritischen Temperatur gelehrt, daB alle Folgerungen über einen 
flüssigen oder gar gasfôrmigen Aggregatzustand, welche an die 
jedenfalls vorhandene hohe Temperatur im Innern der Erde ge- 
knüpft wurden, durchaus unsicher und gefährlich sind, so lassen 
die Erklärungen der Ebbe und Flut und der Polschwankungen 
nicht den mindesten Zweiïfel darüber, daB solchen Vorstellungen 
entsagt werden muf. Die Erde im Ganzen verhält sich wie ein 
fester Kôrper, dessen Riegheit selbst die des Stahles unter den 
uns gewohnten Temperatur- und Druckverhältnissen noch weit 
übertrifft. 


$ 4 Massenverteilung in der Erde, Hypothesen von 
Legendre und Roche. 


Die Grestalt der Erde, also vor allem ihre Abplattung, hängt 
von der Massenverteilung im Innern ab. Wäre die Dichte überall 
gleich, so müfte die Erde um ‘231 abgeplattet sein, d. h. der 
Polarradius müfte um s0 viel kleiner sein als der Âquatorialradius. 
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Tatsächlich erreicht die Abplattung nur etwa ‘5; daraus läft 
sich folgern, daf die Dichte der Erdmasse nach der Tiefe zu 
wachsen muB. Dies wird auch wahrscheinlich gemacht durch den 
Umstand, daB die mittlere Dichte der Erde (die aus Messungen 
der ,Gravitationskonstante“ erschlossen werden kann) sich zu b,b3 
ergibt, während die Oberfläche der Erde aus Gestein gebildet 
wird, dessen Dichte etwa bei 2,5 oder nicht viel darüber liegt. 


Bis zu einem gewissen Grade erlaubt die GrôBe der tatsäch- 
lichen Abplattung einen Schluf auf die Massenverteilung im Innern 
der Erde, doch bleibt hierbei noch eine weitgehende Unbestimmt- 
heit, denn es lassen sich unendlich viele Dichte-Verteilungen an- 
geben, welche zu dem wirklichen Wert der Abplattung führen 
würden. So hat man sich in älteren Zeiten darauf beschränkt 
gesehen, die Massenanordnung hypothetisch zu erschlieBen. Man 
hat dabei früher stets eine allmähliche Veränderung der Dichte 
vom Mittelpunkt der Erde zur Oberfläche angenommen. Unter 
den aufgestellten Hypothesen will ich zwei, die Hypothesen von 
Legendre und von Roche als Beispiele besprechen. Legendre 
(1789, kurze Zeit nach ihm auch Laplace) setzte: 

sin nr 
@ Be pe 
wobei à die Dichte im Abstand r vom Mittelpunkt bedeutet; à, ist 
die Dichte im Mittelpunkt der Erde, n eine gewisse Zahl. Die 
Konstanten à, und # bestimmen sich durch die aus den Beobach- 
tungen bekannten Werte der mittleren Dichte und der Abplattung. 
Setzt man die mittlere Dichte à, — b,b3, die Abplattung — ‘/298 
so folgt: 


(2) J'—110"r7n — "2407 
7 bezeichnet den mittleren Radius der Erdoberfläche, sodaf 
Fr — 6370 km 


zu setzen ist. — Als Dichte an der Oberfläche der Erde, also für 
r — 7 ergibt sich 


(3) ô — 2,69; 
es ist hiernach 
(4) ô, — 4,09 6. 


In der Folgerung (3) zeigt sich ein erster Erfolg der Legendre- 

schen Hypothese: sie ergibt für die Dichte an der Erdoberfläche 

einen Wert, der mit der Erfahrung recht wohl zusammenstimmt. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1907. Heft 4, 29 
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— Zu noch interessanteren Folgerungen gelangt man bei Beach- 
tung der Druckverteilung, die im Innern der Erde als eine Wir- 
kung der Schwere der Erdschichten hervorgeht. Bezeichnet p den 
Druck, so ergibt (1) für ihn 


() PE 


g bezeichnet hier die Schwerkraft an der Erdoberfläche. — (5) 
ordnet den Druck » in einfachster Weïse der Dichte à zu und 
legt so folgende Vorstellung nahe: Die Erde ist einheitlich aus 
einem einzigen Stoff aufgebaut und die Dichtezunahme nach innen 
kommt daher allein auf Rechnung des wachsenden Druckes der 
darüber lastenden Erdschichten. Das Gesetz 


— 0°) 


(6) ? —= k (0° — d°) 
verbindet für den Erdstoff Druck (») und Dichte (6), und bestimmt 
die Dichtezunahme. — % ist in (6) eine Konstante, welche die 


Kompressibilität kennzeichnet; d, bedeutet die Dichte beim Druck 
— 0 und darf für die Erde — 0 gesetzt werden: 


(7) 8, = 6. 


Der Wert von k ergibt sich durch Vergleich von (6) und (5). 
Setzt man unter Verwertung der gewôhnlichen physikalischen 
Centimeter - Gramm - Sekunden - Einheiten y — 981, 7 — 6,37.10°, 
ferner d, — b,53, #r — 2,49, so folgt 


(8) k — 27300. 10° (cm, gr, sec). 


Bei diesen Einheiten wird der Druck p nach ,Dynen“ per Quadrat- 
centimeter gemessen. Rechnet man statt dessen nach Atmosphären, 
so folgt, wenn man bedenkt, da 10° Dynen per Quadratcentimeter 
nahe — 1 Atmosphäre sind, # = ca. 27000 Atmosphären und 
daher nach (6): 


(9) p = 27000 (6*—9*) Atmosphären. 
Der Druck im Mittelpunkt der Erde würde hiernach 3,1 Millionen 
Atmosphären betragen. — 

Die Kompressibilität der Stoffe, welche die Erdrinde zusammen- 
setzen, ist für kleine Drucke, also für 0 — 0, — 0 bekannt. Wir 
müssen nun fragen: Stimmt damit die Formel (9) zusammen? Um 
das zu prüfen setzen wir 


d dv dû 
10 A 
go) K ns 0 ? 
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wobei v das Volumen einer bestimmten, beliebig abgemessenen 
Menge der Substanz und dp die zur Volumverminderung — dv und 
zur Dichtevermehrung dô gehôrige Druckvermehrung bezeichnet. 
Die GrôBe 1/X bedeutet dann die Kompressibilität, da sie die 
Volumverminderung in Bruchteilen des ursprünglichen Volumens 
angibt, welche sich einer Druckvermehrung um die Druckeinheit 
zuordnet. ÆX selbst gibt den Druck an, der das Volumen auf 0 
reduzieren würde, wenn die Volumenverminderung stets in gleichem 
Mafe fortschreiten würde wie bei kleinen Drucken. — Vergleicht 
man (10) mit (6) so folgt 


(11) K = 2 ko. 


Setzt man hierin 4 — 27000, 9 — 0 — 2,7, d — 9, — 11,0 so 
ergibt sich für die Volumelastizität des Erdstoffes 


an der Oberfläche: im Mittelpunkt : 
(12) Æ — 400000, K, — 66500000. 


Durch X wird für die Oberfläche eine Kompressibilität angezeigt, 
die etwa den geologisch älteren Gesteinen entspricht, sich also 
den wirklichen Verhältnissen gut anpañt. Wiederum und in sebr 
charakteristischer Weise scheint sich die Legendre’sche Hypothese 
zu bewähren. 

Will man die ganze Bedeutung dieser günstigen Ergebnisse 
recht verstehen, so muB man beachten, daB bei alleiniger Herr- 
schaft des Zufalles ja gar kein Grund ersichtlich ist, warum die 
Legendre’sche Hypothese für die Dichte und die Kompressibilität 
der Erdschichten an der Oberfläche nicht vüllig unsinnige Resultate 
ergeben sollte. Es kann und soll daher nicht geleugnet werden, 
daB manches für die Legendre’sche Hypothese spricht, und die 
sorgfältige Beachtung, welche sie so oft gefunden hat, durchaus 
gerechtfertigt scheint. — Wir wollen bemerken, daB sie bei der 
hier skizzierten Ausdehnung uns die Erde als einen Steinball 
erscheinen läBt. Wollten wir eine Schichtung nach verschiedenen 
Materialen, wollten wir insbesondere einen Metallkern von erheb- 
lichen Dimensionen annehmen, so würde aller Reiz der physikali- 
schen Folgerungen sogleich verschwinden. Die Grundformel 

sin nr 
nr 


#0, 


sänke dann zu einer Interpolationsformel. Die Formel (6) stellte 

kein fundamentales physikalisches Gesetz dar, sondern wäre nichts 

als ein überraschendes Spiel des Zufalles; ebenso hätte dann nur 
29* 
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der Zufall die scheinbar zutreffenden Folgerungen für die Kom- 
pressibilität der Erdrinde herbeigeführt. — 


Die Legendre’sche Formel (1) ist für die Rechnung wegen 
ibrer transzendenten Form oft unbequem. So hat man daher viel- 
fach versucht, durch Umgestaltung die mathematische Behandlung 
zu erleichtern. — Das kann z. B. sehr einfach geschehen, wenn 
man Reïhenentwicklungen vornimmt und diese dann abkürzt. Es 
ist : 

(13) Ôd = d sin nr — Ô (1 be (nr) + as.) 

‘nn : 1.2.3 1.2.3.4.5 
Beschränkt man sich, statt die ganze unendliche Reïhe zu nehmen, 
rechts in der Klammer auf das erste Glied hinter der 1, so kann 
geschrieben werden: 


(14) ee a(1-s(2)) 


wobei d, nach wie vor die Dichte im Mittelpunkt bezeichnet und s 
eine gewisse Konstante ist. Die Formel (14) pflegt man das Roche- 


sche Gesetz zu nennen. Setzt man die Abplattung & — 1/28, die 
mittlere Dichte — 6,53, so ergibt sich!) 
(15) s — 0,78, 0, — 10,4, 9 — 0,22, 6, — 2,3. 


Auch bei der Roche’schen Hypothese wird stetige Ânderung 
der Dichte vorausgesetzt, liegt es also nahe, an einen einheitlichen 
Aufbau der Erde aus einem einzigen Stoff zu denken, der nach 
innen zu durch den wachsenden Druck immer stärker komprimiert 
ist. Es folgt aus (14): 


gr d, r \ r \* sr 
Go rat -tb- (5) +46(5) 36 ()) 
und daher: 
17 = gr bien- dat [- =. 3 8 La Ù de ) 
(D pe Gm-ry(—2+66-48 +5 sgh + 
worin à, durch 8, — à ersetzt werden kann, wenn man beachtet, 
da8 0/8 = 9,9, — 1/(1—5) ist. Die Formel (17) ersetzt bei der 


Roche’sche Hypothese das Gesetz (6), welches zu der Legendre- 
schen Hypothese führte. (17) ergibt für die Kompressibilität : 


1) G. H. Darwin. The Theorie of the Figure of the Earth carried to the 
Second Order of Small Quantities. Monthly Notices Roy. Ast. Soc. vol. 60, 
1899, p. 81. 
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3 = 0010 +8 (5) 


RUE Des) nr et 
e Tes DIR «())C #())} 
Hiernach wäre der Druck im Mittelpunkt der Erde 


(19) p, = 8 Millionen Atmosphären 


und die Volumelastizität, wenn der Druck nach Atmosphären ge- 
messen wird: 


(18) 


an der Oberfläche: im Mittelpankt: 
(20) X — 200000, Æ, — 8000000. 


Vergleichen wir im Ganzen genommen die Roche’sche Hypo- 
these mit der Legendreschen, so folgt, daB sie sich in Bezug auf 
die Oberflächendichte à etwa ebenso, in Bezug auf die Oberflächen- 
Volumelastizität wohl etwas weniger gut bewäbrt. 


$ 5. Massenverteilung in der Erde; Annahme eines 
Metallkerns. 


Bei aller Anerkennung der Erfolge der Legendre’schen und 
der verwandten Hypothesen hegte ich doch schon seit langem 
ernste Bedenken gegen die hier zugrunde gelegte Annahme einer 
stetigen Zunahme der Dichte nach dem Innern der Erde hin. Will 
man in der Dichtevermehrung eine Wirkung des steigenden 
Druckes sehen, so müfte bei der Legendre’schen Hypothese eine 
Kompression auf ‘/4, bei der Roche’schen Hypothese nahezu auf 
1/; des Volamens von der Oberfläche der Erde bis zum Mittelpunkt 
angenommen werden. Bei der auferordentlichen Widerstands- 
fähigkeit, die den Molekülen nach den physikalischen Erfahrungen 
zugeschrieben werden muB, schien mir das durchaus unerlaubt. 
Entschlieft man sich demgemäB, die Vorstellung einer weitgehen- 
den Mitwirkung des Druckes aufzugeben, so muB die Dichtevariation 
auf Rechnung von Materialänderung gesetzt werden, und es wer- 
den sprungartige Ânderungen der Dichte weit wahrscheinlicher 
als allmälich verlaufende. Insbesondere ist dann bei der hohen 
mittleren Dichte der Erde anzunehmen, daB der Steinuntergrund, 
auf dem wir leben, nur einen Mantel anzeigt, der einen Metall- 
kern umhüllt. Diese Vorstellung mir zu eigen machend, unter- 
warf ich zunächst einmal den denkbar einfachsten Fall der Rech- 
nung, daB ein Steinmantel von nicht merklich vari- 
abeler Dichte einen Metallkern von nicht merklich 
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variabeler Dichte umhülle.!) Wird dabei für die Ab- 
plattung & aus der Erfahrung ein bestimmter Wert eingesetzt, s0 
bleibt die Grôfe des Metallkerns noch unbestimmt; man kann 
jede beliebige GrôBe annehmen, jedoch ist dann stets sowohl die 
Dichte des Metallkerns d’ wie die des Steinmantels 8 mitbestimmt. 
DaB auch die Dichte des Steinmantels sich als Folge der Annahme 
über die Dimensionen des Metallkerns ergibt, hat eine weitgehende 
Einschränkung der Wahl zur Folge, denn man muf verlangen, 
daB der Steinmantel eine Dichte erhält, die nach unseren Er- 
fahrangen noch innerhalb der Grenzen des Wahrscheinlichen liegt. 
Als solche Grenzen nahm ich die Dichten à — 8,0 und Ô — 3,4 
an. Dann ergibt sich unter der Annahme 


0. — 5,53 
für die mittlere Dichte der Erde: 


de 3,018 = g2ls 3410 3,09 = 3,9l8 = 8,4 
a den Le Erhute eraste 
r'Ir 0" 
18 | 0,792 | 0,773 | 0,749 | 808 | 822 | 8,45 
th | 0:795 | 0776 | 0,753 | 8,00 | 816 | 838 
1/96 | 0798 | 0:780 | 07657 | 794 | 810 | 8:30 


Der Wert & — 1/28 für die Abplattung ist nach Helmert der 
beste, den man zur Zeit aus der Gesamtheit der Pendelbeobach- 
tungen ableiten kann. ‘/»7 schien mir bei Abfassung meiner Ar- 
beit als der beste Wert, der damals aus der Gesamtheit der 
Pendelbeobachtungen der geodätischen und der astronomischen 
Untersuchungen erschlossen werden konnte. Auch Darwin ent- 
schied sich in der vorhin zitierten Arbeït für ‘/297. — r’ bedeutet 
den Radius des Metallkerns; die Tabelle zeigt, daf er auf “5 bis 
$la des Radius der Erdkugel zu schätzen ist. — 0’ bedeutet die 
Dichte des Metallkerns; es ergibt sich, daB sie ein wenig über 8 
liegt, das heift, es folgt eine Dichte, die gerade dem etwas kom- 
primierten Eisen (9, — 7,8) entspricht. Die Hypothese der zwei- 
teiligen Erde pafit sich also ganz vorzüglich der Vorstellung an, 
da der Metallkern in der Hauptsache aus Eisen besteht. Dieser 
Umstand spricht gewif zu ihren Gunsten, denn Eisen ist sowohl 
bei dem Aufbau der Erde als auch bei dem der Sonne sehr be- 


1) Nacbrichten d. K. Gesellsch. d. Wiss. zu Gôüttingen, math.-phys. Klasse 
1897297221" 
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deutend beteiligt, und es fallen auf die Erde vorherrschend Meteo- 
rite, die teils aus Stein, teils aus Eisen bestehen, Eisen ist also 
sicher einer der Hauptbestandteile unseres Sonnensystemes. 

Mathematisch ist die von mir vertretene Hypothese der zwei- 
teiligen Erde im Nachteil gegenüber der Hypothese einer einheit- 
lich gebauten Erde, wie sie den Formeln von Legendre und Roche 
entspricht, weil sie 3 GrüBen (r', d, ') statt 2 (9, und # bei Le- 
gendre, d, und s bei Roche) als Unbekannte in die Rechnung ein- 
fübrt. So wird es nôtig, über die Dichte des Steinmantels eine 
besondere Annahme zu machen, während diese sich bei der Hy- 
pothese der einheitlich gebauten Erde als eine Folgerung ergibt, 
die in ihrem Ergebnis als verträglich mit der Erfahrung erkannt 
wird und sich so als eine Stütze für die Ausgangshypothese ver- 
wertet werden kann. Physikalisch fällt der Vergleich fast noch 
mehr zu Ungunsten der Hypothese der 2-teiligen Erde aus, denn 
die überaus interessanten Folgerungen über Kompressibilität der 
Erdsubstanz, welche insbesondere bei der Hypothese von Legendre 
zu so überraschend guter Übereinstimmung mit der Erfahrung 
führten, fallen bei der Hypothese der 2-teiligen Erde ganz fort. 
So kann denn diese Hypothese für sich zunächst nur geltend 
machen, daB sie den physikalischen Vorstellungen über die Wider- 
standsfähigkeit der Moleküle etwas besser gerecht werde — was 
aber vielleicht nicht einmal von allen Physikern anerkannt werden 
wird —, und daf sie für die Dichte des angenommenen Metall- 
kerns gerade diejenige ergibt, welche aus unserer Kenntnis von 
dem Aufbau unseres Sonnensystems am meisten zu erwarten ist. 
Ihre Stellung erweist sich so nicht gerade als besonders bevor- 
zugt. Um so viel wichtiger ist es, daB durch die Analyse der 
seismischen Erscheinungen eine Entscheidung môglich wird, welche 
uns von den Zweifeln befreit: Das Urteil lautet zugunsten 
der Hypothese der 2-teiligen Erde. 


$ 6 Fundamental-Gleichungen der Elastizitäts- 
theorie. 


Es ist der Fall der ,Doppelbrechung“ der elastischen Wellen 
von M. J. Rudzki in seinen ,Studien aus der Theorie der Erd- 
beben“') zwar schon ins Auge gefaft worden, aber diese Frage 
wird sich für uns noch der Aufmerksamkeit entziehen. Auch die 
Abplattung der Erde soll hier noch aufer Spiel gelassen werden, 
obgleich die Erdbebenbeobachtungen immerhin schon einen s0 


1) Gerlands Beiträge zur Geophysik, Bd. III, 1898, S. 519. 
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hohen Grad von Schärfe gewonnen haben, daB eine Erweiterung 
in dieser Hinsicht sehr bald nôtig werden wird. Vorläufig jeden- 
falls genügt es, mit der Annahme einer aus isotropem 
Material aufgebauten und aus konzentrischen Kugel- 
flächen geschichteten Erde zu rechnen und wir wollen 
uns im Interesse der Einfachheit- der Darstellung darauf be- 
schränken. 

Ganz kurz weise ich zunächst auf die Grundlagen hin, welche 
die Elastizitätstheorie isotroper Medien uns bietet. 

Sind T°, T°, T°”, T° der elastische Druck und seine Kompo- 
nenten auf einem Flächenelement mit der Normalen n bezogen 
auf die Flächeneinheit, U, 1, U, U, die Verschiebung und ihre 
Komponenten an der betreffenden Stelle des elastischen Kôrpers 
bei der Deformation, welche den elastischen Druck T erweckt, so 
ist 


(1) TS = (a—20) div +20 De 
n — ZX, y, &, 
ou ou ou on 
DRE IR D? ; I NORGE En (SC : a 
(22) -T”—-1, v Ôz id 0y } z. & (Se L ns) 
ou ol 
TO To) su » À. 
z' To = bd : ++) 


div U bedeutet die ,Divergenz“ der Verschiebung U im Sinne der 
Vektoranalysis ; es ist daher 

(1 SE à BE 1 
É PAOLRNE TUE 7'2S 
a” und b° sind zwei Elastizitätskonstanten, die bei allen Materialien 
positiv sein müssen; man wird das leicht durch Betrachtung spe- 
zieller Fälle erkennen kônnen. b* ist das MaB der Riegheit und 
verschwindet bei Flüssigkeiten; b° kann daher als ,Riegheit“ 
oder als Koeffizient der ,Formelastizität“ bezeichnet 
werden. «? kommt allein zur Geltung, wenn die Substanz nur in 
einer einzigen Richtung eine Dilatation erfährt, wenn z. B. ou/0x 
allein von O verschieden ist. Man kann darum «” den Koeffi- 
zienten der ,Linear-Elastizität“ nennen. Mit den viel 
benutzten Lamé’schen Konstanten 4 und uw hängen a° und &* durch 
die Beziehungen 


(24) A= ab, pu = 


zusammen. 


(23) div U — 
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Die Divergenz der Verschiebung U gibt die Volumdilatation 
an, sodaf 


(25) div U = 


.] 


wird, wenn, v das Volumen, dv seine Vermebrung, à die Dichte, 
dô ïhre Vermehrung bezeichnet. Bei einer reinen Volumverände- 
rung findet eine Druckvermehrung dp statt, die man aus (21) er- 
hält, indem man für n — +, y, z, dp — T!” setzt. Es ergibt sich: 


dv aù 
v 


dp __—dv  dù 
Ge) Fe OS UT 
wobei 
(27) K = a —-40 


den ,Koeffizienten der Volumelastizität“, 1/X die 
»Kompressibilität“ darstellt. — 

Bei der Dehnung eines freien Stabes in der +-Richtung, wobei 
von alle den Druckkomponenten &!, T® u. s. w. nur & von 0 
verschieden wird, hängen Längsdehnung d//! — oôlU,/ôx und Zug 
— T° durch die Formel 


— T° dl ou, 
es) AS ET 
zusammen, wobei 
(29) E = 8 ir = 8. Bar 


a =?" 


den ,Elastizitätskoeffizienten für Längedehnungen“ 
bezeichnet. Die Querkontraktion uw, das heïft, das Verhältnis 
der Verminderung der Querdimensionen zur Vermehrung der 
Länge, ergibt sich zu: 


a — 2b° 

(80) More 

Es ist hiernach auch: 

f see 1—2u 2 

(81) ES re 

he ARE 5e L 
_ St _ $1—-2y AE 
E = G-M0 +0 — 2(1+u)0 = 3(1—92u)X. 


D 1e 


Von besonderem Interesse ist der Fall 
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HOT 

denn einmal zeigen die Beobachtungen, daB für die bei weitem 
grôBte Mehrzahl der festen Kôürper und speziell für die Gresteine, 
welche die Erdrinde aufbauen, der tatsächliche Wert von w in der 
Nachbarschaft von ‘/4 liegt, und zweitens haben theoretische 
Untersuchungen franzôsischer Mathematiker gleich anfangs, als 
man im 18. Jahrhundert das allgemeine Problem der Elastizität 
zu behandeln begann, gezeigt, daB w den Wert ‘4 annehmen muf, 
wenn die Materie sich aus Molekülen aufbaut, die nur mit Zentral- 
kräften von Mittelpunkt zu Mittelpunkt aufeinander einwirken. 
Damals nahm man es meist als selbstverständlich an, daB nur so 
beschaffene Kräfte die Moleküle verbinden kônnten und war in 
Verlegenheit, wie die beobachteten Abweichungen von dem Wert 
1/4 zu erklären seien. Heute haben wir uns zu komplizierteren 
Vorstellungen über die Wechselwirkungen der Moleküle bequemen 
müssen, wir finden keine Schwierigkeit darin, polare und multipolare 
Kräfte vorauszusetzen. Wir sehen daher in !/4 nur einen speziellen 
unter unendlich vielen môglichen Fällen. Um so interessanter und 
wichtiger ist es, daf die Erdbebenbeobachtungen, wie wir später 
sehen werden, für das Innere der Erde bei den für unsere mensch- 
liche Vorstellung ganz auferordentlich hohen Drucken für w eben- 
falls Werte ergeben, welche sich von ‘/4 nicht weit entfernen. — 
Für uw — la selbst wäre: 

30° — a’; um = #; 


a 
Fe) 8K — $a — 5 = 2E, 


$ 7. Fortpflanzung elastischer Erschütterungen 
in homogenen Medien. 


Für die Fortpflanzung elastischer Erschütterungen in homo- 
genen Medien ergibt die Mechanik nach (21), (22) das Gesetz: 


du ; : : 
34 — —= 0° grad div U—b* vers vers U. 
Hierin ist abkürzend 
a L? 
3b a? = — bp? = — 
(35) 7 : 


gesetzt worden. Im Übrigen wurden die Vektorbezeichnungen 
angewandt. Die ,Divergenz“ wurde schon auf Seite 16 erklärt. 
»grad“ bedeutet ,Gradient“. Ein Vektor Ÿ mit den Komponenten 
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8,, 8, %, ist der Gradient einer Raumfunktion f, wenn bei 
rechtwinkligen Koordiraten 


(36) 3, = Ÿ 8, = Fée ja 
Ôz 
ist. — ,vers“ bedeutet , Version“. Version ist ein von Maxwell 


gleichbedeutend mit ,curl“ und ,rotation“ gebrauchter Ausdruck. 
Ein Vektor S' ist die Version eines Vektors #, wenn bei recht- 
winklisgen Koordinaten 

CO ON 08, 0%, g' — 0%, O0Y, 


OÙ PM De er Te gg | Pa x y 


ist. — Bei rechtwinkligen Koordinaten sagt (34) hiernach z. B. 
für die æ-Richtung aus: 


d'ie (SE +5 + SE _p OMOUPAPOUTEN OS -T) 
de + dos = al Ôx = | dE 
Es folgt nach sx daf 2 Wellenbewegungen unabhängig 


nebeneinander in solcher Weise verlaufen, daB die Verrückung U 
als Superposition zweier Verrückungen U® und U°® erscheint 


(7) B! — 


(39) ü = uv+ue, 
von denen die eine den Gleichungen 
211) 
(40) _—. — cuorad div, il? 
(41) Vers Le — 0, 


und die andere den Gleichungen 


21102) 
(42) 2 = —b? vers vers U° 


(43) div u® = 0 


genügt. Die Unabhängigkeit der beiden Wellenbewegungen wird 
gewährleistet, indem die Schwingungsgleichungen (40), (42) die 
Beziehungen (41), (43) dauernd aufrecht erhalten. Man kann die 
Bewegungen (1) als die , Verdichtungswellen“, die Bewegungen (2) als 
die ,Scheerungswellen“ bezeichnen, da nur bei (1) nicht aber bei 
(2) Volumänderungen eintreten, und da andererseits bei (2) allein 
die Scheerungselastizität zur Geltung kommt. 

. Die Bedingung (41) besagt, daB der Verschiebungsvektor U° 
ein ,Potential“ besitzt. Nennen wir dieses y, sodaf 
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(44) U® — — grad y 

ist, so kann die Schwingungsgleichung (40) in der Form 
| d'p _ ;: 

(45) Tu re 


geschrieben werden, wobei das Operationszeichen 7 für eine Funk- 
tion f in der von Laplace benutzten Abkürzung div grad bedeutet: 


(46) df = div grad f. 


Nach (45) ist a — a/Vo die Ausbreitungsgeschwindigkeit 
der elastischen Wellen erster Art U®; die aus (44) fol- 
gende Beziehung (41) sagt dabei aus, daB es sich um longi- 
tudinale Wellen handelt. 

Die Gleichang (42) kann auch in der Form 

d u°® : . 

(47) de. — b 4 u' ? 
geschrieben werden. Es tritt dann hervor, daB die elastischen 
Wellen zweiter Art U® sich mit der Geschwindigkeit 
b fortpflanzen. Aus der Optik ist dabei bekannt, daf durch 
die Bedingung (43) Transversalität der Wellen angezeigt 
wird. Der mit der elektromagnetischen Lichttheorie Vertraute 
kann zu denselben Folgerungen leicht auch durch Umwandlung 
der Formeln (42) (43) in die Hertz-Heaviside’schen Gleichungen 
gelangen. — 

Zurückblickend erkennen wir, daB bei elastischen Erschütte- 
rungen unabhängig von einander Verdichtungswellen als 
longitudinale Wellen mit der Geschwindigkeit 


(48) me 
Ve 
und Scheerungswellen als transversale Wellen mit der 
Geschwindigkeit 
b 
Ve 
in die Ferne gehen. 

Die Unabhängigkeït der beiden Wellenarten besteht nur in 
Bereichen in denen das elastische Medium homogen ist. Sie gilt 
insbesondere auch in dem Fall nicht, wenn die elastischen Wellen 
durch eine Trennungsfläche aus einem Medium in ein elastisch 
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verschiedenes anderes übertreten, oder wenn sie an einer äuBeren 
Oberfläche reflektiert werden. Dann gehen im allgemeinen von 
der Unstetigkeitsfläche nicht nur Wellen derselben Art gebrochen 
oder reflektiert weiter, sondern es treten auch Wellen der anderen 
Art hinzu. Ein einheitlicher Wellenzug, der auf eine Trennungs- 
fläche fällt, erregt also im allgemeinen 2 gebrochene und 2 reflek- 
tierte Wellenzüge, und er wird an einer äuBeren Grenzfläche im 
allgemeinen in 2 Wellenzügen reflektiert. Das Problem der Bre- 
chung und Reflexion elastischer Wellen nimmt hiernach eine recht 
komplizierte Gestalt an. Im Folgenden soll es nur in einzelnen 
Grundzügen behandelt werden; etwas eingehender wird allein die 
Reflexion an einer äuBeren Oberfläche besprochen werden, da diese 
für die Erdbebenwellen eine besonders groBe Wichtigkeit hat. Sie 
kommt nämlich immer da zur Geltung, wo die Erdbebenwellen an 
die Erdoberfläche treten und geht so in jede Beobachtung der ersten 
und zweiten Vorläufer ein. — Für unsere Zwecke genügt es 
vôllig, wenn wir sowohl die elastischen Wellen als auch die Un- 
stetigkeitsflächen als eben betrachten. 


$ 8& Ebene Wellen gleichmäfiger Intensität. 


Zunächst sollen die ebenen Wellen betrachtet werden, bei 
denen die Bewegung auf jeder Wellenfläche überall in der gleichen 
Weiïise und mit der gleichen Intensität vorsichgeht. Wir beginnen 
mit den longitudinalen Wellen. £ sei die Fortschreitungs- 
richtung, soda die Wellenebenen senkrecht auf Ë stehen; « sei 
die jeweilige Verrückung parallel Ë, sodaB in der Vektorschreib- 
weise 


(50) Us = a U, = 0, = 0 


ist. « muB wegen der angenommenen gleichmäBigen Intensität 
auf jeder Ebene __£ konstant sein, hängt also nur von der Raum- 
koordinate £ und der Zeit { ab. Da es sich um eine mit der Ge- 
schwindigkeit a in der Richtung Ë fortschreitende Wellenbewegung 
handelt, kann versucht werden, den Zusammenhang zwischen « 
und #,£ durch die Formel 


(51) à = F6) (-#) 
darzustellen, wobei F(p) eine Funktion einer Variablen p bedeutet, 
die für jede Stelle £ zur Zeit { den Wert p — t —E£fa bat. (61) 
kennzeichnet eine Welle, die beim Fortschreiten in sich ganz un- 
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verändert bleibt. Setzen wir für den Augenblick £ — x, U, = «, 
U, = 0, Ü, — 0, so erkennen wir, daf in der Tat (51) sowohl 
die Schwingungsgleichung (40), als auch die Bedingungen der 
Longitudinalität (41) erfüllt. — Da die Funktion F' ganz unbe- 
stimmt bleibt, ist klar, da8 jede beliebig gestaltete Welle durch 
die Formel (51) wieder gegeben werden kann. 

Bei den transversalen ebenen Wellen findet die Be- 
wegung der Teilchen des elastischen Trägers in den Ebenen senk- 
recht zur Fortschreitungsrichtung statt. So ist nicht eine be- 
stimmte Schwingungslinie sondern nur eine Schwingungsebene 
vorgeschrieben, und es empfehlt sich daher eine Zerlegung nach 2 
Komponenten vorzunehmen. Wir wollen für die Komponenten 
linear“ schwingende Bewegungen annehmen (entsprechend , linear 
polarisierten“ Wellen). Ë sei wieder die Fortschreitungsrichtung; 
zwei zu & und untereinander senkrechte Richtungen 7 und £ wählen 
wir aus und zerlegen die Verrückungen U bei der Wellenbewegung 
in die Komponenten B und y parallel y und 6: 


(52) Us = OU, = 8, Ù = y. 

Dann gibt B eine linear schwingende Welle mit Schwingungsebenen 
parallel (Ë, 7) und y ebenso eine linear schwingende Welle mit 
Schwingungsebenen parallel (6,6). Die Fortpflanzungsgeschwindig- 


keit ist nun b. Nach Analogie des Falles der longitudinalen 
Wellen kônnen wir setzen; 


(53) B— FO (é —#) y = FO ( À), 


wobei die Funktionen F#(p) und FW)(p) ganz beliebig sind, sodaf 
jede beliebige transversale Wellenbewegung dargestellt werden 
kann. 

Unter den ebenen elastischen Wellen sind für uns diejenigen 
mit Sinusschwingungen besonders interessant.  Bedeutet 
F'(p) irgend eine der Funktionen F(«, F(), FO, so ist im Falle 
der Sinusschwingungen zu setzen: 


164 
wobei T die Periode, 4 die Wellenlänge ist, und 8 und C Kon- 
stanten sind, die Amplitude und Phase bestimmen. Die Maximal- 
amplitude wird durch V S°+ C* angegeben. Periode T und Wellen- 
länge À hängen durch die Gleichung 


(55) 4 00 


(54) Fo) = Ssin2x (5 E)+ cos 2x (5 - À) 
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zusammen, wobei b die Geschwindigkeit der Wellen angibt, also 
gleich a oder b ist. — 


$ 9 Ebene Wellen ungleicher Intensität. 


Neben den ebenen Wellen gleichmäfiger Intensität sind für 
die Seismik auch solche ungleichmäfiger Intensität von Wichtig- 
keit, da sie sich bei der Brechung und Reflexion von ebenen 
Wellen gleichmäBiger Intensität einstellen und auch in den ,Haupt- 
wellen“ der Erdbeben selbständig auftreten. Als ,Oberflächen- 
wellen“ finden wir sie an der Oberfläche der Erde selbst; sie 
werden aber auch als ,Schichtwellen“ eine wesentliche Rolle 
spielen; es ist mir sogar sehr wahrscheinlich, daf die Vibrationen 
am Erdbebenherde selbst zu Schichtwellen gehôren. In der vor- 
liegenden Arbeit kann von diesem weiten Gebiet der mathemati- 
schen Analysis nur das allereinfachste zur Sprache kommen, was 
für das Verständnis der Reflexion und Brechung der ebenen Wel- 
len und der ,Hauptwellen“ der Erdbeben durchaus erforderlich ist. 

Bei der Reflexion und Brechung ebener elastischer Wellen 
gleichmäBiger Intensität kann es ähnlich wie bei der , Totalreflexion“ 
des Lichtes dahin kommen, daf neben Wellen gleichmäfiger In- 
tensität noch andere Bewegungen auftreten. Wie dabei der all- 
gemeine Fall beliebiger Art der einfallenden Wellenbewegung zu 
behandeln ist, vermag ich nicht zu übersehen, ich weiB auch nicht 
anzugeben, ob von seiten eines anderen Autors dieses Problem je 
in Angriff genommen worden ist. Der Spezialfall der Sinus- 
schwingungen aber bietet mindere Schwierigkeiten und läft 
auch für die elastischen Erschütterungswellen eine ganz ähnliche 
Art der Behandlung zu, wie sie für die Optik seit langem wohl 
bekannt ist. Hier kommt man auf jene besondere Art ebener 
Wellen ungleicher Intensität mit Sinusschwingungen, die auch bei 
den ,Hauptwellen“ der Erdbeben auftreten. Auf ibre Besprechung 
werde ich mich weiterhin beschränken. 

Wiederum sind ,Verdichtungs-“ und ,Scheerungs- 
wellen“ zu unterscheiden, die bei der hier benutzten Symbolik 
auch ,a“- und ,6“-Wellen genannt werden kôünnen. £ sei die 
Fortschreitungsrichtung, € eine zu £ senkrecht stehende Richtung, 
in welcher die Intensität variiert; auf den zu £ und £ senkrechten 
Richtungen n sei die Intensität konstant. a, 8, y seien die Ver- 
schiebungen ||Ë, 7, 6: 


(56) Ü4 Far: u, = f, Us = de 
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Dann kônnen wir für die ,Verdichtungswellen“ (a-Wellen) 
mit exponentiell variierender Intensität“ setzen: 


ri de 2 (s cos 2#(+-À) — C sin 2x (7 À) 


A AT 
(67a) B = 0, 
£ 
BROSSE Z) faNnké __ 
ri À (s sin 2x (m7) + C cos 2a (+ =) 


T bedeutet die Schwingungsperiode, 4 die Wellenlänge, À die 
Wellenlänge, welche bei ebenen Wellen gleichmäfiger Intensität 
zur Periode T gehôren würde; die Konstante Z gibt eine Ent- 


fernung an, in welcher {| £ die Amplitude variiert wie PTE 

ca. 500 : 1. Die Konstanten S und C bestimmen Amplitude und 

Phase. — $Setzt man £— x, n—=y, £—2, a —U,B—=U, y = Ù, 

so wird man leicht feststellen kônnen, daf durch die Ansätze (57a) 

die Bedingung (41) erfüllt wird. Man wird ferner finden, da8 auch 

. der Schwingungsgleichung (40) Genüge geleistet wird, wenn 
LORLÉ 1 1 

(58a) AA T a T° Me. 

gesetzt wird. Bedeutet noch % die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

der Wellen, so ist 


(59a) A UT 


Nach (58a) muf 
(60a) PES IE 


sein, wenn À und 4, als positive Grôfen betrachtet werden. — 
Z kann durch — Z ersetzt werden; man kann auch für Z einmal 
+ Z, dann — Z setzen und die Resultate addieren oder subtrahieren, 
um 80 Wellen mit einer ,hyperbolischen“ Anordnung der Intensi- 
tät zu erhalten. — 

Für ,Verdichtungswellen (a-Wellen) mit periodisch 
variirender Intensität“ kann gesetzt werden: 


a = 7 cos 2x À (Scos2r(-7 —Ÿ)- 0 sin 2x (7 - À) 
(7b) B = 0, 
y = 2 sin 2x + (ssin2r( 7 À)+ 0 cos 2x (5 +) 
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ver 1 1 

(58b) +257 = 
(59b) A=VTE E "a 

(60b) ANGES 6: 


Z ist hier die Entfernung, in welcher man beim Fortschreiten in 
der é-Richtung wieder zu den Ausgangswerten der Verrückungen 
a, y kommt. Es ist selbstverständlich, daf für & auch £+6, ge- 
setzt werden kann, wobei £, irgend eine Konstante bedeutet. Setzt 
man z. B. 6, — 7/2, so geht sin 2x (£/2) in cos 2x (£/Z), cos 
2x (6/Z) in — sin 2x (f/Z) über. — 

Bei den Scheerungswellen (b-Wellen) sind 2 Arten 
zu unterscheiden, je nachdem die Schwingungen parallel oder 
senkrecht zu den Ebenen erfolgen, welche die Fortschreitungs- 
richtung (£-Richtung) und die Variationsrichtung der Intensität 
(&-Richtung) enthalten. Die Scheerungswellen mit parallelen 
Schwingungen entsprechen bei exponentiell variirender 
Intensität den Formeln: 


Too A (1 
{61a) B — 0, 
ë 
OST t Ë t Ë 
y = (S sin 2x 7 )+Coos2x (5) 

la AL 1 
(62a) AIG PT 4 
(63a) 1 HSTE A 
(64a) AS D. 


Z kann wieder positiv oder negativ gewählt werden; unter Be- 
nutzung beider Fälle kônnen wieder Wellen mit hyperbolisch 
variirender Intensität zusammengesetzt werden. Bei periodisch 
varirender Intensität ist zu setzen; 


' = 25 cos 2x + (Scos2x( + - À) - C sin 2x (5 -—<), 
(61b) B = 0, 
Ê —= À sin 26 (ssnoa(r-À)+ C cos 2x F- ) 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-pbys. Klasse. 1907. Heft 4. 30 
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1 1 à 1 
(EP) AZ ET 
(63b) A = ST = 
(64b) 1> 8 >b 


wieder kônnen sin 2x (6/7) und cos 2x (£/Z) durch cos 2x (£[Z) 
und — sin 2x (£/Z) ersetzt werden. 

Die Scheerungswellen mit Schwingungen senkrecht 
zu den Richtungen des Fortschreitens and der Variation der 
Intensität entsprechen bei exponentiell variirender In- 
tensität den Formeln: 


a = 0, 
sp t t 
(65a) À B—e Z(S sin2x (À + C cos 2n(7-#) 
| seA 
ose 1 1 
(66a) A’ Z? p° T® 12° 
(67a) 4=8T = 
(68a) AS <b; 
und bei periodisch variirender Intensität den Formeln: 
œ == (), 
Béanbohe Lie, tu 
(65b){ 6 = sin 2x (S sin 2x Tr =)+ Ceos 2x (7 —<), 
y = 0, 


(66b) A4 + PA b°T? 2: ; 
DE 

(67b) A=BT— 4, 

(68b) A> là, Bb. 


Für (6ba) ist der Übergang zu hyperbolisch varirender Intensität. 
wie früher zu machen, in (65b) darf sin 2x (2/7) durch cos 2x (2/7) 
ersetzt werden. 
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$ 10. Geometrisches über Reflexion und Brechung. 


Bevor wir daran gehen, die Reflexion elastischer Wellen in 
den verschiedenen einzelnen Fällen zu untersuchen, die für die 
Seismik bedeutungsvoll sind, sollen einige Vorbemerkungen all- 
_gemeiïner Ârt in Bezug auf Reflexion und Brechung gemacht wer- 
den. Es kommen hier wichtige geometrische Beziehungen in Be- 
tracht, die sich auch auch obne eingehende Verwertung der in 
den letzten Paragraphen aufgestellten Formeln leicht überblicken 
lassen. Dann wird auch von der Formulierung der Grenzbe- 
dingungen zu sprechen sein. 


Eine ebene Welle gleichmäfiger Intensität falle auf eine 
ebene Grenzfläche zwischen zwei elastisch sich verschieden ver- 
haltenden Medien (1) und (2) Eine Ebene, welche auf der 
Grenzebene senkrecht steht und die Fortschreitungsrichtung 
der eiïinfallenden Welle enthält, kann dann nach dem üblichen 
Sprachgebrauch als ,Einfallsebene“ bezeichnet werden. Sie 
stellt zugleich die ,Reflexionsebene“ und die ,Brechungs- 
ebene“ dar, denn sie muB aus Gründen der Symmetrie auch die 
Fortschreitungsrichtungen der gebrochenen und der reflektierten 
Wellen enthalten. 


Figur 1 stelle die Einfallsebene dar. GG sei die Schnitt- 
linie der Trennungsebene zwischen den Medien (1) and (2). 4*4 
sei ein Stück einer Wellenebene der einfallenden Welle zur Zeit 
4. Wie in der Figur angedeutet, soll der ,Éinfallswinkel* 
im Sinne der Optik mit à bezeichnet werden; à ist also der Win- 

30* 
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kel, den die Einfallsrichtung mit der Normalen der Trennungs- 
fläche bildet. In der Seismologie verwendet man häufig statt des 
,Einfallswinkel“ den sogenannten ,Emersionswinkel“, das 
heiïft den Winkel, den die Einfallsrichtung mit der Trennungsfläche 
selbst bildet; in der Figur ist er mit e bezeichnet worden. Ein- 
fallswinkel und Emergenzwinkel ergänzen einander, wie man sieht, 
zu 900. — Je nach ihrer Art rückt die Welle 4A*A in der Einfalls- 
richtung, das heifit in ihrer Normalen, mit der Geschwindigkeït 
a oder b® vor. Ist sie also zu einer um Z{ späteren Zeit {+ 44 
nach B*B gelangt, und stellt B*C das von B* auf A*A gefällte 
Lot dar, so muf CB* — a°%t oder = b°Zt sein. In der Grenz- 
fiche ist der Fortschritt der Welle in der gleichen Zeit durch 
A*B* angegeben. Bedeutet also # die Oberflächengeschwin- 
digkeit, so ist 5 — A*B*/41. Die Figur lehrt, daB sini — 
B*C/A*B*, so folgt denn der Satz sini — a°/$ oder — 6°/3, 
das heïfit, es sind der Einfallswinkel à, die Raumgeschwin- 
digkeit bd (— a oder — 6) und die Oberflächengeschwin- 
digkeit % allgemein durch die Beziehung verbunden: 


D 

(2) sais sine 

Eine reflektierte Wellenebene wird in der Zeit 2 um a” 
oder b°7t vorgerückt sein müssen;, wäblen wir diejenige, welche 
zur Zeit t durch A* geht, welche also die einfallende Welle A*A 
fortsetzt, so muf sie zur Zeit + 7f durch B* gehen, muB also 
eine solche Lage B*B" oder B*B"” einnehmen, daB das von A* auf 
B*B' oder B*B" gefällte Lot A*C' oder A*C"” die Länge a°7# 
oder b®7t hat. Ganz ähnliches muf für die Lote auf die beiden 
gebrochenen Wellen B*B", B*B"”"' gelten: B*C" — at, B*C"" — 
b®Zt, In der Figur ist der Eïnfallswinkel durch B*4*C, und 
sind die Reflexionswinkel durch A*B*C', A*B*C"”, die Brechungs- 
winkel durch A*B*C", A*B*C'""" gegeben; bezeichnen wir sie der 
Reïhe nach durch 4, %,,a, %,8, ga 96 Schreiben wir noch v für 
die Geschwindigkeit der einfallenden Welle, soda D = a oder 
v — D ist, je nachdem es sich um eine longitudinale oder eine 
transversale Welle handelt, bezeichnen wir endlich die Oberflächen- 
geschwindigkeit wieder mit $#, so folgt aus der Figur leicht: 


1) a b® a? p® 


Sinè Sinta Sins Sintya Sin, 


(70) 3 — 


Hiermit sind die bekannten Reflexions- und Brechungsgesetze for- 
muliert. Insbesondere ergibt sich, daB von den beiden reflektierten 


über Erdbebenwellen. 443 


Wellen nur die gleichartige unter demselben Winkel zurückge- 
worfen wird, unter dem die einfallende Welle ankommt. 

Unsere Figur und unsere Überlegungen werden hinfällig, 
wenn sich für eines oder für mehrere der Lote B*C', B*C", B*C"", 
B*C"”", die = a°%4, b°4t, a°44t, b®%t gemacht werden sollen, 
eine grôBere Länge als 4*B* ergibt, denn dann wird es unmôglich, 
die betreffenden Wellen zu konstruieren. In (70) drückt sich das 
durch imaginär-werden der betreffenden unter den Winkeln i,4 #8, 
a 6 aus. Wenn die einfallende Welle einfache Sinusschwingungen 
darstellt, so wird, wie eine eingehende mathematische Unter- 
suchung zeigt, jede der imaginär werdenden reflektierten oder 
gebrochenen ebenen Wellen durch Oberflächenwellen der in & 9 
betrachteten Art mit exponentiell variirenden Intensität ersetzt. 
Bei komplizierteren Wellenbewegungen sind kompliziertere Folgen 
zu erwarten. 

Begrenzt GG' das Medium (1) gegen den leeren Ranm, 
oder gegen ein Medium, welches sich nicht merklich anders wie 
dieser verhält, so findet nur Reflexion statt, die gebrochenen 
Wellen fallen ganz fort. Dieser Fall soll in der vorliegenden 
Arbeit allein behandelt werden. Ich gebe hier teilweise vorgreifend 
eine Übersicht der in Betracht kommenden verschiedenen Fälle. 


Einfallende Welle longitudinal, db — «. 


a a b 
nine nmsmiee tant) 


(71) 


Da b<a ist, bleiben beide Reflexionswinkel t,4, 2,4 reell Es 
treten dannu also 2 reflektierte ebene Wellen gleichmäBiger Inten- 
sität auf, eine longitudinale und eine transversale. Aus Symmetrie- 
gründen ist zu folgern, daB die Schwingungen der transversalen 
Welle parallel der Einfallsebene erfolgen. 


Einfallende Welle transversal, td — b, Schwingungen 
parallel der Einfallsebene: 


b a b 


(72) Des Sin Sin — snés 
Solange 

green 
(73) sin ? <= d” 


solange also der Einfallswinkel eine gewisse Neigung gegen die 
Normale der Grenzebene nicht überschreitet, der Emersionswinkel 
e —= 90°— oberhalb einer gewissen Grenze bleibt, sind #,, und 
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i,s reell. Es treten dann 2 reflektierte ebene Wellen gleichmäfi- 
ger Intensität auf, eine logitudinale und eine transversale. — 
Wenn 


ANSE : 
(74) sin cd 


ist, die Neigung der einfallenden Welle den durch sin i — b/a ge- 
gebenen Grenzwert also überschreitet, wird t,4, imaginär. Eine 
longitudinale ebene Welle gleichmäfiger Intensität kann dann nicht 
auftreten, vielmehr werden von der Grenzebene kompliziertere 
Wellenformen ausgehen, deren Art von der Art der Schwingungen 
der einfallenden Wellen abhängt. Der Fall der reinen Sinusschwin- 
gungen läBt sich mathematisch leicht verfolgen und ergibt das 
Auftreten von Oberflächenwellen der a-Form. Daneben werden 
ebene b-Wellen gleichmäBiger Intensität reflektiert. — 


Einfallende Welle transversal, db — b, Schwingungen 
senkrecht zur Einfallsebene. É 

Hier kônnen reflektierte longitudinale Wellen aus Symmetrie- 

rücksichten nicht auftreten. DemgemäB sind nur reflektierte 

transversale Wellen (i,5 — i) zu erwarten und zwar selbstver- 

ständlich nur solche mit Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene. 


$ 11. Grenzbedingungen bei der Reflexion. 


Die Grenzbedingungen, welche im Falle der Reflexion an einer 
Oberfläche erfüllt sein müssen, sind gegeben durch 


(75) Ts = 0, & = 0, &° = 0, 


wobei »n die Normale der Oberfläche bezeichnet, und der über & 
gesetzte Strich darauf hinweist, daB es sich um den Wert an der 
Oberfläche selbst handelt. Da wir die Oberfläche als frei an- 
nehmen, mu ja in der Tat die zu ibr gehôrige elastische Druck- 
kraft T mit allen ibren Komponenten dauernd verschwinden. Für 
die Rechnung werden wir jede der Komponenten 4°, T°”, T°” in 
die Anteile zerlegen, welche den verschiedenen einfallenden und 
fortgehenden Wellen entsprechen. Da alle unsere Formeln linear 
sind, ergeben sich die totalen Komponenten £°”, T°, T°” einfach 
durch Summation der Einzelkomponenten und künnen die Einzel- 
komponenten ohne weiïteres so berechnet werden, als wären nur 
die zugehôrigen Verschiebungen vorhanden. 

Wir benutzen ein Koordinatensystem, dessen z-Axe senkrecht 
zur reflektierenden, als eben angesehenen Grenzfläche steht und 
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in das elastische Mediam hinweïst, dessen x-Achse in der Ein- 
fallsebene liegt und dessen y-Axe auf dieser Ebene senkrecht 
steht. Die (2,x)-Ebene wird dann die Fortschreitungsrichtungen 
sowobl der einfallenden als auch der reflektierten Wellen enthalten. 
Den Anfangspunkt (x — 0, y — 0, 2 — 0) legen wir in die Grenz- 
fläche selbst. Jeder Welle, den ankommenden Wellen sowohl, wie den 
reflektierten ordnen wir ein besonderes Koordinantensystem £, n, € 
mit gleichem Anfangspunkt (£ — 0, nm — 0, £ — 0) zu, wobei £ 
stets die Richtung der Fortpflanzung angibt und || y liegt. Âhn- 
liche Abkürzungen wie in $ 8 und 9 benutzend, werden wir die 
Verrückungen parallel x, y, z und Ë,n,6 mit w,v,w und «,B,7y be- 
zeichenen: 


(76) u=U0, v =, w =, à = Us, 8—U,, y = Ut. 


Nach diesen Bestimmungen ist für eine einfallende Welle 
(Figur 2a): 


an | 
und für eine reflektierte Welle (Figur 2b): 


— «cos i+ysini, 
x COS ? + z sin ?, 


u = asini+ycosi, v — B, w 
£É— xsini—z2cosi, 7 = y, É 


(78) u = œsini—ycos ti, v — B, w —= + à cos à + y sin ?, 
ËÉ— xsini+zcosi, n — y, 6 ——-xcosi+2sini. 


In dem zuletzt hingeschriebenen System von Formeln bedeutet à 
den Reflexionswinkel und ist demgemäf, wo die Unterscheidung 
notwendig scheint, durch ‘,a, 5 Zu ersetzen. Ebenso künnte man 
die u, v, w, a, B, y, T°”, T°, ZT”, welche zu den verschiedenen 
einzelnen Wellen gehôüren, durch Indices von einander unterscheiden, 
etwa in der Art: u%%, u%%,,,, gt) ga  . doch scheint es 
nicht notwendig, sich dieser Umständlichkeit zu unterziehen. — 


Die Normale der Oberfläche ist hier parallel der #-Axe; 80 
ist denn n == : zu setzen, und es verlangen die Grenzbedingungen 
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(75) die Bestimmung der &°, %, T°. Dazu stellt $ 6 die For- 
meln : 


L'or OU 0 RE a 
_. sfr = (+ dr) UE Du (+) 
se Loue (Se Le _ {ste LP 
SE 1 dx * y ? ds +5" ( Ôx st) 
zur Verfügang. 
Abkürzend setzen wir noch 
ED) Les. 
(80) Op F(p). 


Handelt es sich dann um eine einfallende oder eine reflek- 
tierte longitudinale Welle 


a = F(t-£), 8 — 0,7 — 0 
so ist für die Oberfläche (2 — 0) nach (77), (78) und (79): 


ee 2 e . _ 
+ = + F sin oi p(r- 2) : te = 0, 


1 


(82) Es 
en = — a cos 25 F” (e 


F2) 
TE ’ 


wobei für &° das obere oder das untere Zeichen zu nehmen ist, 
je nachdem die Welle einfällt oder reflektiert wird. 5 ist eine 
HülfsgrôBe leicht ersichtlicher Bedeutung, bestimmt durch 


__ sin _sin%. 
(83) B — per 
3 bedeutet wie bisher die Oberflächengeschwindigkeit. — 
Es mag noch bemerkt werden, daB in der Oberfläche die Ver- 
rückungen 


} 0 = 0, = cos i F2) 
stattfinden. 

-In entsprechender Weise gehôren zu einer einfallenden 
oder einer reflektierten transversalen Welle, deren 
Schwingungen in der Einfallsebene erfolgen: 


(86) A y= Elt-#), 


(24) 
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die für die Oberfläche geltenden Formeln: 


75 — b cos 2i F (e- ) "0 
(86) ? Re 
5 = + bsin dir (2. 


(87) ü = + cos 5 F— 2°), DE 0, ü = siniF( 7), 

Für eine einfallende ‘oder reflektierte transver- 
sale Welle mit zur Einfallsebene senkrechten 
Schwingungen: 


(88) a=0, 5=F(t-<), 7—0 


ergeben sich für die Oberfläche die Formeln: 


(89) - 2 = 0, = = à boos à F(r— LS) 2 Ge = 0, 


(90) HUE — F(e- TT), w 0. 

Handelt es sich speziell um Sinusschwingungen, so wollen wir 
die längs der Oberfläche gemessene Wellenlänge mit 4 bezeichnen; 
die Oberflächengeschwindigkeit sei wiederum %. Es ist dann bei 
longitudinalen Wellen 


(91) PT ue 
Sin ? 


und bei transversalen Wellen 


À 
sin ?’ 


(92) A = ST =, 3 = DT, 


Für eine einfallende oder reflektierte longitudinale Welle 
ist zu setzen: 


(8) «= Ssin2x (7 -À)+ Ceos2x (À), 8 — 0, > 0) 


und es folgt aufer T° — 0: 


ls l 


— FT — = +h'sin ai (s cos 2n(- 
a 
1 


Q 


x 
A 
— —$ — — at cos dix LE (S 08 2x (7 — +) Coin 2( )) 


(7) 


æ 2x t t z 
PE de CT GE) — + (] : pa 
(100) à Lg LD SLNE ve 7 He ds Csin 2n (7 es 
(101) 5 — Ssin2x (r- +) Her (F- + 
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wobei wieder das obere Zeichen zur einfallenden, das untere zur 
reflektierten Welle gehôrt, und es ist neben ®# = 0: 


ü =. sn i(Ssin2x (+ + )+ C'cos 2x ( 2) 


(95) 
Æ Te Le PE d x 
D = + cos [8 sin 2x (+ Se) + C'oos 2x (7 — À). 
Für eine einfallende oder reflektierte transversale Welle 
mit Schwingungen parallel der Eïinfallsebene ist 
ebenso: 


(96) «a —0, 8 — 0, y = Ssin2x( 5 À)+0e2x(5- À) 


und gilt aufer &° — 0, 8 — 0: 


ie - b? cos 2i — 2 (S co 2x (+ — +)- Csin2x (5°) 
et rare Le mt 
+  (S sin 2a(- 7 — C 2a( 5-5) 
_. ü cosi(sS sin {7 Fe cos a (7 74 
w = sin i(S sin ar )+ C'eos 2e( 5-5) 


Für eine einfallende oder reflektierte transversale Welle 
mit zur Einfallsebene senkrechten Schwingungen 
endlich ist zu setzen: 


cm0 p— S sin 2a(+ LR +), Ai) 


und aufer T° = 0, T° = 0, 


Für Oberflächenwellen sollen bezeichnet werden: die 
Oberflächenwellenlänge mit 4, die Oberflächengeschwindigkeit mit 
8, die Verminderungsstufen mit Z, und Z%, je nachdem es sich 
um Verdichtungs- oder um Scheerungswellen handelt. Ich will 
ferner als mathematische HülfsgrôBen noch verwerten: die Wellen- 
längen 4, und 4;, welche zu ebenen Wellen gleichmäfiger Intensität 
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bei gleicher Schwingungsperiode 7 gehôren würden, und die fin- 
gierten Einfallswinkel %,, à solcher Wellen bestimmt durch 
a 


(102) nu —  — 


a À b 
A 9 ? AS 


A 

Von diesen ist hier %, immer, und #, in einen Teil der Fälle ima- 
ginär, da À immer und À in einem Teil der Fälle grôBer als 4 
sein wird. Bei diesen Festsetzungen ist: 


(103) 41=8T= Tu = À 


sin 5 — 


db, 


CLR PERTE Ji ai 


1 

ANR NT ET 7 RD T" ITR 

Zur Erhôhung der Uebersicht werde ich in den Formeln einige 
aus (102) berechenbare trigonometrische Funktionen von i, und 
is benutzen, die zum Teil imaginär sind. Dies tut nichts, da nur 
Kombinationen mit reellen Werten auftreten, es sich also eigentlich 
nur um eine abkürzende Schreibweise in imaginärem Gewande 
handelt. — Bei sin à = 1 sind reell die GrrüBen: 


COS da LE Ua ie 
Val pt 7e = A N° 9 
ep lp SRE VE LE Cac VC 
TE AZa AV 3 V 9 
Ebenso sind für den Fall sin # > 1 reell: 
COBtR A CES Le 
DR NAT Nt 
DE CE AN ee ANT LIEN PRUNVERT 
VON AZ A ET ET Vip 


cos di, = (251) = (251), 


(107 s< 
, pr 0 
cos 2% — -(25%-1) me (7-1) 


Für Verdichtungs-Oberflächen-Wellen kann nach 
(67a) gesetzt werden: 


(110) 


(1148) 
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ts us (S cs 2x(5-+)- Csin2r (5%), 
(108) D —10, 


|. = ge 7 2 s(Sen2(7-%)+ Ceos2x (72) 


wobei für z auBer 0 nur positive Werte eingesetzt werden dürfen. 
Za mu reell sein, also ist nach (105) die Bedingung : 


(109) A<a, B<a 
zu erfüllen; im übrigen ist bei gegebener Periode T jedes Wert- 
paar der Oberflächen-Wellenlänge À, bezüglich der Oberflächen- 
Geschwindigkeit S zulässig. — Für die Oberfläche, der z — 0 
entspricht, folgt aufer &° = 0, 5 — 0: 


Le sin 24 27 É y 
FN dd T (Scos2x (5-5) - Csin2a(5— 2) 


- Te = à cos is LE (5 sin 2x (7 — F)+ Ceos 2x (7 — Sale 
ñ — 22 (5 cos 2x (5 =) C sn2 (5 — |: 
(111) 1 re 
w = Z(Ssin2r (5 5)+ 0e0s 22(7— DE 


Für Scheerungs-Oberflächenwellen mit Schwingungen 
in Ebenen parallel der Fortschreitungsrichtung und senkrecht zur 
Oberfläche ist aufer v — 0 zu setzen: 


dns Le 
Ê — De À (5 08 2r(5 +) Csin2x(7-#), 
(112a) 
w = a TA (s 2 Con 2 : 
RE: sin s(G-<)+ cos a(5- 2) 
(113 a) A<, B<b, 
und es ergiebt sich aufer ?} = 0, = 0: 
- +2 2 b' cos 2is 2 (S cos 2a(5-%)-Cen2#(5-#) ; 
ne = —hp— TE a (Some G- F)+ Ces 2n(r 5), 
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ü = 7 (S cos 2(n— +) Csin2r(7— 2) 


wÙ —= Æ(ssin2x(r —5)+ Coos2x(5- À). 


Für Scheerungs-Oberflächenwellen mit Schwin- 
gungen parallel der Oberfläche ist zu setzen: 


(115a) 


W=st10jute ==0, 
(112b) — 27 À 
Lis: (Ssin2r(5-#)+ C'cos 2x (5 — 2) 
(113b) AA USED 
und es ergiebt sich aufer T° = 0, T° — 0, a = 0, # — 0: 
#\ T® — 2x LS x 
(114b) ——T) = —b° Z (Ssin 2 (5 #)+ C cos 2 (5 £) 


(115b) sh nt )+ Ceos 2x (7 5). 


8 12. Reflexion longitudinaler Wellen. 
Die einfallende longitudinale Welle gleichmäfiger Intensität 


sei gegeben durch: 


(116) a = Ffr-À), B=0, y =0; 


ihr Einfallwinkel sei à. Reflektiert wird dann eine ebene longi- 
tudinale Welle gleichmäfiger Intensität unter dem gleichen Winkel 
und eine ebene transversale Welle gleichmäfiger Intensität unter 
dem Winkel à, gegeben durch 


(117) sini:sint# —= a:b. 
Man wird sogleich zu der Vermutung geführt, daf für die 
reflektierte longitudinale Welle 


(118) a — RaF(t- 5), B—0, y —0, 
und für die reflektierte transveisale Walle 
(119) DOM BON rsT(t-À) 


zu setzen ist, wobei À; und R$ gewisse Zahlen sind, denn da in 
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der Oberfläche £ — xsini, bezüglich £ — x sin # ist, erhalten dann 
alle Wellen die gleiche Oberflächengeschwindigkeit : 

a b 


(eo DEV sin % ? 


was die Bedingung für die Zusammengehôrigkeit ist. In der Tat 
läft sich leicht nachweïisen, da8 die Ansätze (118), (119) dem Pro- 
blem genügen. 


Die 3 Wellen müssen zusammen T° — 0, T° — 0 ergeben. 
Hieraus folgt nach $ 11: 


Ars) sin 2i+ + Rs cos 2 = 0, 
(121) » 
(1 + R;) cos 2is+— P,sin2# = 0. 


Dies sind zwei lineare Gleichungen zur Bestimmung der beiden 
Zablen Ra, Re. Verwertet man die Lüsungen für (118) und (119), 
so wird den Grenzbedingungen an der Oberfläche und damit allen 
Anforderungen des Problemes genügt. 


Wird 
1—= RQ. __m—1 
(122) TE = M, — Ra —= m+i 
geset2t, so folgt aus (121): 
a DEN 
, à — — 2sin°i 
(Ut 0 cos 2fs Ni. CG ) 1 
Vo tg % Hesse b 4sin'äcosis cosi /g .  4sin’icosi 
pr —sin"i 
où 
— —2sin°i 
; LE 2 Lie 1 ob À. 
(124) R = + SE ct 2i5 — 


m+1 sin? 
V5 sin" — gin? è 


Die Energie ist proportional mit dem Quadrat der Amplitude. 
Der Verlust an Energie, den die reflektierte longitudinale Welle 
gegenüber der einfallenden erfährt, ist also durch 1 — R5 angezeigt. 
Unsere Formeln ergeben 

3 _ ps sin 2% 4m 
(125) 1—-R = Ri Anais aim Di 
Der Verlust der longitudinalen Welle wird vollständig zur Bildung 
der transversalen Welle aufgewandt; ohne auf den sehr einfachen 
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Beweis näher einzugehen, mag hier bemerkt werden, daf die Trans- 
formation der Energie in (125) zum vollen Ausdruck kommt, s0- 
daB (125) die ,Energiegleichung“ darstellt. 

Die Beobachtungen der Erderschütterungen an der Erdober- 
fläche ergeben nur die Gesammtbewegung ohne Trennung in die 
drei Wellen. Nack (84), (87) ist an der Oberfläche 


— KR cos rs es — À5 
. ne oc) — Ù = «: = : . 
cos 2% 2 sin # 


(126) a a 


Für den scheinbaren Austrittswinkel à gemessen wie à und à 
gegen die Normale der Oberfläche ergiebt sich 


(127) bgi — _ — tg2t. 

Es ist also der scheinbare Austrittswinkel longitudinaler 
Wellen 

(128) à = 25 

und nicht etwa — ?, wie man ihn erhielte, wenn man die Reflexion 
aufBer Acht lassen dürfte, und wie man in der Tat oft genug 


fälschlich angenommen hat. Für streifenden Einfall, à — 90°, 
sini — 1, wird sin? — b/a, also 


rade. 

5 26 a 

129 ie. (<) ch LL AS CLS 
(128) Ge Ca TS 


Da b* ungefähr — 4a* ist, folgt ungefähr (tgi),_,n — 2,8 
(1), 99 = Ca 70° d.h. schon dann, wenn eine longitudinale Welle 
streifend einfällt, wie es in Nähe eines oberflächlich gelegenen 
Herdes der Fall sein wird, scheint der StoB aus der Tiefe unter 
einem Winkel von nahe 20° gegen die Horizontale aufzusteigen ! 
Unmittelbar ersichtlich ist hiernach, daB ein Beobachter, der ohne 
Rücksicht auf die Elastizitätstheorie dem Augenschein traut, aus 
den fühlbaren und sichtbaren Wirkungen in der Umgebung des 
Epizentrams auf eine viel zu tiefe Lage des Herdes schliefen 
wird. In der Tat sind derartige Febler bisher wohl stets gemacht 
worden. 

Die GrôBe der Oberflächen-Verschiebungen % and w variirt 
bei gleich bleibender Amplitude « der einfallenden Welle in ziem- 
lich komplizierter Weise mit dem Einfallswinkel à. Für den 
Fall der Reflexion des Erdbebenwellen an der Erdoberfläche 
wird im IL Teil dieser Arbeit das Nähere angegeben werden. 
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Dort wird auch eine Tabelle für den Zusammenhang von à und? 
mitgeteilt werden. 


$ 13. Reflexion transversaler Wellen. 


Bei der Reflexion transversaler Wellen sind zwei verschiedene 
Fälle zu unterscheiden, jenachdem die Schwingungen parallel oder 
senkrecht zur Einfallsebene erfolgen. Wenn Wellen beliebiger 
Art mit beliebig gerichteteten und ihre Richtung beliebig wechseln- 
den Schwingungen eïnfallen, sind für die Rechnung Zerlegungen 
in die 2 Komponenten parallel und senkrecht der Schwingungsebene 
vorzunehmen, und müssen die Komponenten dann gesondert be- 
handelt wenden. 


A. Schwingungen parallel der Einfallsebene. 

Finden die Schwingungen parallel zur Eïnfallsebene statt, so 
kônnen nach den Symmetrieverhältnissen sowohl die transversalen 
Wellen der gleichen Art, als auch longitudinale Wellen reflektiert 
werden und in der Tat treten auBer in speziellen Fällen beide 
Arten von Wellen auf. Dabei ergibt sich aber eine Komplikation 
dann, wenn der Reflexionswinkel für eine etwaige ebene longitu- 
dinale Welle gleichmäfiger Intensität % imaginär wird, denn dann 
kann eine solche Welle nicht auftreten, es müssen vielmehr Wellen 
anderer und von vornherein nicht angebbarer Art von der Ober- 
fäche ausgehen. 


A,1. Wir beginnen mit dem einfachen Fall,in welchem 
is reell wird. Er findet statt, wenn 


(130) sin i < : 


ist, wenn also die Richtung, in der die einfallende Welle vorwärts 
geht, mit der Normalen der Oberfläche keinen grôferen Winkel 
bildet, als den durch sin à — b/a bestimmten Grenzwinkel. Bei 
den Erdbebenwellen werden wir dabei auf die Gebiete fern vom 
Herd hingewiesen. Für die einfallende Welle ist zu setzen: 


(131) 0 He Di en F(t-+) 


für die reflektierte longitudinale Welle, deren Reflexionswinkel 
i durch 


(132) sin — -- sin? 
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gegeben ist: 

(133) a = RF(t-<), 6 = 0, ur 

und für die reflektierte transversale Welle, die unter dem Einfalls- 


winkel à reflektiert wird: 


b 


Die Grenzbedingungen T° = 0, &! — 0 ergeben unter Be- 
nutzung der Formeln des $ 11 sogleich: 


(134) a = 0607 MF(-À). 


(L+ Ro) cos 25— À Ra sin Du == 10 


(135) 
(lens sin2i Ra cos 2i = 0. 
Wird hier 
1 — R5 et te m — 1 
É RL 


gesetzt, so folgt für m wieder die Formel (123), die hier der 
neuen Bezeichnung entsprechend so zu schreiben ist: 


_ gt qe a 1° Ep 21 mu 1 Er 2: 


Rs erhält also jetzt den gleichen Wert wie vorhin À; Weiter 
folgt : 


(138) Ra te. 


Die Energiegleichang wird: 


sin 2 he, os 
sin 21 (m +1) 


(139) 1—R = R 


Für die Bewegungen an der Oberfläche erhalten wir: 


PO E Dei PEN TRS COE fa 

110) Fe Vosmi "7 Ÿ cosdi 
Sage r TD tg a 
(141) tgi—— ni 


‘ stellt hier den scheinbaren Austrittswinkel gemessen gegen 
die Normale der Oberfläche dar, wenn man ihn aus den horizon- 
gl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1907. Ieft 4. 31 
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talen und vertikalen Bewegungen % und w an der Oberfläche so 
beurteilt, als handele es sich um longitudinale Stôfe; er ergibt 
sich als negativ, wie vorauszusehen. Beachtet man den transver- 
salen Charakter der Wellen, so muB als scheinbarer Austritts- 
winkel der Winkel à: — 90°+ gelten, der nach (141) durch 

w  tgi , 1 rar 

0) 


(142) tgi = cos 22 


dargestellt wird. 
A,2. Der Fall: à, imaginär, tritt ein, wenn 
(143) | te * 


wenn also die Richtung der einfallenden transversalen Welle stärker 
gegen die Normale der Oberfläche geneigt ist als im Grenzwinkel, 


für den sin? — b/a wird. Dann wird 
(144) sinis — sin 


grôBer als 1 und 
(148) Coste Ve DT 


eine rein imaginäre GrôBe. Eine ebene longitudinale Welle gleich- 
mäfBiger Intensität kann sich dann überhaupt nicht bilden, da die 
nach der Huygensschen Vorstellung in der Grenzebene entsprin- 
genden elementaren longitudinalen Kugelwellen nicht mehr gemein- 
same Tangentialebenen besitzen, sondern ohne sich zu schneiden 
in einander liegen (vgl. Figur 3). Bemerkenswert ist, daB diese 
longitudinalen Wellen in der Grenzfläche den erregenden ein- 
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fallenden Transversalwellen vorauseilen, sodaf sie schon vor dem 
Eïntreffen der letzteren Bewegangen veranlassen. — 

Wie schon früher angekündigt, soll hier das Problem nur in 
dem speziellen Fall der reinen Sinusschwingungen besprochen 
werden und zwar unter der Annahme, daf die Schwingungen 
schon so lange andauern, da sich an der Grenzfläche ein statio- 
närer Zustand herausgebildet hat. 

Die unter dem Winkel à einfallende Welle sei 


. J 
(146) g mn: OU 0) y = lsin2r (5 k) 
die unter dem Winkel : reflektierte ebene transversale Welle 
gleichmäBiger Intensität: 


| Fu naf ee rie, dr -É)+2. c082x (7 — É)| 
Die Wellen (146) und (147) zusammengenommen, erlauben 
noch nicht, die Grenzbedingungen zu erfüllen, es fehlen also noch 
weitere reflektierte Bewegungen. Als solche finden wir Ober- 
flächen-Verdichtungswellen, bei denen die Schwingungen 
in Ellipsen stattfinden, die parallel der Reflexionsebene liegen. 

Für diese Wellen setzen wir nach (108): 


u — la T(Ra, cos 2x (+) Ro, sin 2a( 5-5) 
(148) 
# ie Ar (Re sin 2x (r—5)+ Ra cos 2x (5 -<+) 


A, die Oberfiächen-Wellenlänge, muB hier offenbar gleich der Ober- 
fiächen-Wellenlänge sein, welche den Wellen (146) und (147) zu 
gehôürt. Bedeutet $ wiederum die Oberflächen-Geschwindigkeit, 
so ist also zu setzen: 


FE Fest a 5 Le Fa nee F RE 

Die Verminderungsstufe Z, wird nach (104) durch 

PAT E 

Le MT ENN T l 

bestimmt. Die Grenzbedingungen &!” — 0, &*” — 0 ergeben, da 


jedesmal die Faktoren von sin 2x ( — 5) und cos 2x (F _ _ 


der Null gleich gesetzt werden müssen, hier 4 Gleichungen. Unter 
81* 


(180) 
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Verwertung der Formeln des $ 11 folgt: 


cos 2i (1 + Rs.) Le — 


Re, = 0, 


Ra, = 0, 


ba sin 2% 
a 4 


sin 24 (1 — Rk ++ cos 2i Ra, =, 0, 


cos 21 R5, — 
(151) 


sin 2 à Rs,+ _ cos 24 Ra, = 0. 
zur Bestimmung der 4 Unbekannten R. Bei der Feststellung der 
Bedeutung der trigonometrischen Funktionen von à sind die For- 
meln (106) zu beachten. Es folgt: 


b à . V—1 
Ro, = — = tg 21 Rs Ra, = Ctg 21 Per cos ? Rà, 


1 
V— im 


(152) 
1 — F5 ,— = V—-imRs, 1 + Rs, = — 
wobei ebenso wie cos &/V—1 auch 


tee Ve hi a l cons 


tg? b 


b cos, 4sin’icosi 
(153) 4 1 cos? 21 
D 200 Si vo0Ns 
V sin”? à — ri 


eine reelle GrôBe darstellt. 
Nach (152) ist 
(154) 1 = Rÿ,+R$, 


die reflektierte ebene Welle, deren Amplitude — T'VR$,, + Bi, 
ist, nimmt also die ganze Energie der einfallenden Welle mit sich 
fort. Denkt man an das entsprechende Problem der Optik, so 
kann man sagen, es finde ,Totalreflexion“ der transversalen 
Welle statt. Da R5, nicht — 0 ist, gibt es ganz ähnlich wie in 
der Optik eine ,Phasenverschiebung“. — Weitere Beziehungen 
finden wir, wenn die Werte der Re, Re, selbst aufgesucht wer- 
den. Nach (152) ist 


1— (Rs, V1 Rs) MSIE Ses 
(155) LR Etre) = GR, IR) = Ti 
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m® — 

a) nt non. 

Vergleicht man die Formeln (153) und (137), so ist ersichtlich, 
daB m hier formal eben denselben Wert erhalten hat, wie im 
Falle der partiellen Reflexion (à < b/a). Dabei zeigen (155) und 
(136), daB bei totaler Reflexion die ,komplexe Amplitude“ A3, 
— V1 Rs, anstelle der ,reellen Amplitude“ R4 bei partieller Re- 
flexion tritt. Durch das Komplex-Werden der Amplitude wird in 
derselben Weise wie bei der Totalreflexion des Lichtes eine Phasen- 
verschiebung angezeigt. Ist Ô diese Verschiebung im Bogenmaf, 
so darf unter Rücksicht auf die durch (154) formulierte Total- 
reflexion statt (147) für die Schwingungen der reflektierten Welle 
geschrieben werden: 


Te U £ 
(157) 7 roinf2(r-À)+0} 
und es wird 
(158) Rs — cos à, R, — sin 6, 
Rs. 1: 2 V=T m 
(159) tg Ô — pra pre 


Die Verschiebungen in der Grenzfläche setzen sich hier aus 
den Anteilen der einfallenden, der reflektierten und der Oberflächen- 
welle zusammen. Im Ganzen ergiebt eine einfache Rechnung neben 
v'=10: 


1 — HET 5 (Ra, 008 2x (5 2) Ba, sin 2 (5%) 
D _— D on T(R, sin 2x (- )+ Ra, 008 2x (7-5) 


Denkt man sich diese Gleichungen durch die Faktoren der 
groBen Klammern rechts dividiert, dann quadriert und addiert, 
so erkennt man sogleich, daf die Teïlchen der Oberfläche Ellipsen 
beschreiben, deren Axen parallel und senkrecht zur Oberfläche 
stehen. Bedeuten U und W die halben grofen Axen, s0 ist: 


a F'] F] 
ne se ES 
Ho 

V= Icos 2i 


QU und 2W stellen hier die maximalen Bewegungen parallel 


LU FR. 
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und senkrecht zur Oberfläche dar. Der scheinbare Austritts- 


winkel ÿ gemessen gegen die Vertikale bei der Fiktion longitu- 
dinaler StôBe ist hiernach gegeben durch 


- tgi ‘ cos 1 ctg 2 
V sin” ? 7 


und der scheinbare Emergenzwinkel à bei Rücksicht auf die trans- 
versale Bewegung durch 

= W 1,.-tp1 MALE a EU 
(163) DEEE TE AE À me tg2i = — TE V/ sin D 
% und À werden hiernach durch Ausdrücke dargestellt, wie sie 
analog bei beliebigartigen transversalen Wellen im Fall sin à < b/a 
auftreten. 

Wieder wie bei der Reflexion longitudinaler Wellen ergibt 
sich schon bei streifendem Einfall, also für à — 90°, ein schein- 
barer Emergenzwinkel, der eine bedeutende Neigung gegen die 
Oberfläche anzeigt: 


à Ex} 
(164) (tg (90 — t)):— 900 —= WT (gi: 900 — u b° d 
AE 


Da a° nahezu dreimal grôfer ist als b’, ist der pa der 
rechten Seite nahezu 0,6; so folgt 90—i für à — 90 nahezu — 20°. 
Es beträgt also schon bei streifendem Einfall die scheinbare Neiï- 
gung gegeu die Oberfläche, unter der die Transversalwellen auf- 
steigen, ca. 20°,— 


B. Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene. 


Der zweite Hauptfall der Reflexion transversaler Wellen, 
bei dem die Schwingungen der Wellen senkrecht gegen din Ein- 
fallsebene, also parallel zur Oberfläche erfolgen, bietet äuferst 
einfache Verhältnisse. Aus Gründen der Symmetrie kônnen näm- 
lich hier longitudinale Wellen überhaupt nicht reflektiert werden. 
So setzt sich denn die einfallende Welle einzig und allein durch 
eine reflektierte transversale Welle fort, deren Schwingungen 
ebenfalls parallel zur Oberfläche erfolgen. Der Reflexionswinkel 
muB dabei gleich dem Einfallswinkel sein. Da ferner die reflek- 
tierte Welle alle eingestrahlte Energie mit sich fortführt, mu 
ihre Intensität ebenso gro8 wie die Intensität der einfallenden | 
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Welle sein. Offen bleibt hiernach für uns nur noch die Frage, ob 
die reflektierte Welle gleichsinnige oder entgegengesetzte Schwin- 
gungen fortführt. Setzen wir für die einfallende Welle wie in (88): 


(165) mn = DU Are F(t-à), A0, 
so haben wir hiernach für die reflektierte Welle zu setzen : 
(166) a = 0, p—arl-À), 7 = 0, 


wobei F beide Mal dieselbe Funktion bedeutet, und q einen der 
Werte +1 oder —1 hat. Die Oberflächenbedingungen reduzieren 
sich hier, da T° und T° von vorne herein — 0 sind, auf die eine, 
daB die gesammte Druckkomponente Œ° verschwinden muf. So 
folgt denn nach (89): 


(167) beosi(rv(r- 2925) çr (s- 2504) — 0; 


(168) de FT 


Dies besagt: Eine einfallende transversale Welle, 
deren Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene 
(also parallel zur Oberfläche) erfolgen, geht bei der 
Reflexion in eine Welle der gleichen Art mit gleich-. 
groBen gleichgerichteten Schwingungen über. — Die 
reflektierte Welle bietet in diesem Falle eine direkte Fortsetzung 
der einfallenden Welle; es tritt bei der Reflexion nichts anders 
als eine Richtungsänderung ein. 

Für die Verschiebungen %, v, w an der Oberfläche ergiebt sich 
nach (97) unmittelbar : 


(169) a = 0, v—=2p, w = 0. 
Die Oberfläche zeigt also der transversalen Art der Welle ent- 
sprechende Querschwingungen und zwar sind die Ausweichun- 


gen gerade doppelt so gro als die Ausweichungen in 
der einfallenden, bezüglichin der reflektierten Welle. 


8 14 Oberflächenwellen. 


Lord Rayleigh hat entdeckt, daB die Oberflächenwellen auch 
selbstständig auftreten kônnen, unabhängig von dem Fall der Re- 
flexion von Wellen. Es scheint durch die Beobachtungen sicher 
gestellt, da die sogenannten Hauptwellen in den Erdbeben wenig- 
stens näherungsweise Beispiele für diese ,Rayleigh-Wellen“ bieten. 
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Ein einzelnes der Systeme von Oberflächenwellen wie sie in 8 11 
unter (108), (112a), (112b) dargestellt wurden, kann nicht selbst- 
ständig sein, da es nach $ 11 für die Oberfläche die Bedingungen 
T° = 0, T° —= 0, T° — 0 nicht erfüllt. Eine Kombination aber 
kann frei auftreten. Es ist klar, daB hier nur die Systeme (108) 
und (112a) in Betracht kommen künnen, da nur sie die gleichen 
Druckkomponenten an der Oberfläche erregen, also die Môglich- 
keit der Kompensation bieten. Wird der Koordinaten-Anfangs- 
punkt passend gewählt, so kann gesetzt werden für die Verdich- 
tungswellen : 


ñ D ’ 
Eee page" 
Ua = ne Sa cos 2 (7 ï) 
(170) ss 
À ri t U 
Wa = Z,° Ssin2a(r- +), 
1 1 1 1 
az) FACTOR 
und für die Scheerungswellen : 
2x À 
À Z t 
Us = 7° Sy cos 2-5) 
(172) 
on 
— nee) 
Li Sur D ssin2x|%—7) 
(173) Lee ls os 2 


Da es sich um eine einheitliche Wellenbewegung handeln soll, 
war für die Oberflächenwellenlänge 4 in (170) und (172) der 
gleiche Wert zu wählen. Die Minderungsstufen Z muften dann 
wegen (171) und (173) als verschieden angenommen werden. 

Denken wir uns die Schwingungsperiode T vorgegeben, 80 
sind À und À bekannt. Die 8 GrôBen 4, Z,, Z sind durch (171) 
und (173) untereinander und mit À,, A5 80 verkettet, daB, wenn 
eine, etwa 4 gefunden ist, alle 8 gegeben sind. Die Intensität 
der Wellenbewegung, bestimmt durch C4 und Ss, muB beliebig 
bleiben, es kommt also nur auf die Bestimmung des Verhältnisses 
Cal an. So folgt denn im Ganzen, daB bei vorgegebener Periode 
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T' zwei Unbekannte, die Wellenlänge 4 und das Amplitudenver- 
hältnis Sa/Ss der beiden Wellenbewegungen, bestimmt werden 
müssen. Eben dies wird ermôglicht durch die beiden Grenzbe- 
dingungen T° — 0, T° — 0. Verwendet man sie unter Be- 
nutzung der Formeln des $ 11, so folgt: 


M the e 0 
\V=1 :9 b 
(174) ii 
Gros mob — 0, 
b Pa = il b 
oder 
Dar 0 / CORSA mmaLRl sin 24% 
NA Von D — YET cos à 
Dabei ist, wenn $ die Oberflächen-Geschwindigkeit bezeichnet : 
. . E « fu as a e . an À Le b 
(176) Re = ein he 7 ri cge 
Die Formeln (170)—(176) enthalten eine Darstellung der ,Ray- 
leigh-Wellen“. 


Unter Rücksicht auf (176) ergiebt (175) erstens: 


ad (a) =(-())l- (7) 
oder bei Auflôsung der Klammern: 


om (RJ-a(8j+a(s-at) 


und zweitens 
DE ? 
Se fs Vi- ) 


(178) = PRET) 


(177) ist vom 3. Grad in (#/b), ergibt aber nur einen reellen 


Wert, der, da 6° nahe 0,8 a° ist, in der Nähe von 1 liegt. Setzen 
wir nach (173): 


om (-(6-1-(d) 


so geht (177b) über in: 


wo (u-ut)(4) +64) (4): 
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Für (4,75) ist hier die positive unter 1 liegende Wurzel gültig. 
Hiernach erkennt man leicht, daB das erste Glied rechts die grôfite, 
das zweite Glied eine erheblich geringere, das letzte Glied nur 
einen unbedeutenden EinfluB hat, und es ergibt sich durch eine 
sich anlehnende Reïhenentwicklung : 


2 
(181) (= (ess 
PTIT (11-16 a) 
a a 
Hiernach ist, da b°/a° — ca. 0,3: 
21) 1 3 \° (CN | 1 S 9 
(182) =) — Ca. 77) (5) — Ca. 7 4 — C&. CUIPÉ F4 — CA. 10 


Die Geschwindigkeit der Rayleighschen Oberflächenwellen ist also 
ein wenig kleiner als die Geschwindigkeit b der transversalen 


Wellen. 
Zur Bestimmung von Z ergeben (171) und (179): 


on (Ds 


Es ist hiernach 


184 a JS ETS dite 


y A = HT Dee EC 
Vorhin fanden wir 4/7, — ca. 1/2}, es ist daher Z; kleiner als 
Z5, von den beiden Anteilen der Rayleigh-Wellen vermindert sich 
also bei dem Hineingehen in das Innere der Erde der b-Anteil, 
das heiBt der Anteil der Scheerungswellen, weniger schnell. Auch 
bei diesem Anteil sinkt die Amplitude für eine Tiefenvermehrung 
z um eine halble Wellenlänge 4 schon auf 
(185) ca. € ner 
Die Formeln (177), (180), (178), (179), (183) enthalten die volle 
Lôsung unseres Problemes, das heifit, sie geben bei gegebener 
Periode T oder gegebener Wellenlänge 4 — ST alle Einzelheiten 
der Bewegung bei den Rayleighschen Oberflächenwellen. Wir wollen 
bemerken, daB die Geschwindigkeit % der Wellen nach (177) einzig 
und allein durch a und b bestimmt wird, also schon durch die 
elastischen Konstanten des Medium festgelegt wird. Die Formel 


(186) A = ST 
verbindet also Wellenlänge und Periode bei den Rayleigh-Wellen 
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gerade so fest, wie die Formeln À — a7, 45 — bT bei den 
ebenen Wellen gleichmäfiger Intensität. 

Die genauen Berechnungen bei gegebenen Werten von b und a 
wird man zweckmäfig an die Lôüsung von (180) durch Näherungs- 
rechnung knüpfen. So erhält man zunächst 4/Z;; es folgt dann 
S/J6 mittels der Formel (179) und 4/Z4 mittels der Formel (183). 
Ferner ergibt (178): 


er Pat, Te. 
(187) S5 2? a Z5 1+(5) 


Z 


Von besonderem Interesse ist uns noch das Verhältnis der 
horizontalen und der vertikalen Verrückungen in der Oberfläche. 
Die Gesamtverrückungen sind gegeben durch die Summe der 
Einzelverrückungen: 


(188) U = Ua +üs, W = Wa + Wg. 
Unsere Formeln ergeben für die Oberfläche (z = 0): 


TE 
a — eV) Si cos 2x G-5) 
(189) 1-5 (5) 
A 1 3 t x 
T = +5 5 5% sin 2x (7-5) 


Die Oberflächenteile beschreiben hiernach Ellipsen. Das Verhält- 
nis der grôBten vertikalen Ausweichung #, und der grôfiten hori- 
zontalen Ausweichung %, ist gegeben durch: 


m 


(190) 


Benutzen wir für 4/Z, den vorhin angegebenen Näherungswert, 80 
wird : 
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w 10 
(191) = 7: 


die Vertikalbewegungen sind also bei den Rayleigh-Wellen 11/2 
mal grôBer als die Horizontalbewegungen zu erwarten. 


$ 15. Bemerkungen über den EinfluB der Schichtung 
der Erdoberfläche. 


Nach allen vorliegenden Beobachtungen ist die Herdtiefe 
stets nur sehr gering gegenüber den Dimensionen der ganzen 
Erde, denn die Hauptwirkungen eines Erdbebens an der Erdober- 
fläche sind stets nur auf ein engbegrenztes Grebiet beschränkt. Es 
kommen ja wohl Erdbeben vor, bei denen die Erschütterungen für 
den Menschen noch auf Flächen fühlbar sind, deren Randpunkte 
bis zu 1000 Kilometer und selbst darüber auseinander liegen, aber 
in solchen Füällen zeigt sich stets ein flecken- oder streifenfôrmiges 
epizentrales Gebiet von viel kleineren Dimensionen, in welchem 
die Wirkung zu sehr viel grôBerer Stärke hinaufgeht. So kann 
die Herdtiefe schwerlich jemals 100 Kïilometer erreichen, vielmehr 
wird sie sicherlich in der Regel, vielleicht immer viel kleiner sein. 
Es liegt sogar die Vermutung nicht fern, daB der Herd stets, 
oder doch in den meisten Fällen durch einen Sprung in der Erd- 
rinde gebildet wird, der sich bis zur Oberfläche erstreckt, oder 
ibr doch sehr nahe kommt. — Im Ganzen genommen darf be- 
hauptet werden, da8 die Erregung der Erdbeben in den äuBeren 
Schichten der Erdrinde stattfindet, — dort, wo die Umwandlungen 
vor sich gehen, von denen die Geologie uns mit so augenfälligen 
Erscheinungen berichtet. 

Sowohl in den direkten Wirkungen in den epizentralen Ge- 
bieten als auch in den Aufzeichnungen der Seismographen in weiten. 
Fernen beobachtet man des ôfteren kräftig hervortretende sto8- 
artige Bewegungen, die deutlich plôtzlich eintretende Brüche am 
Herd anzeigen. Daneben treten aber sowohl in den epizentralen 
Gebieten als auch in der Ferne sehr stark und sogar meist über- 
wiegend mehr oder weniger regelmäfige Schwingungen auf, die. 
oft lange andauern. In der Regel gibt es mehrere verschieden- 
artige Wellenzüge mit verschiedenen Perioden, die einander teils. 
ablôsen, teils überlagern. In den Hauptwellen kann man oft: 
Schwingungsreihen bemerken, die viele Hundert Einzelschwingungen 
umfassen. Aber auch die Vorläufer zeigen vielfach ebenfalls diese 
Erscheinung. Bei dem Indischen Erdbeben vom 4. April 1905, 
das weiïter unten zur Konstraktion der Laufzeitkurven verwendet, 
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. werden wird, läft das 17000 kg-Pendel der Güttinger Station im 
ersten Beginn der Vorläufer Schwingungen einer Periode von nahe 11}: 
Sekunden erkennen, die man weit über eine Stunde lang verfolgen 
kann, indem sie selbst den Hauptwellen noch überlagert sind. — 

Zur Erklärung der Schwingungen muB angenommen werden, 
daf die Schichten der Erdrinde zunächst am Herde, später wohl 
auch in grôüBerer Ferne in Eigenschwingungen geraten. Be- 
sonders häufig werden Schwingungen entstehen, in welchen in den 
horizontal gelagerten Schichten die Teilchen horizontal hin- und 
hergehen. Das kann zum Beispiel in oberflächlichen weichen 
Schichten, Sandschichten etc. stattfinden, denn solche Schichten 
sind zuweïilen ganz überfaschend elastisch. Ich hatte gute 
Gelegenheit, dies zu beobachten, als ich Dank der Unterstützung 
durch die Güttinger Gesellschaft der Wissenschaften und dem 
Entgegenkommen der Firma Krupp im Anfang des Jahres 1906 
auf dem Artillerie-SchieBplatz bei Meppen einige Beobachtungen 
über die Bodenerschütterungen machen konnte, die durch das Ge- 
schützfeuer erregt werden. Mein Apparat (der etwa 50000 mal 
vergrüBerte) wurde auf den Sandboden des SchieBiplatzes selbst 
gestellt. Da zeigte sich nun, da8 der Schritt eines Menschen, 
noch in 100 Meter gut bemerkbar war! Eine Schafherde, ein 
Wagen konnten noch in 500 Meter gespürt werden, die Eisenbahn- 
züge waren noch in 10 und mehr Kilometer Abstand deutlich er- 
kennbar. — Solche leicht bewegliche, elastische Schichten werden 
nun bei den Erdbeben in Schwingungen geraten, gerade so wie 
eine weiche Speise in einer Schüssel, die man anstôBt. Und eben 
diese Schüttelbewegungen der äufersten Erdschichten sind für den 
Menschen erfahrungsgemäf besonders gefährlich: sie zerreifen den 
Boden, zerstôren die Bauwerke. Von den Schwingungen ausge- 
dehnter horizontaler weicher Schichten werden wir ein wenigstens 
angenähert richtiges Bild bekommen, wenn wir annehmen, daf die 
untere, auf festerem Grund aufruhende Grenzfläche einfach fest- 
gehalten wird. Dann stellt bei der ,Grundschwingung“ die Dicke 
der Schicht gerade 4 Wellenlänge der b-Wellen (Scheerungswellen) 
dar. Alle Teilchen schwingen horizontal hin und her; der Aus- 
schlag ist um so grôfer, je näher wir der Erdoberfläche kommen. 
Auf dem Schiefplatz zu Meppen fand ich die Geschwindigkeit der 
Scheerungswellen zu b — 240 Meter/Sekunde. Nehmen wir diesen 
Wert auch für die Schicht an, die beim Indischen Beben die 
Periode T von 1'}2 Sek. ergab, setzen wir ferner voraus, daB es 
sich hier um die ,Grundschwingung“ handelte, und nennen wir 
die Dicke der Schicht D, so wäre: 
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(192) D = T6 = © 240 = 90 Moter. 
Es ergibt sich also ein Wert für die Dicke der Schicht, der recht 
wobl der Wirklichkeit entsprechen kônnte. — 

Neben den kurzen Schwingungen der betrachteten Art giebt 
es auch Schwingungen mit erheblich hôheren Perioden, zum Bei- 
_ spiel von 8 Sekunden bis hinauf zu etwa 20 Sekunden; besonders 
bäufig scheint eine Periode von ca. 17 oder 18 Sekunden aufzu- 
treten. In den Hauptwellen zeigen sich auch Perioden von weit 
über 20 Sekunden, doch haben diese einen anderen Charakter und 
sollen daher später gesondert betrachtet werden. — Bei den 
hôheren Perioden bis zu etwa 20 Sekunden kann man zunächst 
an Vertikalschwingungen des Meeres denken, wobei die 
Kompressibilität des Wassers die Triebkraft abgäbe. Für die 
Grundschwingung würde dann die Wassertiefe 1/4 Wellenlänge der 
Schallwellen darstellen, so daf 
(193) Ni e 
wäre, wenn 7 die Periode, D die Tiefe, a die Schallgeschwindigkeit 
im Wasser bedeutet. Es ist à — ca. 1400 Meter/Sekunde. Für 
7000 Meter Wassertiefe ergäbe sich also eine Periode von 20 Se- 
kunden und für 2800 Meter Tiefe eine solche von 8 Sekunden. 
‘ Das sind Werte, die sich nicht übel der Erfahrung anschliefen. 
Dennoch scheint mir die Erklärung der längeren Perioden durch 
Schwingungen des Meeres nicht genügend, denn man bemerkt die 
längeren Perioden in ganz gleicher Art auch bei Erdbeben, deren 
Herd im Innern der Kontinente liegt. Mag also auch das Meer 
unter Umständen mitwirken, das Wesentliche müssen wir doch in 
Schwingungen der festen Erdrinde suchen. Da stellt sich nun die 
Vermutung ein, daf es sich wohl oftmals um Eigenschwingun- 
gen der ganzen festen Erdrinde biszueiner darunter 
liegenden sehr nachgiebigen Magmaschicht handele. In 
diesem Fall müfte die Grundschwingung für die Dicke der schwin- 
genden Schicht eine halbe Wellenlänge der Scheerungswellen (b- 
Wellen) darstellen, denn die untere Grenzfläche wäre für die 
horizontale Bewegung als ,frei“ zu betrachten. Die Teilchen 
würden horizontal hin- und hergehen, nur eine Ebene in der Mitte 
zwischen der unteren Grenze und der Erdoberfläche bliebe in Ruhe. 
Zu beiden Seiten dieser ,Knotenfläche“ wäre die Bewegung ent- 
gegengesetzt und zwar um so grôBer, je grôBer der Abstand von 
der Knotenfläche wäre. Dabei würde gelten: 
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(194) D= Lt 
b wird nach der beobachteten Geschwindigkeit der Hauptwellen 
auf etwa 3!/ Kilometer/Sekunde zu schätzen sein. Es ergäbe 
sich also als Dicke der Erdrinde bis zur Magmaschicht für 
= 8 und 7 — 20 Sekunden, 14, bezüglich 35 Kilometer. Das 
sind Werte, die recht wohl passen kôünnten; es erscheint auch 
durchaus môüglich, daf die Dicke an verschiedenen Stellen verschieden 
ist. Da bei gro$fen Weltbeben Perioden von 17 oder 18 Sekunden 
besonders häufg sind, müfte geschlossen werden, daf eine Dicke 
von ca. 30 Kilometer besonders häufig vorkommt. — Der ganzen 
Vorstellung scheint eine ernste Schwierigkeit insofern entgegen- 
zustehen, als ja in den zweiten Vorläufern häufg, sogar in der 
Regel Scheerungswellen beobachtet werden, deren Schwingungen 
quer zur Richtung vom Herd stattfinden. Man wird nämlich den 
Einwand erheben, Schwingungen solcher Art künnten eine sehr 
nachgiebige Schicht unter der festen Oberfläche nicht passieren. 
Dagegen ist zu sagen, da wir uns die Magmaschicht doch immer- 
hin als mit Scheerungselastizität begabt vorstellen müssen; die 
Scheerungselastizität b und demgemäf die Geschwindigkeit 6 der 
Scheerungswellen wird hier nicht geradezu — 0 sondern nur er- 
heblich kleiner als in den darüber und darunter liegenden Erd- 
schichten sein. — So stellt sich die Sachlage dar, wenn wir nur an 
die verhältnismäfig schnellen Aenderungen der Kräfte bei den 
Erdbebenwellen denken. Damit ist aber nach den Auseinander- 
setzungen in $ 2 sehr wohl zu vereinigen, daf wir, um den Er- 
scheinungen der Geologie und der Schwerkraftverteilung auf der 
Erdoberfläche gerecht zu werden, annehmen, die Magmaschicht sei 
gegenüber den langsamen Kraftänderungen bei den geologischen 
Massenumlagerungen so nachgiebig, daf die Erdrinde auf ihr wie 
auf einem flüssigen Untergrund zu schwimmen scheint,. 

Die mikroseismischen Stôrungen kurzer Periode werden nach 
der von mir schon oft vertretenen Hypothese durch die Brandung 
der Wellen, insbesondere der ,Dünung“ an den Küsten erregt. Da 
sie neben den horizontalen auch vertikale Bewegungen zeigen, 
scheinen die Rayleighwellen vorzuherrschen. Nach meinen Unter- 
suchungen môüchte ich aber auch auf das Vorhandenseiu von reinen 
Horizontalbewegungen schliefen; so liegt es denn nahe, auch das 
Mitwirken von Eigenschwingungen der Erdrinde — Oberschwin- 
gungen den besprochenen Grundschwingung — zu vermuten. In 
der Tat ist das Hervortreten bestimmter Perioden in den mikro- 
seismischen Stôrungen mehrfach behauptet worden. 
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$ 16. Hauptwellen. 

DaB wirklich unter der festen Erdrinde eine sebr nach- 
‘giebige Magmaschicht vorhanden ist, dafür bieten die Haupt- 
wellen einen sehr auffälligen anderen Beleg. Bei den Gôttinger 
Registrierungen hat sich sehr oft einwandfrei gezeigt, daf in den 
Hauptwellen, die doch längs der Oberfläche laufen, nicht nur 
Schwingungen mit Bewegungen in der Fortschreitungsrichtung der 
Erdbenwellen, sondern auch Schwingungen mit Bewegung quer zur 
Fortschreitungsrichtung stattfinden. Diese Erscheinung ist so aus- 
gesprochen, daf noch jeder der Herren, die längere Zeit in Gôttingen 
die Erdbebenkurven bearbeiteten, sie von neuem selbständig ge- 
funden hat. Oftmals konnte festgestellt werden, daB diese Quer- 
schwingungen etwas früher eintreffen wie die Schwingungen pa- 
rallel der Fortschreitungsebene. Seit ferner ein Vertikalseismo- 
graph in Güttingen regelmäfig arbeitet, lieB sich feststellen, daf 
wohl die Schwingungen parallel der Fortschreitungsebene, nicht 
aber die Querschwingungen von Vertikalbewegungen begleitet sind. 
Wäre nun eine Magmaschicht nicht vorhanden, so kônnten nach 
der Elastizitätstheorie an der Erdoberfläche nur die im vorigen 
Paragraphen besprochenen Rayleigh-Wellen selbständig auftreten, 
es dürften in den Hauptwellen also Querschwingungen nicht vor- 
handen sein. So erscheint mir denn zur Erklärung der Quer- 
schwingungen kein anderer Weg offen zu sein, als der, in ibnen 
Scheerungswellen (6-Wellen) zu sehen, die sich in der bis zu einem 
gewissen Grade frei auf der Magmaschicht aufruhender festen 
Erdrinde fortpflanzen. Die Geschwindigkeit solcher Wellen muf 
direkt durch b angegeben werden, muf also in der Tat grôBer sein 
als die Geschwindigkeit der Wellen mit Schwingungsebenen pa- 
rallel der Fortschreitungsrichtung und der Vertikalen. 


Dabei ist nun noch eins zu bemerken. Giebt es wirklich eine : 


einigermaBen nachgiebige Magmaschicht schon in ca. 30 Kilometer 
Tiefe, so kônnen auch die Wellen mit Schwingungsebenen parallel 
der Fortschreitungsrichtung und der Vertikalen nicht reine Ray- 
leigh-Wellen sein. Sie müssen vielmehr kompliziertere Kombi- 
nationen der Schichtwellen darstellen, von denen in 8 10 ein kurzer 
AbriB gegeben wurde. Auf die Môglichkeiten, die sich uns bieten, 
jetzt schon einzugehen, scheint verfrüht, so lange wir nicht über 
ein besseres Beobachtungsmaterial verfügen. Man wird. aber aus 
diesen Erwägungen schliefen müssen, daf die vorhin aufgestellten 
Zahlen von etwa 14 bis 35 Kilometer für die Dicke der festen 
Erdrinde doch nur als erste Annäherungen gelten dürfen. — Ich 
môchte nicht verfehlen, hier noch ausdrücklich darauf hinzuweisen, 
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wie in der Entwirrung der angedeuteten schwierigen Fragen für 
die zukünftige Erdbebenforschung ein sehr weites, wichtiges und 
dankbares Feld geboten wird. 

Es wurde vorhin erwähnt, daf in den Hauptwellen auch sehr 
viel grôbere Perioden als 20 Sekanden auftreten, daB die zuge- 
hôrigen Schwingungen aber einen Charakter zeigen, der sie als 
etwas besonderes hervorhebt. Die Sache verhält sich so: die 
Hauptwellen tauchen stets ganz allmählig im Gewirre der Be- 
wegungen der Vorläufer auf. Dabei ist die Periode anfänglich 
sehr groB, um zunächst schnell, dann langsamer abzunehmen, bis 
nach einiger Zeit, nach vielleicht 5 oder 10 Schwingungen, eine 
Aenderung der Periode nicht mehr deutlich erkannt werden kann. 
Das Maximum der Amplitude in den Hauptwellen liegt meist noch 
im Bereich der sinkenden Periode. Später wechselt die Am- 
plitude vielfach, es folgen einander Wellenzüge auf Wellenztige ; 
oft hat man den Eindruck von gut ausgebildeten Interferenzen. 
Allmählig werden die Amplituden kleiner und kleiner, um schlief- 
lich, oft erst nach Stunden, unmerkbar zu werden. — In diesem 
allgemeinen Bilde erscheinen, wie man sieht, die ganz langer 
Perioden als die einleitende Phase. Wie sind sie zu er- 
klären? Ich glaube, daf man bei folgenden Erwägungen nicht 
fehl gehen wird. — Im epizentralen Gebiet werden Oberflächenwellen 
erregt, die wir hier zur Vereinfachung der Darstellung als einfache 
Rayleigh-Wellen ansehen wollen. Sie sind aus Verdichtungswellen 
(a-Wellen) und aus Scheerungswellen (6-Wellen) in solcher Weise 
zusammengefügt, daf eine Verbindung nur durch die Oberfläche ge- 
geben wird. Hier ergänzen die Wellenarten einander, um die elasti- 
schen Drucke auf der Oberfläche überall zum Verschwinden zu 
bringen, wie es die freie Beweglichkeit der Oberfläche verlangt. 
Wir fanden, daB die Geschwindigkeit, mit der die Rayleigh-Wellen 
über die Oberfläche laufen, etwas kleiner ist als b, also kleiner 
als die Geschwindigkeit der Scheerungswellen. Hierauf nun kommt 
es an. Wie wir wissen, erfolgen die elastischen Bewegungen ganz 
allgemein so, daB von jeder erregten Stelle 2 Wellenzüge, der 
eine mit der Geschwindigkeit a, der andere mit der Geschwindig- 
keit b, in die Ferne gehen. Diese Wellenbewegungen müssen also 
auch in den Rayleigh-Wellen die Grundlage der Erscheinung ab- 
geben. Um den scheinbaren Widerspruch aufzulüsen, der darin 
besteht, daB die Rayleigh’'schen Wellenzüge langsamer als mit der 
Geschwindigkeit a und langsamer auch als mit der Geschwindigkeit 
6 laufen, muB man sich daran erinnern, daf die Rayleigh-Wellen 
nicht eine primäre, sondern eine Folgeerscheinung sind, bei der 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1907. Heft é. 82 
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sich die Wirkung aller jeweiligen Erregungen in allen folgenden 
Zeiten summiert. Es wird klar, da8 die Rayleigh-Wellen in einem 
Medium, das unendlich ausgedehnt gedacht wird, strenge genommen 
nur bestehen kônnen als ein stationärer Zustand, dessen Wurzeln 
die ganze Ausdehnung des Mediums, also auch unendlich weït zu- 
rückliegende Zeiten überspannen. Es wäre hiernach durchaus ein 
Irrtum, wenn man annehmen wollte, da8 die am Erdbebenherd 
erregten Rayleigh-Wellen nun in einer Front mit der zum sta- 
tionären Zustand gehôrigen Geschwindigkeit vorwärts gingen. 
Vorwärts laufen müssen vielmehr Wellen mit den Geschwindig- 
keiten a und b, und diese voraneilenden Wellen müssen dann all- 
mäblig einen Zustand herausbilden, der zwar nicht vollständig, 
aber doch in erheblicher Annäherung dem der stationären Ray- 
leigh-Wellen entspricht. Genau gesagt ,laufen“ also nicht die 
Rayleigh-Wellen ,vorwärts“, ,treffen“ nicht diese ,ein“, sondern 
es werden in der Nähe der Erdoberfläche allmählig Schwin- 
gungen erregt, die mehr und mehr den Charakter der Rayleigh- 
Wellen annehmen. 

Durch die Schwingungen am Herd werden die Schwingungen 
in der Ferne veranlaft. Nehmen wir einmal an, da die Schwin- 
gungen am Herd immer weiter andauern, so müssen die Pseudo- 
Rayleigh-Wellen in der Ferne schlieflich deren Periode annehmen 
und zwar so, daB sie als direkte Fortsetzung erscheinen. An- 
fänglich aber gab es in der Ferne noch keine Schwingungen ; die 
anregenden Wellen vom Herd eilten mit der a- und der b-Geschwin- 
digkeit den Rayleigh-Wellenzügen voraus. Folglich müssen die 
Schwingungen im ŒEntstehen den nachfolgenden auggebildeten 
Schwingungen in der Phase voraus sein, oder anders ausgedrückt, 
es müssen vom Entstehen bis zum Mitschwingen in ausgebildeten 
Wellen weniger Schwingungen stattfinden, als dann in gleichen 
Zeïten in den ausgebildeten Schwingungen. Hieraus aber folgt 
nun, da die Rayleigh-Wellen nicht als solche vor- 
wärts gehen, sondern mit einer Vorphase sinkender 
Periode, und dies ist es eben, was auch die Beobachtungen aus- 
sagen. Wenn man gerade will, kann behauptet werden, der erste 
Anfang der Hauptwellen in einem Erdbeben rücke mit der a-Ge- 
schwindigkeit vorwärts. Da aber das Wesentliche bei den Rayleigh- 
Wellen das Zusammenwirken von a- und b-Wellen ist, wird man 
etwas besser tun, für das Vorrücken der Front die b-Geschwindig- 
keit anzunehmen. Das entspricht auch mehr den Registrierungen, 
denn man findet das erste deutliche Auftauchen hinter dem Ein- 
setzen der zweiten Vorläufer, und diesem um 80 näher, je empfind- 
licher das Instrument für lange Wellen ist. 
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Alles hier Gesagte bezieht sich auf denjenigen Anteil der 
Hauptwellen, bei dem die Schwingungen in Ebenen parallel der 
Fortschreitungsrichtung und der Vertikalen erfolgen. Bei den 
Querschwingungen, die zu ibrer Fortleitung eine schwim- 
mende feste Erdrinde verlangen, handelt es sich um einfache 
Scheerungswellen. Da ist die Oberflächen-Geschwindigkeit also 
direkt b und darum eine Aenderung der Periode in einer einlei- 
tenden Phase nicht zu erwarten. In der Tat scheinen die Be- 
obachtungen hiermit verträglich zu sein. 

Sollten, wie im vorigen Paragraphen auseinander gesetzt, 
Eigenschwingungen in den Schichten der Erdrinde schon am Herd 
ausgelôst werden, so wird das gleiche auch durch die in die Ferne 
laufenden Wellen in anderen Teiïlen der Erde geschehen kônnen. 
Danach werden manigfache Komplikationen der Fortbewegung der 
Erdbebenwellen zu erwarten sein. Es künnen in einzelnen Ge- 
bieten der Erdoberfläche die herankommenden Wellen durch Re- 
sonanz gewissermafen aufgespeichert werden, sodak hier neue, 
sekundäre Zentren für spätere allmählige Ausstrahlung von Schwin- 
gungen geschaffen werden; es kônnen Phänomene eïintreten, die 
an Interferenzen erinnern, etc. Der sehr verwickelte Charakter 
der Hauptwellen deutet in der Tat auf dergleichen Komplikationen 
hin, und es wird noch sehr vieler systematischer Beobachtung be- 
dürfen, um hier die Vorbedingungen für eine erfolgreiche theore- 
tische Verarbeitung zu schaffen. 


$ 17. Ausbreitung der Erdbebenwellen in der Erde; 
Vorbemerkungen. 

Das Problem der Ausbreitung der Erdbebenwellen im Innern 
der Erde ist schon oft behandelt worden, so von M. P. Rudzki!) 
und ganz neuerdings von H. Benndorf?). Ich werde mich daher 
kurz fassen kônnen. Im Wesentlichen soll eine praktisch bequem 
durchführfahre Methode dargelegt werden, die es ermôglicht, aus 
den Beobachtungen der Laufzeiten an der Erdoberfläche den Weg 
der Erdbebenstrahlen im Innern der Erde zu konstruieren. In 
diesem Paragraphen wird zunächst ein kurzer AbriB der allge- 
meinen Gesetze über die Ausbreitung der Erdbebenwellen gegeben 
werden. 

Wäre die Erde elastisch homogen, so würden sich in ihrem 
Innern unabhängig von einander Verdichtungs- und Scheerungs- 

1) Gerland’s Beiträge zur Geophysik, Bd. III—IV, 1898—1900. 

2) Sitzungsberichte der Wiener Akademie. Mitteilungen der Erdbebenkom- 
mission, Heft XXIX, 1905 und Heft XXXI, 1906. ft 
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Wellen, jede mit gleichmäBiger Geschwindigkeit fortbewegen, und 
nur an der Erdoberfläche, wo die von innen hervordringenden 
Wellen reflektiert werden, würden jedesmal zugleich auch Wellen 
der anderen Art ausgelôst werden. Wie wir später erfahren 
werden, kann nun aber aus den Beobachtungen mit Sicherheit ge- 
folgert werden, da die Erde elastisch nicht homogen ist. Die 
Geschwindigkeit der sich ausbreitenden Wellen wird demgemäf in 
verschiedenen Teilen der Erde verschieden seim, und auch im 
Innern der Erde, überall wo die Elastizität varürt, werden die 
beiden Wellenarten mit einander verkettet sein. Wenn wir den 
letiteren Umstand durchweg berücksichtigen sollten, ständen wir 
von einem äuBerst verwickelten Problem; glücklicher Weise aber 
liegt die Sache für uns einfacher.. Der Erfolg lehrt nämlich, daf 
wenigstens im allgemeinen die Variationen der elastischen Eigen- 
schaften von Ort zu Ort so allmählig erfolgen, daB es noch erlaubt 
ist, die beiden Wellenarten als unabhängig von einander anzu- 
sehen. Strenge genommen, wird ja freilich jede der Arten überall 
bei ibrem Lauf durch das inhomogene Medium die andere Art mit 
erregen; aber diese Beimengungen sind zu gering, als da es nôtig 
wäre sie zu beachten. Sie entsprechen gewissermafen einer ge- 
ringen Absorption der erregenden Wellen, und darin erschôpft 
sich ibre Bedeutung für unsere Ueberlegungen. Abgesehen von 
der so bewirkten Intensitätsverminderung kônnen wir den Einfluf 
der Inhomogenität bei beiden Wellenarten einfach in einer mit 
dem Ort variablen Geschwindigkeit sehen. Dabei ist ein môg- 
licher Fall allerdings besonders ins Auge zu fassen, der einträte, 
wenn es auch im Innern der Erde Flächen plôtzlichen Sprunges 
der elastischen Eigenschaften geben sollte. An solchen fänden 
Brechungen und Reflexionen der Wellen statt, wobei jede der 
Wellenarten auch Wellen der andern Art erregen würde. Ich habe 
mit einer solchen Môglichkeit insbesondere für die Grenze zwischen 
dem erwarteten Metallkern und seinem Steinmantel gerechnet, 
habe aber erkennen müssen, daB bisher wenigstens in den Beob- 
achtungen kein irgend deutlich erkennbares Anzeichen gefunden 
werden kann. Die Uebergänge môgen ja immerhin im Verhältnis 
zu den Dimensionen der ganzen Erde ziemlich schnell erfolgen; 
im Verbältnis zu den Wellenlängen der Erdbebenwellen sind die 
Schichten mit schnell wechselnder Beschaffenheit der Erdsubstanz 
aber doch offenbar dick genug, um deutliche Reflexionen oder 
Brechungen wenigstens bei dem jetzt vorliegenden Beobachtungs- 
material nicht hervortreten zu lassen. Wir werden unter solchen 
Umständen abwarten müssen, was die Zukunft lehren wird und 
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kônnen und wollen uns vorläufig auf die Annahme be- 
schränken, daf nirgends im ganzen Innern der Erde 
Brechungen oder Reflexionen der Erdbebenwellen 
eintreten, und da$ es erlaubt ist, eine unabhängige 
Fortbewegung der beiden Wellenarten mit Geschwin- 
digkeiten anzunehmen, die sich nirgends sprung- 
fôrmig, sondern nur stetig von Ort zu Ort ändern. 

Damit hier sogleich alle wesentlichen vereinfachenden An- 
nabmen zusammen aufgeführt werden, mag noch bemerkt werden, 
daf ich für alle Rechnungen die Erde als Kugel ansehen werde, 
und daf allein eine Variation der elastischen Beschaffenheit mit 
dem Radius berücksichtigt werden wird. Wir werden also ge- 
sondert die Verdichtungs- und die Scheerungswellen betrachten 
und deren Geschwindigkeiten a und b als stetige Funktionen des 
Radius r der Erdschichten auffassen. 

Bei der so angenommenen Inhomogenität werden die vom Herd 
in die Ferne gehenden direkten Wellen nicht mehr in kugeligen 
sondern in komplizierter gestalteten Wellenflächen sich ausbreiten. 
Konstruiern wir in Gedanken überall die auf den Wellenflächen 
senkrecht stehenden Fortschreitungslinien, so werden diese nicht 
mebr geradlinig, sondern gekrümmt sein. Es ist sehr bequem und 
wird darum im Folgenden meist geschehen, die Untersuchung vor 
allem an diese ,Fortschreitungslinien“ zu knüpfen. Die 
Geschwindigkeit auf ihnen ist überall — a oder — b. Es scheint 
erlaubt, diese Linien einfach ,Strahlen“ (Erdbebenstrahlen, Be- 
benstrahlen) zu nennen, wobei die Frage auBer Acht bleiben kann, 
wie genau sie zugleich die Richtung der elastischen Verschiebungen, 
der Fortbewegung der Energie und der durch irgend ein Hemmnis 
etwa erregten Schattengrenze angeben. Da die Krümmungsradien 
der Fortschreitungslinien in den für uns in Betracht kommenden 
Fällen stets nach Tausenden von Kilometern rechnen, besteht kein 
Zweïfel darüber, daB die Genauigkeit sebr groB ist. Es liegt aber 
für die Ziele, die im Folgenden leiten, kein Interesse vor, den 
Grad der Genauigkeit im einzelnen festzulegen. Wir dürfen, wenn 
wir uns nur der darin liegenden theoretischen Ungenauigkeit be- 
wuBt sind, ohne Sorge vor irgend merklichen praktischen Fehlern 
annehmen, daB bei den Verdichtungswellen die Schwingungen in 
der Fortschreitungsrichtung (Strahlrichtung) und bei den Scheerungs- 
wellen senkrecht dazu stattfinden, daB die Energie in beiden Wellen- 
arten sich in der Fortschreitungsrichtung (Strahlrichtung) fort- 
pflanzt, und daB ein Hemmnis Schatten längs dieser Richtung ver- 
ursachen würde. 
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Figur 4. 


Figur 4 stelle einen Durchschnitt der Erde dar, der den Erd- 
bebenherd enthält. Diesen Herd setze ich dabei in der Erdober- 
fläche selbst voraus. 4a deutet den Fall der homogenen, 4b den 
Fall der inhomogenen Erde an. In beiden Fällen sind Durch- 
schnitte von Wellenflächen und Fortschreitungslinien eingezeichnet. 
Die Fortschreitungslinien, welche von nun an der vorhin ge- 
machten Festsetzung gemäB kurzweg Strahlen genannt werden 
sollen, gehen natürlich alle vom Herd aus; die Durchschnitte der 
Wellenflächen bilden mit ïhnen ein orthogonales (d.h. einander 
senkrecht schneidendes) Paar von Kurvensystemen. Der geozen- 
trische Abstand vom Herd môge mit # bezeichnet werden, r sei 
der Abstand vom Erdmittelpunkt, 7 der spezielle Wert von r für 
die Erdoberfläche, sodaB also 


(195) r — 6370 Kilometer 


zu setzen ist. Der Abstand vom Herd längs der Erdoberfläche 
gemessen sei Z. Es ist dann 


(196) 1275 


wenn ® in BogenmaB gemessen wird. Dies wird in der Folge in 
der Regel geschehen; soll in besonderen Fällen # nach Grad ge- 
messen werden, so wird #° geschrieben werden. Es ist also 


u 0 
ECHO 
(197) 

d = rs 
180 3 


Die zum Gegenpunkt des Herdes gehôrigen Werte sollen mit 
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einem Index G& ausgezeichnet werden, in der Art: #,, 9°, 4. Es 
ist dann 


(198) 9, — x, 9% — 180, Z, — 7x — 20000 Kilometer. 


T sei die ,Laufzeit“, also die Zeit, in der die Wellen vom 
Herd zu irgend einem Punkt der Erdoberfläche gelangen. Wäre die 
Erde homogen, wie es für die Zeichnung der Figur 4a ange- 
nommen wurde, wäre also durchweg b — 5, die Wellenflächen 
kugelig, die Strahlen gradlinig, so hätten wir: 


Di 19; 
she De RE 
[) 2 ÿ 27’ 
(199) SUR RualreldT:y « BAD 4 
sini = Cose = y — = = COS — CSD 
TRE 
D 


Im allgemeinen Fall, wenn b mit der Tiefe variirt, werden T und 
4 durch entsprechend andere Gesetze miteinander verbunden sein. 


$ 18 Laufzeitkurve. 


Wir wollen uns den Zusammenhang von 7 und Z graphisch 
durch eine ,Laufzeitkurve“ dargestellt denken. Figur 5 gibt 
eine Vorstellung davon. Als Abscisse ist Z, als Ordinate T' ge- 
wählt. Die punktierte Kurve stellt den Fall der homogenen Erde 
dar, entspricht also der Figur 4a und den Formeln (199), die 
ausgezogene Kurve bezieht sich wie Figur 4b auf einen allge- 
meineren Fall. — Ist d7T die Zeit, um welche ein Punkt in der 
Entfernung 4 + dA die Erdbebenwellen später erhält als ein Punkt 
in der Entfernung 4, so ist 


da 
7e 

die Oberflächengeschwindigeit der Erdbebenwellen in der 
Entfernung 4 vom Herd. Wird die ausgewählte Entfernung 4 
in der Laufzeitkurve (Figur 5) durch den Punkt À dargestellt, und 
konstruieren wir nun ein rechtwinkliges Dreieck ABC, bei dem 
AC der T-Axe, CB der J-Axe parallel ist und 4B eine Tangente 
der Laufzeitkurve in À bedeutet, so ist BC: AC = dA : AT, und 
- wir haben: 


(200 a) 3 — 


da BC 
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Laufzeitkurve 


: ° A9 
SOU EE AT A AE, 7 


CUS OBS 6 ARNO 12 IE 10 ET 20 
Herd.— 4 - TÜŸ in Millionen Meter — Gegenpunkt. 
Figur 5. 


Setzen wir also die Seite AC speziell = 1, so gibt BC direkt 
$ an. — 

Zum Gegenpunkt gelangen die Wellen gerade von unten her, 
hier muB also die Oberflächengeschwindigkeit unendlich grof 
werden: 


— OO. 
a 


(201) B, — ( ie | 


aT 
Die Laufzeitkurve muss demgemäB in der Ordinatenlinie des Gegen- 
punktes, das heift für 9 — 4, = rx, parallel mit der Abszissen- 
axe werden (vgl. Figur 6). 

v sei wieder die Raumgeschwindigkeit der hier be- 
trachteten Wellenart, sei also — a, oder — b. Dann ist nun vb 
als Funktion des Radius 7 anzusehen; der Oberflächenwert, das 
heiBt der Wert für 7 sei wieder db. — Unmittelbar beim Herd ist 
die Ausbreitungsgeschwindigkeit 5, hier mu also auch die Ober- 
flächengeschwindigkeit den Wert 5 haben. Bezeichnet man daher 
den Anfangswert der Oberflächengeschwindigkeit am Herd mit %, 
so wird 


(202) Res". 
Dieser Satz erlaubt uns für die Laufzeitkurve die Richtung anzu- 


geben, unter der sie vom Anfangspunkt 9 = 0, T = 0 ausgeht; 
es muB nämlich hier gelten: | 
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(203) (Fr). = (27) = B, = 5. 


Ziïeht man, wie in Figur 5 geschehen, die Anfangstangente bis zu 
der Ordinatenlinie, welche zum Gegenpunkt des Herdes gehürt, 
also bis zur Linie Z, — rx, so wird hier eine Zeitordinate T ab- 
geschnitten, deren Wert gegeben ist durch 


(204) pas 


&] a 


? 


es ist damit offenbar diejenige Zeit bestimmt, welche die Wellen 
vom Herd bis zum Gegenpunkt gebrauchen würden, wenn sie längs 
der Oberfläche mit der hier herrschenden Raumgeschwindigkeit 5 
liefen. Die wirkliche Endordinate der Laufzeitkurve für den 
Gegenpunkt gibt die Zeit an, in welcher die Wellen einen Durch- 
messer der Erde durchlaufen, ist also gegeben durch: 


T 
(203) Te ik La 
0 Lo 


i sei der ,Richtungswinkel“ des Strahles gemessen gegen 
die Richtung des Radius r, also gegen die Vertikale am betreffen- 
den Ort (vgl. Figur 4), e = 90°—: der ,Emersionswinkel“ 
im Sinne der Seismologen; die Oberflächenwerte sind dann mit à 
und & zu bezeichnen. Da wir d nur als Funktion von » betrachten, 
muB jeder Strahl in seinem wieder zur Erdoberfläche aufsteigen- 
den Teil symmetrisch gleich dem absteigenden Teil vom Herd bis 
zum tiefsten Punkt der Bahn sein. à ist also für jeden Strahl 
beim Wiederauftauchen in irgend einem Niveau r ebenso grof wie 
vorhin beim Untertauchen; insbesondere geht jeder Strahl unter 
derselben Neigung à am Herd in die Erde hinein, unter der er 
schlieflich wieder zur Oberfläche zurückkehrt. — Wir suchen auf 
der Oberfläche in dem durch unsere Figur 4b dargestellten Quer- 
schnitt einen Punkt im Abstand Z vom Herd auf, konstruieren 
den zugehôrigen Schnitt der Wellenfiäche sowie den Strahl, und 
konstruieren beides auch für einen unendlich wenig ferneren Punkt 
(4+4d4); die zugehôrigen Laufzeiten seien T und T+4àT, sodaf 
also die Welle in dem Zeitintervall dT vom Punkt Z zum Punkt 
4+d4 vorrückt. Bedeutet Ÿ wieder die Oberflächengeschwindig- 
keit, so ist 42 — S4T. Der Strahl zum Punkt (4 +44) und die 
Wellenfläche durch den Punkt (4) schneiden sich in einem unter 
der Oberfläche liegenden Punkt, der mit © bezeichnet werden 
mag. Da das Dreieck (2), Q, (4+d4) unendlich kleine Dimen- 
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sionen haben soll, kann es als gradlinig betrachtet werden. Es 
ist rechtwinklig bei Q. Von seinen Seiten hat die an der Erd- 
oberfläche liegende Hypothenuse die Länge d4 = ®SdT. Die Ka- 
thete, welche durch das über Q hinausliegende Strahlstückchen 
zwischen den beiden Wellenflächen (2) und (4 + d4) gegeben wird, 
hat die Länge 54T, denn die Wellenfläche rückt ja mit der Ge- 
schwindigkeit 5 vor und es handelt sich um das Zeitintervall 4T. 
Es ist ferner leicht ersichtlich, daB der Dreieckswinkel beim Punkt 
4 den Wert à hat. So folgt sogleich: 


LE D 
(206) ni 
als ein Satz, der Neigung à, Raumgeschwindigkeit 5 an 
der Oberfläche und Oberflächengeschwindigkeit 8 ver- 
bindet, und der uns schon in $ 10 entgegengetreten ist. — Denken 
wir uns nacheinander für verschiedene Punkte der Laufzeitkurve die 
Dreiecke ABC gezeichnet und geben wir der Seite BC jedesmal 
die gleiche Länge, so ist AC proportional mit 1/$, das heift pro- 
portional mit sin. Am Herd selbst wird à — 90°, sini = 1; 
dividieren wir also bei unseren Konstruktionen der Dreiecke ABC 
mit stets gleicher Länge der Seite BC die Länge der Seite AC 
jedesmal durch den Anfangswert auf der Laufzeitkurve, so er- 
halten wir jedesmal direkt sini bezüglich cose. Hiermit ist eine 
einfache und bequeme Methode angezeigt, um aus der Lauf- 
zeitkurve für jede Entfernung vom Herd Z den Nei- 
gungswinkel + bezüglich den Emergenzwinkel e zu 
finden. 


$ 19 Weg und Krümmung der Strahlen. 


Im allgemeinen Fall, wenn die Geschwindigkeit b mit dem 
Radius variürt, bestehen über die Gestalt der Strahlen sehr ein- 
fache Gesetze, die auch für die Lichtstrahlen in der Atmosphäre 
gelten, wenn für diese eine regelmäfige Anordnung in horizontalen 
Schichten vorausgesetzt wird, und die der oft bearbeiteten Theorie 
der ,atmosphärischen Refraktion“ entnommen werden künnen. 
Ich füge der Vollständigkeit wegen kurze elementare Beweise 
hinzu, die zwar theoretisch nicht sehr vollkommen sind, aber doch 
manchem Leser eine wünschenswerte klare Eïnsicht in die Be- 
deutung der Formeln geben werden. 

Zunächst soll die sogenannte ,Gleichung“ der Strahlen abge- 
leitet werden. Zu dem Zweck denken wir uns die angenommene 
stetige Anderung der Strahlgeschwindigkeit b ersetzt durch eine 
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sprungfürmige in sehr kleinen Stufen, also in sehr enge aufeinander 
folgenden Kugelflächen um den Erdmittelpunkt. Werden dann die 
Stufen nur klein genug, schlieBlich unendlich klein gewählt, so 
ergeben sich die gewünschten Gesetze für den Fall der stetigen 
Ânderung der Geschwindigkeit ohne weiteres. 

In Figur 6 seien die aufeinanderfolgenden Schichten (1), (2), 
(8) mit den Geschwindigkeiten v,, b,, tb, dargestellt. Die Grenz- 
radien seïen r,,, ”,. Ein Strahl, der durch die Schichten, wie 
angedeutet, hindurchgeht, wird an den 
Grenzen gebrochen. Die Richtungswinkel 
gemessen gegen die Vertikalen — also 
gegen die Radien » — seien |, 4, an 
der Grenze (1), (2) und 5,, it, an der 
Grenze (2), (3), Als Wirkung des Hin- 
durchgehens durch die Schicht (2) ist 
dann offenbar die Umwandlung des 
Richtungswinkels à aus i/! in 1! oder aus 
î, in à, anzusehen. Beide Vorstellungen 
führen zum selben Endresultat; wir 
wollen uns hier an die Umwandlung von 
aus ?, in ©, halten; dann ist nur die 
Brechung beim Übergang von (2) in (3) 


zu beachten. Das Brechungsgesetz ($ 10) Figur 6. 
ergibt : 
sin À v 
207 —+ = + 
29) sin, b, 


Unsere Figur andererseits zeigt, daB nach dem Sinussatz 


(208) nd. 
sin {, r,: 
ist, also folgt: 
TT Li nie sin? 
(209) Re + 


Beachtet man nun, daB als Folge des Durchgangs durch die 
Schicht (2) gelten kann: die Umwandlung von r aus r,, in r,,, die 
Umwandlung von à aus ?, in ?, und die Umwandlung von b aus b, 
in v,, so erkennt man, daf (209) die Aussage enthält, der Aus- 
druck (r/v) sini werde beim Durchgang durch die Schicht (2) nicht 
geändert. Was hier von (2) gefunden ist, muB für alle anderen 
Schichten auch gelten, da (2) ja nichts vor diesen voraus hat; s0 
ergibt sich denn der folgende Satz: 
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Wird 
(210) 


rsini _ rcose 
DD BED NPA TE 


gesetzt, so hat c für alle Punkte des Strahles den 
gleichen Wert, bedeutet also eine dem Strahl eigentümliche 
Konstante. Man nennt nun (210) die Gleichung des Strahles. 
Ist insbesondere à der Austrittswinkel (oder Eintrittswinkel), & 
der Emergenzwinkel des Strahles an der Oberfläche, so gilt: 

r sin . 7Co8se 
(210a) CRE ali T 


und bedeutet [r/v], den Wert von r/v für die tiefste Stelle, die 
der Strahl bei seinem Weg durch die Erde erreicht, wo also 
 —= 900, e — O0 ist, so mu gelten: 


(210b) 1] = c. 


Ein zweiter Satz bezieht sich auf die Krümmung des Strahles. 
Ist ds ein unendlich kleines Stück des Strahles, do die auf diesem 
sich vollziehende Ânderung der Richtung, e der ,Krümmungs- 
radius“, also 1/0 die ,Krümmung“, so ist 
1 do 
(211) arr 
Durch die Einrahmung in Strichen || wird angedeutet, da8 hier 
der positive Wert zu nehmen ist. Wir wenden diese Formel an 
auf das Stückchen des Strahles in der Schicht (2) der Figur 6. 
Als Ânderung der Richtung kônnen wir hier den Knick bei r,; 
oder r,, betrachten; wir wollen, r,, wieder bevorzugend, 


(212) d0 me 1 0 


setzen, und verwenden (207) zur Bestimmung von ,—. Für die 
linke Seite von (207) darf gesetzt werden 


sin, sin, —sin4 sin (à, + (i, — ,)) — sin i, 
Gin) ent ner 2e der tr 
= 1+(i,-i)ctgi = 1+doctg 1. 
Als Faktor von i,—i, — do ergibt sich hier zunächst ctgi, an- 
stelle von ctg :, aber da der Strahl beim Durchgang durch die 
hier ausgezeichneten Schichten nur eine unendlich kleine Ânderung 


seines Richtungswinkels erfäbrt, ist eine nähere Unterscheidung 
nicht erforderlich. Die rechte Seite von (207) liefert entsprechend 
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v v, —0 1 ôb 
2 1 — Un = Ds ea Pa 
(214) ù, 1+ d. 1 + Er dr, 
wenn mit dr die Dicke der Schicht (2) bezeichnet wird, sodaf 
(0v/0r) dr den Zuwachs v,—v, der Geschwindigkeit beim Durch- 
gang durch die Schicht (2) angibt. (213) und (214) verwandeln 
(207) in 

; 1 ob 

2 = —— dr 
(215) do ctg i Sr: dr. 
Beachtet man nun noch, da dr — ds cost ist, so liefern (215) 
und (211) zusammen sogleich: 

1 1 |ôv 


» a 
(216) = fo] sin 


[ cos e 
v |or : 


Dieser wichtige Satz verbindet die Krümmung 1/0, bezüglich den 
Krümmungsradius @ der Strahlen mit ihrem Richtungs- 
winkel i, bezüglich ihrem Emergenzwinkel e — 90° —:. 
Unter der Voraussetzung, daB für ? und e stets die Winkel unter 
90° gewählt werden, konnte in (216) die Einklammerung mit den 
Strichen ||, welche den positiven Wert kennzeichnen, auf ôb/0r 
beschränkt werden. Bei allgemeinerer Verfügung über + und e 
mübten sin i und cos e in die Umklammerung einbegriffen werden. 
Wir erkennen, daB an jeder Stelle in der Erde von allen hindurch- 
gehenden Strahlen derjenige am stärksten gekrümmt ist, für den 
à — 900, e — O0 ist, der also rechtwinklig zum Radius r verläuft. 
Mit abnehmender Neigung à gegen den Radius, also mit wachsen- 
der Emergenz, nimmt die Krümmung ab, der Krümmungsradius 
zu, bis schlieflich in der Richtung des Radius r selbst die Krüm- 
mung 0, der Krümmungsradius co wird. Die Intensität der 
Krümmung an den verschiedenen Stellen im. Erdinnern ist bei 
gleichen Richtungswinkeln der Strahlen proportional mit 


Besonders beachten wollen wir noch, was durch die nähere Be- 
trachtung der Figur 6 leicht erhellt, daB die Strahlen ihre kon- 
kave oder ihre konvexe Seite dem Erdmittelpunkt zuwenden, je- 
nachdem die Geschwindigkeit v bei wachsendem Abstand r vom 
Erdmittelpunkt zunimmt oder abnimmt (jenachdem nämlich ôv/ôr 
positiv wie in der Figur 6 angenommen, oder negativ ist). 

Das wesentliche Resultat der Untersuchungen dieses Para- 
graphen besteht in den beiden Sätzen (210) und (216), von denen 
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(210) rsini _rcose 
DIS HONR 
sich jedesmal auf die ganze Ausdehnung eines bestimmt heraus- 
gegriffenen Strahles bezieht, Is den dann c eine Konstante be- 
deutet, während 
1 1 |ôv 


(216) ne 


sin? — <e cos e 
vor 


sich auf einen bestimmten Punkt in der Erde bezieht und lehrt, 
wie der Krümmungsradius @g bei den hindurchgehenden Strahlen 
von ihrem Richtungswinkel à bezüglich dem Emergenzwinkel 
e — 90°—; bestimmt wird. 

Diese Sätze ziehen sehr bemerkenswerte Folgerungen nach 
sich, wenn wir irgend zwei Niveauflächen in der Erde — ent- 
sprechend etwa den Radien r und r', gegeben also in den Kugel- 
flächen mit den Radien r und r’ um den Erdmittelpunkt — heraus- 
greifen und nun diejenigen Strahlen miteinander vergleichen, die 
beide Niveauflächen durchsetzen oder wenigstens erreichen, Es 
seien (1), (2), (8). . irgend welche solche Strahlen, £,, :,, ,...; 
il, 4, %,... seien ihre Rpnnure in den Niveauñflächen (r) 
und (r’), @,, Os 0... und @;, 6, 6... ihre Krümmungsradien bei 
ibrem Schnitt Aer bei ihrer ner re der Niveaufñlächen. Jedem 
der Strahlen wird ein gewisser Wert der Konstanten c zugehôren, 
dieser sei c,, bezüglich c,, &,... Dann ist nach (210) in dem 
Niveau (r° 


217a gin 4. : sin 81000 met 0 0 0e 
1 2 8 3 $ 


und in dem Niveau (r’): 


(217b) gin$!: sin ts Siné : sec ot CENR 
(217a) und (217b) vereinigt ergeben also den Satz: 
(218) sin #, :sin?,:sint,:... = sint;:8inti,:s8int:...; 


in Worten heïft dies: Vergleicht man die Neigungen, mit denen 
vorgegebene Strahlen irgend welche Niveauñflächen (r) in der Erde 
erreichen, s0 findet man, daf die Sinus der Neigungswinkel 
i auf allen Niveauflächen in dem gleichen GrôüBen- 
verhältnis zu einander stehen. 


. er Satz (216) erlaubt sogleich neben (218) auch zu setzen: 
(219) Ont @nt@siee — QiQ Ont. 
das heïift: Auch die Krümmungsradien ç eines belie- 
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bigen Systemes von Strahlen zeigen auf allen 
Niveauflächen (r}, welche erreicht werden, die 
gleichen GrôüBenverhältnisse. 
Für jede einzelne Niveaufläche ist dabei nach (216) natürlich 
1812.01 


220 NN et ain} sin i,: Sin 1,507. 
ne FRET * ; 


$ 20. Zeichnerische Konstruktion von Strahlen 
mittels der Laufzeitkurve. 


Die Sätze des vorigen Paragraphen erlauben es, praktisch 
gut brauchbare Konstruktionen des Weges der Erdbebenstrahlen 
durch das Erdinnere aufzufinden, wenn die Laufzeitkurve vorliegt. 
Man erhält dabei zugleich eine Bestimmung der Geschwindigkeiten 
a und b der elastischen Wellen in den verschiedenen Tiefen. 

Ich beschreibe im Folgenden eine Methode, die sich ergibt, 
wenn die stetige Variation der Krümmungsradien auf den Strahlen 
durch eine Variation in Stufen ersetzt wird und zwar durch eine 
solche, die einer Zerteilung der Erde in konzentrische Schichten 
entspricht. Die Methode wird also der Wahrheit um so näher 
kommen, je dünner die Erdschichten gewählt werden; andererseits 
wird man um so leichtere Arbeït haben, je weniger Schichten man 
wählt. Schon hier mag erwähnt werden, daB ich mit der Annahme 
verhältnismäBig vieler Schichten begann (von je 100 — 200 km 
Dicke), daf sich dann aber das überraschende Resultat ergab, 
daB den vorliegenden Beobachtungen schon durch die Annahme 
. ganz weniger Schichten genügt werden kann. Offenbar ist die 
Erde so gebaut, daB der Krümmungsradius auf den Strahlen nur 
wenig varirt. Dieser Umstand gibt umgekehrt wieder der zu 
entwickelnden Methode eine unerwartet hohe RER Be- 
deutung. 

Ich denke mir für das Folgende, die Laufraffintiees (vergl. 
Figur 6, Seite 478, $ 18) sei aus den Beobachtungen abgeleitet, 
es xls gegeben vor. Dabei soll von den UnregelmäBig- 
keiten, welche in den äuBersten Oberflächen- 
schichten der Erde sicher zu erwarten sind, abge- 
sehen werden. Das heift, wir wollen uns die Strahlen überall 
glatt bis zur Oberfläche fortgesetzt denken und wollen den Herd 
stets als einen bestimmten Punkt in der Oberfläche selber be- 
trachten. Die ,glatte Fortsetzung“ der Strahlen wird sich bei 
der Konstruktion der Laufzeitkurve ganz von selbst ergeben, 
wenn man Beobachtungen benutzt, welche Punkte in ihrer' ganren 
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Ausdehnung liefern, ohne daf in der Nähe des Herdpunktes eine 
besondere Häufung stattfindet, und wenn man dann als Laufzeit- 
kurve eine vom Anfangspunkt Z = 0, T — 0 ausgehende ,glatte“ 
Kurve zieht. In Bezug auf den etwaigen Einfluf der Herdtiefe 
und dessen Beseitigung bei der Konstruktion der Kurve ist $ 28 
im zweiten, von Dr. Zoeppritz verfaften, Teil dieser Arbeit 
zu beachten. 

Ich beginne mit der Darlegung der Methode unter Anwendung 
der Zeichnung, sowie ich sie zuerst, und schon für die Vorlage am 
8. Dezember 1906 anwandte, und verweise dabei auch auf die Figuren 
4 und 5, Seite 476 und 478. 

Jeder Entfernung vom Herd, jedem Punkt der Laufzeitkurve 
entspricht ein gewisser Strahl durch das Erdinnere. Wir haben 
erkannt ($ 18), daf aus der Laufzeitkurve die Austrittswinkel : 
für alle diese Strahlen bestimmt werden kônnen. Je grôBer die 
erreichte Entfernung Z ist, um so tiefer werden die Strahlen in 
die Erde eindringen, um so stärker werden daher auf den 
Strahlen auch die Variationen des Richtangswinkels à: und des 
Krümmungsradius @ ausfallen. Umgekehrt haben wir für sehr 
kleine Entfernungen vom Herd auch nur sehr kleine Variationen zu 
erwarten — wenn von den Stôrungen in der Erdrinde abgesehen 
wird. Diese Stôrungen aber fallen bei der hier angenommenen 
und soeben näher dargelegten Konstruktion der Laufzeitkurve für 
uns weg. Insbesondere wird also der Krümmungsradius @ auf den 
Strahlen, die nur geringe Entfernungen 4 vom Herd erreichen, 
nur sehr wenig variiren, soda die Strahlen hier sehr nahe ein- 
fache Kreise darstellen. Für unsere Methode ist nun wesentlich, 
da wir sie bis zu einer gewissen kleinen Entfernung, zum Bei- 
spiel 4 — 1000 Kiïlometer, wirklich als Kreïse betrachten. Dann 
kônnen wir sie sofort auch wirklich konstruieren. Es handele 
sich zum Beiïspiel um den Strahl, der zu 4 — 1000 Kilometer ge- 
hôrt. 7, sei der aus der Laufzeitkurve abgeleitete Wert des Nei- 
gungswinkels für 4 — 1000; der zugehôrige Strahl wird dann 
einfach durch einen solchen Kreis gegeben, der die Erdoberfläche 
in zwei um 1000 Kilometer entfernten Punkten unter den Neigungs- 
winkeln :, durchschneidet. Wird also in Figur 7 ein Erdquer- 
schnitt dargestellt, ist JM der Mittelpunkt, bedeuten À und À, zwei 
Punkte im Abstand 7 — 1000 Kilometer auf dem begrenzenden 
Kreis mit dem Radius 7, wobei À den Herd kennzeichnen soll, 
zieht man die Radien WA, MA, und gegen diese um den Emergenz- 
winkel &, = 90°—5 geneigte Linien AP, A,P, die sich in P, 
schneïden, so ist in P, der Mittelpunkt des Kreises gewonnen 
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Figur 7. 


welcher den zu AA, gehôürigen Strahl darstellt. Indem man dann 
um P, einen Kreis mit dem Radius AP, = A,P, schlägt, erhält 
man ein Abbild des Strahles. — Der erste gezeichnete Strahl wird 
eine gewisse Tiefe unter der Erdoberfläche erreichen, r, sei der 
zugehôürige Radius. Wir wollen nun die Schicht zwischen 
f undr,als unsere erste annehmen, in der wir von 
einer Variation des Krümmungsradius bei allen 
Strahlen absehen. Dann kônnen alle von der Oberfläche aus- 
gehenden Strahlen bis zur Grenze r, sofort gezeichnet werden. 
Nehmen wir zum Beiïspiel den Strahl, der zu 4 — 2000 Kilometer 
gehôrt. Sein Anfang in unserer Figur 7 liegt in À, sein Ende 
sei À,, sodaB also AA, auf der Oberfläche die Länge 2000 Kilo- 
meter darstellt. Die Neigungen #, — 90°—5, des Strahles an der 
Oberfläche sind uns durch die Laufzeitkurve bekannt. Werden 
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also von À und À, aus Linien gezeichnet, die unter den Winkeln 
& gegen die Radien geneigt sind, so müssen auf diesen die Krüm- 
mungsmittelpunkte für die in der Schicht 7, r, liegenden Stücke 
der Strahlen liegen. Wir kennen aber auch die Krümmungsradien 
e, selbst. Denn nach (220) ist 


(221) —;— = sin, :sini, 


und 9, wurde soeben in AP, — A,P, gefunden. Berechnet man 
also mittels (221) o,, trägt die entsprechende Strecke von À und 
À, aus ab, so erhält man in P! und P, die Krümmungsmittelpunkte 
für die Stücke des Strahles (2) von 7 bis r, und kann die Abbilder 
dieser Stücke mittels des Zirkels sogleich zeichnen. B; und B, 
seien die beiden im Niveau r, erreichten Punkte. — In ähnlicher 
Weise wird man nun auch den Verlauf aller übrigen gewünschten 
Strablen, etwa für Z — 3000 Kilometer, 4000 Kilometer u. s. w. 
bis zur Tiefe von r, zeichnen kônnen. — Ist dies geschehen, 80 geht 
man in entsprechender Weiïse einen nächsten Schritt in die Erde 
hinein. Das noch fehlende Stück eines Strahles, auf dem die 
Lücke nicht mehr grof ist, betrachtet man dabei wieder als Kreis. 
Wir wollen zum Beispiel den Strabhl für 4 — 2000 Kïlometer 
auswählen. Dann haben wir nur den Schnittpunkt der beiden 
Linien BP; und B,P, — er sei Q, — aufzusuchen, um in Q, den 
Krümmungsmittelpunkt und in Q,B; — Q,B, den Krümmungsradius 
0:+ für das fehlende Stück des Strahles zu finden, das sich ja 
ohne Knicke an die schon bekannten Stücke anschliefen muf. 
Schlägt man nun um Q, einen Kreis, der B, mit BP, verbindet, so 
ist das Abbild des Strahles für 7 — 2000 Kïlometer vervoll- 
ständigt. — Die grôfite Tiefe, welche sich für diesen Strahl so 
ergibt, gehôre zam Radius r, Dann ist (r,r,) als zweite Schicht 
konstanter Krüimmung für alle Strahlen anzusehen. Die zugehôrigen 
Krümmungsradien @,s Que @15--- finden wir leicht aus o,, mittels 
(220) und (218), und es kônnen dann alle Strahlen bis zur Tiefe r, 
gezeichnet werden. 


In der gleichen Weise geht man nun weiter: Der Strahl (8) 
wird durch einen Kreïsbogen geschlossen, man gelangt so zu einem 
Radiïus r, hinab, nimmt die Schicht (r,r,) hinzu, verlängert alle 
Strahlen durch sie hindürch, schlieBt Strahl (4) durch einen Krkis- 
bogen, und so fort. — Jeder nen hinzugenommene Punkt der 
Laufzeitkurve führt bei dieser Art vorzagehen einen Schritt tiefer 
in die Erde hinein. — 
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Die in Figur 7 benutzte Anordnung der Zeichnang wird bei 
wirklicher Ausführung unnôtig unübersichtlich, weïil unnôtig viel 
Linien gezeichnet werden. Man wird nämlich berücksichtigen 
kônnen, daB jeder der Strahlen aus zwei symmetrisch gleichen 
Hälften, vom Herd hinab bis zum tiefsten Punkt und dann wieder 
herauf besteht, daB es also genügt, nur eine der Hälften zu kon- 
struieren. So empfehlt sich denn mehr, anstelle der Anordnung 
der Figur 7 diejenige der Figur 8 zu benutzen. Bei Figur 8 


Figur 8. 


ist jeder der Strablen um den Erdmittelpunkt gedreht und zwar 
so, daB alle tiefsten Punkte auf einem und demselben Radius zu 
liegen kommen. Der Drehungswinkel ist also in jedem Fall 
9/2 = A/2r, wobei 9 — 4/r wieder wie früher (Figur 4) den 
ganzen Winkelweg der Strahlen vom Herd bis zur Oberfläche 
bedeutet. Wie die Konstruktion sich ändert wird durch Figur 8 
so deutlich gemacht, daB es nicht nôtig ist näher darauf einzugehen. 
33* 
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Sehr wichtig ist es, zu bemerken, da unsere Zeichnung es 
uns ermôglicht, für alle erreichten Tiefen sogleich auch die Strahl- 
geschwindigkeit b zu bestimmen. Für den #-ten der gezeichneten 
Strahlen, der an der Oberfläche den Richtungswinkel :, hat und 
in der Tiefe r, umkehrt — soda hier 5, — 90°, e, — O0 ist — 
ergiebt nämlich (210): 


(222) 


wenn b, die Geschwindigkeit in der Tiefe r, bedeutet. So folgt 
denn : 
r 


(223) DRE De es 


r Sin; 


8 21. Gebiete konstanter Krümmung der Strahlen. 


Konstruktionen mittels der Rechnung haben vor solchen mittels 
der Zeichnung voraus, daB sie eine bessere Kontrolle und eine 
grôBere Schärfe ermüglichen. So habe ich denn nach den ersten 
Erfolgen der Methode die Zeichnung durch die Rechnung ersetzt. 
Dabei übernimmt die Rechnung einfach die Arbeit des Lineales 
und des Zirkels. 

Die Hauptsache ist also wieder, daB die Erde in Schichten 
zerteilt wird, in denen der Krümmungsradius der Strahlen als 
konstant betrachtet wird. Es ergiebt sich dabei das sehr be- 
merkenswerte Gesetz, daB, wenn in einer Schicht der Erde die 
Variation der Geschwindigkeit tb so erfolgt, daB ein bestimmter, 
beliebig herausgegriffener Strahl konstante Krümmung erhält, 
dann auch alle andern Strahlen in der Schicht konstante Krüm- 
mung erhalten. Diesem Umstand entsprechend, sollen im vor- 
liegenden $ zunächst die allgemeinen Gesetze aufgesucht werden, 
welche in Gebieten konstanter Krümmung der Strahlen die geo- 
metrischen Verhältnisse der Strahlen beherrschen. 


Für jeden Strahl gilt nach $ 19 folgendes Gesetz: wenn 


(224) rsm? __rcose 
+ D D 


gesetzt wird, ist c längs der ganzen Strahlen konstant; anderer- 
seits wird der Krümmungsradius @ nach (216) durch 


(22) HE 
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bestimmt. ÆEliminiert man aus beiden Gleichungen sin #, so folgt: 


1 1 |ov 
Da c längs jeden Strahl unverändert bleibt, so sieht man, daf 
der Krümmungsradius dann konstant ist, wenn 


27) _—- 


konstant ist. Diese Bedingung enthält nichts, was sich auf einen 
bestimmten Strahl bezieht. Es besteht also folgender, vorhin schon 
angekündigter Satz, der für uns weiterhin fundamental sein wird: 
Wenn zwischen 2 Niveauflächen in der Erde der Aus- 
druck (227) konstant ist, so verlaufen alle Strahlen 
in diesem Gebiet mit konstanter Krümmung. Da alle 
Strahlen ebene Figuren sind und in Ebenen verlaufen, die durch 
den Mittelpankt der Erde gehen, so beschreiben die Strahlen in 
Gebieten konstanten Wertes des Ausdrucks (227) Kreise in solchen 
Ebenen. 

Wir wollen zunächst zwei Hauptfälle unterscheiden, je nach- 
dem die Strahlgeschwindigkeit 0 mit wachsender Entfernung r 
vom Erdmittelpunkt ab- oder zunimmt. 

a) b nimmt ab, wenn r wächst: Ovb/ôr negativ. Der 
Ausdruck (227) ist dann negativ. Wir setzen: 


; L 004 

(228) 5, | 

wobei f positiv ist und in dem betrachteten Gebiei unserer An- 
nahme gemäB als konstant sein muf. Aus (228) folgt als Integral- 


gesetz für die Variation von v: 


(229) ou u (R—=r} 


F" ist die Integrationskonstante, die einen positiven Wert haben 
muf, also das Quadrat einer reellen GrôBe R darstellt, weil ja v 
positiv sein mu. À kann als Radius einer gewissen Kugel an- 
gesehen werden, und zwar giebt R denjenigen Abstand vom Erd- 
mittelpunkt an, in welchem t nach (229) gleich O wird. Die Kugel- 
fläche (R) begrenzt also nach aufen hin das Gebiet, in welchem 
hôchstens das Gesetz (229) als gültig angesehen werden darf. 
Nach innen hin ist eine Grenze nicht vorgeschrieben; für den 
Erdmittelpunkt würde (229) ergeben: 


(229 a) ue vie LA. 
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Fragen wir also unabhängig von der Anwendung auf die wirk- 
liche Erde nach dem ganzen Bereich der Anwendbarkeit von (229), 
so ergiebt sich das Innere der Kugelfläche (A). (228) und (229) 
kombiniert liefern : 


1 |[0v|. 2r 
ne ver © FF 
daher ist wegen (216): 

ee Er 
(231) sin ? = COS € —= CITE 


Für jeden Strahl in unserem Gebiet ist der Krümmungsradius @ 
konstant ; die Formel (231) zeigt also, wie auf einem solchen Strahl 
der Neigungswinkel i, bezüglich der Emergenzwinkel e mit dem 
Abstand 7 vom Erdmittelpunkt varüert. Für r — R wird à = 0. 
Die Strahlen treffen also die Kugelfläche (R) senk- 
recht. Die Bahnebene eines jeden Strahles geht durch den Erd- 
mittelpunkt. In einer jeden Bahnebene mu hiernach der Kreiïs 
(R) den Bahnkreis des Strahles senkrecht schneiden. Es kann 
dieses so zu einem Satz formuliert werden: In jeder Ebene 
durch den Erdmittelpunkt bildet der Kreis (AR) den 
gemeinsamen Orthogonalkreis für die Bahnkurven 
aller Strahlen. 

In Figur 9 sei einer der Strahlkreise dargestellt. Für uns 
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tracht. Bei unseren Anwendungen müssen mir die geometrischen 
Ausmessungen des Strahlkreises feststellen, wenn für irgend einen 
Punkt des Strahles der Abstand r vom Erdmittelpunkt und der 
Richtungswinkel à gegeben sind. Wir wenden uns dieser Aufgabe 
zu, indem wir den Punkt B in der Figur 9 herausgreifen, also 
MB = r setzen. Nach der Figur ist: 


MAXMF = MBxME = R; 


sr, 
se EME, Dir. us HP 
& 2 ES Tudor 
(232) E' s 
ME-— MB rie R°—7r° 
BH — 2 2 A or 
. 71 MH 
D Ge vale ie À 8: 
also : 
(233) ctuicte0 = tsectg0 = CO, 
Bctg 8 F4 
wenn 
Rs RE 
(234) C= HS 


e — 90°— bedeutet hier wieder den ,Emergenzwinkel“ C 
wird weiterhin die ,Kontangentenkonstante“ für das Niveau 
(r) genannt werden. Wir sehen, da8 sie hier einen positiven Wert 
grôBer als 1 hat. — (233) ergiebt den Zusammenhang zwischen à 
und 6. Zur Berechnung des Abstandes P des Krümmungsmittel- 
punktes des Strahles, seines Krümmungsradius @ und seines klein- 
und grôften Abstandes r, und 7, vom Erdmittelpunkt, sowie R° 
ergeben die Dreiecke MBN MGN die Formeln: 


P:o:r = sine:sin6:sin(e—6) 


(235) P — rsine ar sin0 
ET TC sin (e — 6) ? 
(236) = P-e r, = P+o, P—-6@ = RE. 


Die Kotangentenkonstante C (234) variiert mit dem Niveau 
(r), sie varüiert also auch auf jedem Strahl. Es ist für uns wichtig 
zu beachten, in welcher Weise dieses geschieht. Es ist nach (234) 


2r° 
(287) pop 
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verbindet man hiermit (231), so folgt auch 


(238) ét Eur 


o sini 


Sind also zu zwei Punkten eines und desselben Strahles, r, à, C, 
r', 1, C’ die zugehôrigen Werte, so'ist: 


! 


(239) OMC = le, 

sin sin 
Bezieht sich C’ — C, speziell auf das Niveau des tiefsten Punktes 
des Strahles, ist also r»’ — r,, so ist ’ — 90°, sin’ — 1, und wir 
erhalten: 
(240) ON tente (2 sin i} 


Wegen der Gleichung des Strahles: 


r sin ? 


(241) œil 

ist auch nach (238) auf einem jeden Strahl: 
1 v 

(242) Tete A par 


wobei pc eine zum Strahl gehôrige Konstante bedeutet. Es ist 
also auch: 


files Peh Meter ui vs 
(243) C=1:0-1= "7: 


b) tb nimmt zu, wenn r wächst: Ov/0r positiv. Hier 
ist nach unserer Annahme für das betrachtete Grebiet 


(44) nn td 


wobei f wiederum konstant und positiv ist. Als Integralgesetz 
folgt aus (244): 


(245 a) o= LR) 
oder 
(245b) o= L+R) 


je nachdem die zu r’ tretende Integrationskonstante sich negativ 
oder positiv ergiebt. R soll dabei wieder als reelle positive GrôBe 
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betrachtet werden. Es sind demgemäf 2 verschiedene Fälle zu unter- 
scheiden, charakterisiert durch die Geltung von (245 a) oder von 
(245 b). 

Fallb). Wenn das Gesetz (245 a) gilt, werden wir wieder 
zu der Geometrie und den Formeln des Falles a) zurückgefübrt. 
Hier ist aber nun das Aeufere der Kugel (A) gültig, und zwar 
kann sich der Geltungsbereich, wenn wir an die spezielle An- 
wendung auf irdische Verhältnisse nicht denken, auf den ganzen 
Raum auferhalb der Kugel (R) erstrecken bis ins Unendliche hin- 
ein. Die Strahlgeschwindigkeit beginnt mit dem Wert 0 auf der 
Kugel À und wächst mit r ins Unendliche. — Auch unsere Figur 
9, Seite 78 wird wieder gültig, jedoch jetzt im Gebiet auBerhalb 
des Kreises (A); es kommen also nur die Strahlstücke auferhalb 
(Z) in Betracht, zum Beispiel das Stück DEFG. Da sich nun 
alles vüllig analog gestaltet, genügt hier eine einfache Zusammen- 
stellung der für die Anwendung wichtigen Formeln. 

Es gilt für einen Strahl mit dem Krümmungsradius o statt (231) 


no kr 
(246) sin i— COS e — Dr À 
Für 6 und : folgt wiederum die Kotangentenformel 
(247) ctgictg0 = C, 
wobei 
FERRER 
(248) C= RS 


wiederum grôBer als 1 ist. Es hat übrigens die Kotangenten- 
konstante C jetzt für ein Niveau r denselben Wert wie im Falle 
a) für das Niveau R°/r. — 

Anstelle von (235), (236) liefern hier die Dreiecke MEN, MGN 
folgende Formeln: 


P:6:7— sine : sin0 : sin (e +06) 


(249) (pa Een M, AR Es 
d sin (e +6) ? e sin (e +6) 
(250) = P-g, Fr, —=P+06, P'-6@ = 
Aus (248) folgt: 
jrs pe 2r° 
(251) ne 0 Er do ES 


and wir erhalten nun unter Rücksicht auf (246): 
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AT à 
(252) C+1 = re 


daher für 2 Niveauflächen (r), (r'): 


v r! 2 12 


y La x en : 
(258) an rem sinrisnsint A Dev 


Fall c) Wesentlich neue Verhältnisse bieten sich uns, wenn 
im betrachteten Gebiet das Gesetz (245 b): 


(254) = Lç+R) 


herrscht. Auf ibn bezieht sich Figur 10. Zunächst bemerken 
wir, daB theoretisch — wenn keine Rücksicht auf die irdischen 
Verhältnisse genommen wird — das Gebiet den ganzen Raum er- 
füllen kann, vom Mittelpunkt M bis in alle Fernen. Die Strahl- 
kreise bekommen s0 in ihrer ganzen Ausdehnung eine physikalische 
Bedeutung: die elastischen Erregungen würden ohne Aufhôren in 
diesen Kreisen vorwärtseilen, wenn nicht die aufer Acht ge- 


Fig. 10. 


lassenen Stérungen: Absorption, Erregung der zweiten Wellen- 
art etc. eine Umwandlung, bezüglich eine Zerstürung bewirken 
würden. 

Wenn (254) gilt, ist 
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1 | ov 2r 
C3 HE 


also folgt für die Strahlen nach (216): 


Sato fr FR 
(256) sini = Cose —- SL. 


Speziell für r — R gilt 
(257) Se — 


Wie der Anblick der Figur 10 lehrt, folgt hieraus, da der 
Krümmungsmittelpunkt N der Strahlkreise stets so liegt, daf 
NMD ein rechter Winkel wird, wenn D einen Schnittpunkt des 
Strahlkreises und des Kreises (R) bedeutet. Im Falle c) 
bilden also die Strahlen Kreise, welche den Um- 
fang des Kreises (R) in zwei gleiche Hälften zer- 
schneiden. Die Verbindungslinie der Schnittpunkte ergiebt 
hiernach für (A) stets einen Durchmesser. — Während in den 
Fällen a) und b) der Erdmittelpunkt stets auBerhalb der Strahl- 
kreise lag, finden wir, da8$ er im Falle c) vom Strahlkreis um- 
schlossen wird. 

Den Winkel des Radiusvektor » gegen den Radiusvektor vom 
Erdmittelpunkt zum Strahlpunkt mit kleinstem Abstand vom Erd- 
mittelpunkt wollen wir wieder mit 6 bezeichnen. Es wird dann 
6 für Strablpunkte innerbalb der Kugel (À) unterhalb 90° und für 
Strahlpunkte auBerhalb der Kugel (A) oberhalb 90° liegen. 

Nach unserer Figur 10 ist: 


MAXME = MB< MF = EE, 


ER: 
——r 
MF — MB r | R'-r 
da. 26e pa amor | ero-eul! 
(258) Fe? 
MF+ MB ‘hi R°+7r° 
BH — FH ES = — ; 
2 2 ar 
H MH 
j = tie 
ctgi — FH? ctg 0 ET : 


wobei für B das obere, für F das untere Zeichen gilt. Allgemein, 
für jeden Punkt der Strahlkreise ist: 


(259) ctgictg6 — tgectg0 = CO, 
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Die Kotangentenkonstante C ist hiernach für das Gebiet innerhalb 
der Kugel (BR), das heift für r < R, positiv und für das Gebiet 
auBerhalb der Kugel (R), das heift für r > R negativ. Immer 
ist C ein echter Bruch, auf der Kugel (R) selbst wird C = 0. 

Zur Bestimmung der GrôBe und der Lage des Strahlkreises 
gegenüber dem Erdmittelpunkt liefern die Dreiecke BMN und 
FMN die Formeln: 


P:0:7—= sine : sin0 : sin(0—e) 


(261) piés La” sin € 54 489,840 
Lsin(0.—e), ? 4° sin (0 —e) 
(262) = 0—P, r'—=oTFP. 
Das Dreieck M ND ergiebt hierzu: 
(263) FR = g°— P. 


Ueber die Variation der Kontangentenkonstante C erfahren wir 


durch Verbindung von (260) mit (256) für den Strahl: 
2r° LT 
el Ur A Rp TT 


Es ist für 2 Punkte desselben Strahles : 


v r’ 


sin? sin? 


(265 a) te COt-C— 


? 


und für 2 Niveauflächen 7 wird 7’: 


r'? 


z Ds 
(265 b) 1—-C:1-C ER AE 

Noch wollen wir bemerken, daB die Kontangentenkonstante 
C ïhr Vorzeichen wechselt, wenn 8 nicht gegen den Radiusvektor 
nach dem nächsten sondern gegen den Radiusvektor nach dem 
fernsten Punkt des Strahlkreises gemessen wird, denn dann tritt 
180 —0 anstelle von 0. In den Füällen a) und b) findet etwas 
äbnliches nicht statt, da hier der Radiusvektor nach dem nächsten 
Strahlpunkt auch zugleich nach dem fernsten führt. 


$ 22. Uebersicht der Systeme mit konstanter 
Krümmung der Strahlen. 


Ehe wir nun daran gehen, die im vorigen Paragraphen ge- 
wonnenen Resultate anzuwenden auf die Konstruktion von Strahlen 
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bei vorliegender Laufzeitkurve mittels der Rechnung, wird es gut 
sein, zunächst zu versuchen, eine Uebersicht der môglichen Füälle 
und ibrer gegenseitigen Beziehungen zu gewinnen. 

Bei unserer Bezeichnungsweïse heiïft der Winkel zwischen 
den Verbindungslinien des Erdmittelpunktes mit einem Strahl- 
punkt und mit dem nächst oder fernst gelegenen Punkt des Strahl- 
kreises 0. Die zu einem Strahlpunkt gehürigen Werte des Ab- 
standes vom Erdmittelpunkte, des Richtungswinkels und des 
Emergenzwinkels nennen wir r, 1, e. 

Zwischen 6 und i, bezüglich e besteht die Beziehung: 

(266) cigictg0 = tgectg0 ='C, 
wobei C eine Konstante bedeutet, die ,Kontangentenkon- 
stante“, die durch r bestimmt ist. 

Den Fall der konstanten Geschwindigkeit v, also der gerad- 
linien Strahlen kônnen wir als ein spezielles unter den ,Sy- 
stemen konstanter Krümmung“ auffassen. Es ist hier die Krüm- 
mung O0 der Krümmungsradius unendlich grof. Die Verbindungs- 
linie des Erdmittelpunktes mit dem nächsten Punkt des Strahles 
steht auf diesem senkrecht; in dem rechtwinkligen Dreieck: Erd- 
mittelpunkt, Strahlpunkt (r, i,e) und nächster Punkt finden wir 
am Erdmittelpuukt 0, am Strahlpunkt à (vergl. Figur 11, Seite 87), 
also folgt : 

(267) (isa 

Bei geradlinien Verlauf der Strahlen hat die Kontan- 
gentenkonstante C auf allen Niveauflächen (r) den 
Mg r FL: 

Indem wir nun übergehen zu den Fällen variabler Geschwin- 
digkeit vb, also gekrümmter Strahlen, soll mit der Annahme be- 
gonnen werden, daB die Variation der Strahlgeschwindigkeit t nur 
gering ist, und demgemäf die Strahlen nur leicht gekrümmt sind. 
C wird dann nur wenig von 1 verschieden sein, und es werden 
die Strahlmittelpunkte vom Erdmittelpunkt weit ab liegen. Offen- 
bar kann die Biegung der Strahlen in zwei verschiedenen Arten 
stattfinden: die Strahlen künnen gegen den Erdmittelpunkt hin 
konvex oder konkav werden. Bei konvexen Strahlen liegt 
der Fall a) vor (Figur 9, Seite 78). Nach (229) gilt dann: 


(268) o= LR»), 


v nimmt ab, wenn r wächst; es ist 
G=\; 
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Bei konkaven Strahlen liegt der Fall c) vor (Figur 10, Seite 82). 
Nach (254) gilt dann: 


(269) Lb= LE R+ r) 


o nimmt zu, wenn 7 wächst; es ist C<1. À giebt im Fall (268) 
eine Kugel um den Erdmittelpunkt an, die von allen Strahlen 
senkrecht getroffen wird, im Fall (269) eine Kugel, die von jedem 
Strahl in zwei Punkten geschnitten wird, deren Verbindungslinie 
durch den Erdmittelpunkt geht. Da wir nur leichte Krümmung 
der Strahlen annehmen, müssen die Kugeln (A) in beiden Fällen 
in weiter Ferne liegen. 

Nun môge die Variation der Geschwindigkeit t stärker werden; 
dann entfernen sich die Kontangentenkonstanten C von 1, R wird 
kleiner, die Krümmung der Strahlen wächst. Im Fall der gegen 
den Erdmittelpunkt konvexen Strahlen, wo die Strahlen die Kugel 
(R) senkrecht treffen, ist R zugleich die äuBere Begrenzung des 
Strahlgebietes überhaupt, da hier die Geschwindigkeit tb zur unteren 
Grenze 0 herabgeht. Wir sehen also, wie das Strahlgebiet immer 
enger wird, und erkennen so, daf hier der stärker werdenden 
Krümmung der Strahlen ein Ziel gesteckt ist. Dieses wird er- 
reicht, wenn die Grenze (À) herabsinkt bis zu dem äuBersten Niveau 
(r), das dem Strahlgebiet noch angehôren soll. Genauer gesprochen 
wird hiermit schon ein Grenzfall bezeichnet, der keine praktische 
Bedeutung mehr hat, denn für r — À wird ja v schon — 0. C, 
hier nach (234) bestimmt durch: 


(270) br Tex Le 


wird in der Grenze + co. 

Im Fall der gegen den Erdmittelpunkt konkaven Strahlen, 
wo die Strahlen die Kugel (A) in zwei diametral gegenüberliegenden 
Punkten schneiden, bildet (R) keine schon in den Gesetzen liegende 
Begrenzung des Strahlgebietes nach aufen hin. In der Kugel- 
fläche R liegen selbst Strahlkreise und zwar diejenigen mit der 
stärksten überhaupt môglichen Krümmung (Krümmungsradius = R), 
und zugleich diejenigen, die ihren Mittelpunkt im Erdmittelpunkt 
finden. Wächst die Variation von v, so rückt die Kugel (R) aus 
den weiten Fernen, wo wir sie anfänglich annahmen, heran, um 
schlieBlich in das Grebiet einzutreten, auf das sich unsere Auf- 
merksamkeit richtet. Dann haben wir für die Kontangentenkon- 
stante, die hier durch 


R'—7r 
c mes She SE ae 
(271) C= ts 
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bestimmt wird, unterhalb und oberhalb von R verschiedene Vor- 
zeichen. Das obere Vorzeichen in (271) gilt, wenn 6 von dem 
Radiusvektor nach dem nächsten Punkt des Strahlkreises aus ge- 
messen wird. Es ist dann C positiv für r < R und negativ für 
r>R, Das untere Zeichen gilt und also die umgekehrte Ver- 
teilung der Vorzeichen von C, wenn statt des nächsten der fernste 
Punkt des Strahlkreises gewählt wird. In jedem Fall findet auf 
(R) selbst der Uebergang statt, und zwar gehôrt zum Niveau (A) 
der Wert C — 0. Stets liegt C zwischen —1 und +1. 

Wächst die Variation von v noch weiter, so rückt R an den 
Erdmittelpunkt heran und wir sehen hier wieder einen Grenzfall 
vor uns: er tritt ein, wenn R — 0 wird. Dann ergiebt (269) 


(272) o— Le. 


Alle Strahlkreise gehen jetzt durch den Erdmittelpunkt (Figur 11). 
Messen wir 6 gegen den Radius- 
vektor vom Erdmittelpunkt nach 
dem fernsten Punkt des Strahl- 
kreises, so wird e — 90°—: — 6, 
und also für alle Niveauflächen 


(273) LÉ 


wir haben hiernach hier wieder 

dieselben Werte der Kotangenten- 

Fig. 11. konstante wie bei geradlinigen 

Strahlen. Die Strahlrichtung bildet 

aber nun gegenüber dem Radiusvektor vom Erdmittelpunkt das 

Spiegelbild der Richtung, welche im Falle der geradlinien Bahnen 
eintreten würde (Figur 11). 

Die Grenze des Gültigkeitsbereiches des Gesetzes (269), also 
des im vorigen Paragraphen c) genannten Falles ist nunmehr 
erreicht. Aber zu einer Grenze für die Krümmung der Strahlen, 
wie wir sie vorhin fanden, als wir eine wachsende Krümmung 
nach auBen annahmen, sind wir doch noch nicht gekommen. Denn 
nun, wo in (269) R° gleich Null geworden ist, kann man weiter- 
gehend Æ° negativ werden lassen. Dann tritt anstelle von (269): 


74) o— L(°-R1), 


es hebt also der Fall b) des vorigen Paragraphens an. Ein Ge- 
biet (R) in der Umgebung des Mittelpunktes wird den Strahlen 
unzugänglich, an der abgrenzenden Kugelfläche (R) treffen sie 
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senkrecht auf und enden hier, wo ihre Geschwindigkeit db — 0 
wird. Die Kontangentenkonstante C erhält den Wert: 

r° + ki? 
sie wird grôBer als 1 und wächst bis + co, wenn die Grenze (A) 
und die betrachtete Niveaufläche (r) aneinander heranrücken. Dies 
giebt uns dann eine wirkliche, die definitive Grenze für die wach- 
sende Krümmung der Strahlen. 

Zurückblickend erkennen wir, daf die Fälle des vorigen Pa- 
ragraphen sich so anordnen: 

GrôBtmôgliche Krümmung der Strahlen nach aufen, bd wächst 
mit r, Strahlgebiet hat aufBen eine natürliche Grenze, Erdmittel- 
puakt liegt auBerhalb der Strablkreise, Fall a), C> 1, Figur 9. 

Strahlen geradlinig, Strahlgebiet unbegrenzt, vb konstant, 
CT, 

Strahlen nach innen gekrümmt, ob wächst, wenn 7 abnimmt, 
Strahlgebiet unbegrenzt, Strahlen umschliefen den Erdmittel- 
punkt, Fall c), Figur 10. —-1<C<+1. Der Wert C = 0 
zeigt sich auf einem Niveau (R), in dem die Strahlen Kreïse um den 
Erdmittelpunkt als Zentrum beschreiben ; je nach der Auffassung 
des Winkels 6 erhält C einen positiven oder negativen Wert. 

GrôBtmôügliche Krümmung der Strahlen nach innen, t wächst, 
wenn 7 abnimmt, Strahlgebiet hat innen eine natürliche Grenze, 
Erdmittelpunkt liegt aufBerhalb der Strahlkreise, Fall b), Figur 
9, C=>1. 

Es mag noch darauf hingewiesen werden, daf es zu jedem 
Wert von C, der von Null verschieden ist, 2 verschiedene Fälle 
giebt, einen mit R —7r und einen mit r < R. Solange C dem ab- 
soluten Wert nach unterhalb 1 liegt, gehôren beide Fälle der 
Klasse c), (Figur 10) an. Für C — 1 ist der eine Fall der der 
geradlinien Strahlen, der andere Fall wird durch (272) dargestellt 
und bildet die Grenze zwischen c) und b). Für C1 gehôrt 
der eine Fall zu b) und der andere zu a), wobei beide der Figur 
9 zugehôren. 


$ 23. Konstruktion von Strahlen mittels der 
Rechnung. 

Nach diesen Vorbereitungen und unter Hinweis auf die in 
$.20 dargelegte Methode der Konstruktion von Strahlen mittels 
der Zeichnung ist es nun sebr leicht, darzulegen, wie die Kon- 
struktion der Strahlen sich gestalten wird, wenn man 
Zirkel und Linial durch die Rechnung ersetzt. 
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Wir denken uns die Erde in kugelfôrmige Schichten zerteilt, 
innerhalb derer wir die Krümmung der Strahlen als konstant be- 
trachten. Je enger die Schichten gewählt werden, um so genauer 
wird sich die Konstruktion der Wirklichkeit anschlieBen. In jeder 
der Schichten wird eine der im $ 21 a), b), c) genannten Fälle 
gelten. Alle Fälle kônnen auftreten, in Schichten sehr starker 
Aenderung der elastischen Eigenschaften der Erde auch die ganz 
extremen. In der Tat schien es mir anfänglich, daB nach Be- 
sonderheiten der Laufzeitkurve für Entfernungen Z in der Nach- 
barschaft von 6000 Kilometer im Bereich des Uebergangs vom 
Metallkern zum Steinmantel äuBerst starke Krümmungen anzu- 
nehmen seien. Aber die Genauigkeit der Beobachtungen ist nicht 
groB genug, um dies sicher zu stellen. Man ist gezwungen, in 
der Laufzeitkurve Beobachtungen über grôfere Strecken auszu- 
gleichen, und dies hat zur Folge, daB auch die etwa vorhandenen 
stärkeren Krümmungen der Strahlen im Innern der Erde ausge- 
glichen werden. Es zeigte sich in den Rechnungen, die ich mit 
Dr. Zoeppritz gemeinsam ausführte, und deren Resultate 
weiter unten mitgeteilt werden, daB es zur Darstellung der bis- 
herigen Beobachtungen schon genügt, die Erde in zwei Kugel- 
schalen und einen Kern zu zerteilen. Dies ist natürlich ein groBer 
Vorteil für den Rechner, der sehr einfache Verhältnisse vorfindet ; 
es steht aber nichts im Wege, die Rechnung nach der hier zu 
entwickelnden Methode auch unter der Annahme sehr viel ver- 
wickelterer Verhältnisse durchzufübren. 

Die Konstruktion durch die Rechnung schlieft sich genau an 
die Konstruktion durch die Zeichnung an, welche in $ 17 ausein- 
ander gesetzt wurde; die Strahlen werden von der Oberfläche aus 
durch eine Schicht nach der anderen in die Tiefe verfolgt. Wir 
kônnen uns daher wieder auf die Figuren 7 und 8, Seite 73 
u. 75 beziehen, wollen aber 8 bevorzugen. Wir denken uns 
also alle Strahlen so gedreht, daB die Stelle, wo 
sie quer zum Erdradius verlaufen (wo à — 90°, e — 0 
ist), auf einem bestimmten Radius der Erde zu liegen 
kommt. Dieser nur in der Rechnung ausgezeichnete Radius 
soll ,Anfangsradius“ heiBen. In der Figur 12 auf der nächsten 
Seite, die für das Folgende mafigebend ist, wird er durch M À 
vorgestellt. Der Winkel, den der Radiusvektor vom Erdmittel- 
punkt nach irgend einem Punkt eines Strahles mit dem Anfangs- 
radins bildet, wird & genannt werden. & ist dann der Wert von 
æ für ein an der Erdoberfläche liegendes Ende eines Strahles; 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichte. Math.-phys. Klasse. 1907. Heft 4. 34 
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2& stellt den ganzen Winkelbereich dar, den der Strahl vom 
Herabgehen ins Erdinnere bis zum Wiederauftauchen beschreïibt, 


ist also in den praktischen Anwendungen der Winkelabstand der 
Beobachtungsstation vom Herd, der in den Figuren 4 und 5 Seite 
62 und 64 sich als # darstellte: 

PAL "yes | 

PRET 

werden die Winkel nach Grad, die Entfernungen nach Kilometer 
gemessen, s0 ist: 


(276) ë — 


(277) = = 3 180. 


6 wird wie bisher benutzt werden, um für einen einzelnen 
Strahlkreis den Winkel zwischen dem Radiusvektor vom Erd- 
mittelpunkt nach dem ins Auge gefaften Strahlpunkt und dem 
Radiusvektor nach dem nächsten oder fernsten fernsten Punkt 
des Strahlkreises zu kennzeichnen. Als ,Strahlkreis“ ist hier 
jedesmal der Vollkreis anzusehen, den man durch Vervollständi- 
gung eines einzelnen der kreishbogenfôrmigen Stücke eines Strahles 
enthält. Der ,Strahlkreis“ wird also jedesmal nur zu einem 
kleinen Stück als wirkliche Bahn des Strahles angesehen werden. 

Die Schichten sollen von auBen nach innen der Reïhe nach mit 
(1), (2), (8), ..., die Grenzflächen mit 0, 1, 2, 3, ..., die zuge- 
hôrigen Radien mit r,, r,, r,, ,, ... bezeichnet werden. 0 bezieht 
sich auf die Erdoberfläche selbst, es ist also r, = 7. 
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Ein Strahl, welcher wie der bei D endende ganz in der 
Schicht (1) verläuft, bildet einen einheitlichen Kreïisbogen. Die 
tiefste Stelle B liegt auf A7 À selbst; er ist also hier durchweg 
0 — ©. Ein Strahl, welcher, wie der bei G endende, in die zweite 
Schicht eindringt, diese aber unten nicht überschreitet, besteht in 
seiner rechts von M À liegenden Hälfte — die wir allein beachten — 
aus 2 Kreïsbogen EF und FG. Nur für EF ist jetzt 0 — w. 
Für FG wird der vom Erdmittelpunkt nächste Punkt N des Strabl- 
kreises nicht mehr auf M À liegen; so ist denn für dieses Stück 
6 nicht mehr von M À, sondern von MN ab zu rechnen, und es 
wird 6 hier kleiner als w. Die Strahlhälfte HJ K L besteht aus 
drei Kréisbogen HJ, J X, KL, und nur für HJ wird 0 = ©. 

Nach diesen Vorbereitungen kônnen wir nun an die Strahl- 
berechnungen gehen. Es soll dabei die Rechnung zunächst 
für die Schicht (1) durchgeführt werden. Ihre äufBere Grenzfläche 
ist die Erdoberfläche selbst. Hier ist die Laufzeitkurve als ein 
Resultat der Beobachtungen gegeben, und aus ihr entnehmen wir, 
wie in $ 18 dargelegt, zu jeder vorgeyebenen Entfernunr Z, be- 
züglich ©, — & — #/2 den Richtungswinkel à, — i des Strahles 
an der Oberfläche. | 

Bestimmung der Kotangentenkonstanten für die 
beiden Grenzen der ersten Schicht; Bestimmung der 
unteren Grenze r, dieser Schicht. Für eine Reiïihe von 
Entfernungen w, wird das Produkt 


ctg 1, ctg ©, 


gebildet; wäre die Erde so gebaut, daB die Strahlen im ganzen 
Innern eïnheitliche Kreise darstellen, so müfte das Kotangenten- 
pradukt sich für alle Entfernungen gleich groB ergeben. Die Er- 
fahrung lehrt, daB dies nicht zutrifft; das Produkt nimmt viel- 
mehr mit wachsender Entfernung Z ab. Es zeigt sich aber, daf 
die Variation noch in Entfernungen von 3000—4000 Kilometer 
entsprechend & von 15°—20° nicht deutlich hervortritt. So wählen 
wir denn den Verhältnissen angemessen — es wird das sogleich 
noch näher zu besprechen sein — eine Entfernung aus, bis zu der 
das Kotangentenprodukt für die Rechnung als genau konstant an- 
gesehen wird, w|Ÿ sei diese Entfernung, C;° der konstante Wert 
der Kotangentenprodukte. Dann ist auch festgestellt, daf bis zu 
ol" alle Strahlen als einheitliche Kreisbogen angesehen werden 
gollen. Der letzte dieser Strahlen endet in w{| selbst, er be- 
stimmt folglich mit seiner tiefsten auf MA gelegenen Stelle B 
gerade die Grenze der ersten Schicht. — Der Sens in CO. 
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und æ{[” deutet auf die Zugehôrigkeit zur ersten Schicht, der 
untere auf die Grenzfläche 0 hin; der vertikale Strich | neben w 
erinnért daran, daB es sich um einen Grenzstrahl handelt. 

Die Erfahrung lehrt, daf C® = 1; da überdies die Wellen an 
der Oberfläche vom Herd in die Ferne und nicht umgekehrt laufen, 
folgt, daB Fall a) vorliegt, wie das in der Figur 12 angedeutet 
ist. 1[0,el — 90°— jf seien die Werte des Richtungswinkels à 
und des Emergenzwinkels e an der Erdoberfläche (r,) für den 
ersten zu œ{[Ÿ gehôürigen Grenzstrahl. Dann ergeben uns (235), 
(236) die Formeln 

PEUT A. 
sin (ef — 01) 


pu ns 
(278) sin (ek —®{) ? 
r, = P\— 00 
zur Berechnung des Abstandes M B = r,, also der unteren Grenze 
der Schicht (1). Ferner erlaubt (240) mittels 


o pe _—_ 


(279) C1 = (C—1) _ sin [® 
0 


auch die Bestimmung der Kotangentenkonstante C®, die für das 
untere Grenzniveau r, der ersten Schicht gilt. Gleich hier mag 
noch besonders hervorgehoben werden, daf C® nicht etwa auch 
die Kotangentenkonstante für das Niveau (r,) bedeutet, sofern es 
obere Grenze der Schicht (2) ist, denn in der Grenze r, ist ja für 
die hier zusammenstofenden Strahlenstücke nur à bezüglich e ge- 
meinsam, während 6 verschiedene Werte haben wird. 
_Berechnung des Schnittes der Strahlen in der un- 
teren Grenze der ersten Schicht. Betrachten wir irgend 


einen Strahl, der durch die Schicht (1) hindurchgeht. An der . 


oberen Grenze der Schicht, also an der Erdoberfläche, mügen die 
Werte ©,, t,, 0 gelten, an der unteren Grenze — also für r —r, 
— die Werte ©,,1,, 0%. Die Winkel w, und w, werden gegen M A 
gemessen, die Winkel 6% und 60% gegen den Radiusvektor nach 
dem nächsten Punkt des Strahlkreises von dem unser Strahlen- 
stück einen Teil bildet. ©, und 6%, ©, und 6 sind also ver- 
schieden, es ist aber doch 

(280) Der Que Does 6. 

Diese Formel werden wir benutzen um o, und damit den Schnitt- 


punkt des Strahles auf den Grenzkreis r, festzulegen. Nach (218) 
gilt : 


(281) sini, — sin Mme 
0 
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wobei if wie vorhin den Richtungswinkel des Grenzstrahles an 
der Erdoberfläche bezeichnet, der in (r,) seine grüfite Tiefe er- 


reicht, für den also hier sin |” — 1 ist. 6% und 6!” ergeben sich 
nun mittels 
(282) cig'i, cg CO, ctg'i, cte Ou C0; 


und (280) bestimmt dann «.. 

Uebergang zu grôBerer Tiefe. Als Enderfolg dieser 
Rechnung finden wir für einen -einzelnen Strahl, von dem an der 
Erdoberfläche die Werte o,, à, von © und : bekannt waren, die 
Werte o,, à, von © und ? auf der Fläche r. Nun wird die Sach- 
lage die sein, da$ von vorn herein als Grundlage für die Rech- 
nung für ein ganzes System von Entfernungen auf der Erdober- 
fläche, etwa für Z — 1000, —2000, — 3000, und so weiter, Kilo- 
meter, die Werte von : bestimmt worden sind. So wird denn 
auch die hier für einen Strahl skizzirte Rechnung sogleich in 
systematischer Weise für alle diejenigen zu den ausgewählten 
Entfernungen 4 gehôrigen Strahlen durchgeführt werden, die jen- 
seits des ersten Grenzstrahles & liegen, und darum die Schicht 
(1) durchdringen. Die Gesammtrechnung liefert für die Grenz- 
fläche (1) ein System von Werten à,, e, — 90°—5,, æ, als zuge- 
hôrig zu durchlaufenden Strahlen. Für die Fläche (1) sind so die 
gleichen grundlegenden Daten geschaffen worden, wie sie vorhin 
die an die Erdoberfläche (0) sich anknüpfende Rechnung ermôg- 
lichten. Man wird also nun in gleicher Weise weiter in die Tiefe 
gehen kôünnen: dazu wird man die Produkte ctg i, ctg w, bilden, 
und einen Grenzwert © {|® für æ rechnen, bis zu dem von der 
Variation für die Rechnung abgesehen und ein konstanter Wert 
C® angenommen wird; der in &{” mit |”, e[® einsetzende zweite 
Grenzstrahl liefert mittels der Formeln 


(® — rsnel|” el” ss 


(283) PU = he of) ! 


r, = P—0[" 


+ «@) 
r, sin © |! 


in seinen tiefsten Punkt die Grenze (r,) für die zweite Schicht. 
Mittels 

; ae CI 
(284) C} —1 = (Crapabhu ef 


kann der Wert der Kontangentenkonstante C®” auch in der unteren 
Grenze der zweiten Schicht berechnet werden. Für die durch die 
Grenzfläche (1) jenseits œl® hindurchgehenden Strablen, welche 
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die zweite Schicht durchdringen, sind mittels 
(28b) sinf, — sin 


— gin? 


d cp ete 010 notrt, cg = VC, 
(286) DS d: = 6® — ge, 


die Abstände w, der Schnittpunkte und die Richtungswinkel i, auf 
der Grenzfläche (2) zu berechnen. ÿ#, und |} sind hier die Werte 
von ? für den gerade betrachteten Strahl und für den zweiten 
Grenzstrahl in der Erdoberfläche (0) selbst. 

So ist das Niveau r, erreicht worden. Man wird neue Schichten 
hinzunehmend tiefer und tiefer gehen, bis eine Variation der Kotan- 
gentenkonstante nicht mehr bemerkt werden kann, und es daher 
genügt, für das weitere Innere der Erde die Annahme zu machen, 
alle Strahlen seien hier im ganzen Verlauf einheitlich geradlinig 
oder kreisfôrmig. 

Für die Rechnungen, die Herr Dr. Zoeppritz und ich durch- 
führten, und deren Resultate weiterhin mitgeteilt werden, hat 
sich gezeigt, da$ den bisher vorliegenden Beobachtungen schon 
durch die Annahme zweïer Schichten und eines Kernes mit ge- 
radlinigen Strahlen genügt werden kann ). 


$ 24. Einzelheiten der Rechnung. 


Eïnige für die Ausführung der Rechnung wichtige Bemer- 
kungen sind hier noch anzuschliefen. 

Auswahl der Kotangentenkonstanten. Wir sahen, 
daB der Rechnung nicht direkt die Beobachtungen über Laufzeiten, 
sondern die durch Differentiation aus der Laufzeitkurve gewonne- 
nen Werte der Richtungswinkel à, bezüglich der Energenzwinkel 
e — 90°— zugrunde gelegt werden. Nun tut man den Beobach- 
tungen durch abteilungsweises Konstantsetzen der Kotangenten- 
konstanten einen Zwang an, man verändert also die zunächst an- 


1) Anmerkung bei der Drucklegung. Dies ist jetzt, ein halb Jahr 
nach der Vorlage der Arbeit zu modifizieren. Durch Kombination von Beobach- 
tungen der geophysikalischen Station auf Samoa über einige starke Erdbeben in 
Nachbargebieten mit europäischen Registrierungen, ist es nämlich môglich ge- 
worden, mit Sicherheit Erdbebenstrahlen noch in die Tiefe von etwa 3000 Kilo- 
meter Abstand vom Erdmittelpunkt zu verfolgen. Dabei zeigte sich, daB in dem 
Kern die Geschwindigkeit b nicht konstant gesetzt werden darf, sondern daf sie 
nach innen zu abnimmt, sodaB hier Fall c) oder b) vorliegt. Darüber habe ich der 
Kôniglichen Gesellschaft der Wissenschaften am 20. Juli d.J. eine Vorlage ge- 
-macht, deren Verüffentlichung demnächst bevorsteht. 
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genommenen Laufzeiten. Es ist unter diesen Umständen sehr 
wichtig, bei der Wahl der Kotangentenkonstanten und der Grenzeu 
für die Abteilungen den Zwang môüglichst klein zu machen. Dabei 
kann das Folgende als Richtschnur dienen, zu dessen Illustrierung 
ich auf Tafel III am Ende der Arbeit hinweise. Auf der linken 
Seite der Tafel III ist in einem rechtwinkligen System von Ko- 
ordinaten als Abscisse der Abstand vom Herd 


(287) d = 79 — 250 
und als Ordinate 

(288) sini — g 

eingetragen. 0 bedeutet wieder die Raumgeschwindigkeit der 
Wellen in der Nähe der Erdoberfläche, % die Geschwindigkeit, mit 


der die Wellen sich vom Herd über die Oberfläche der Erde aus- 
breiten. Es gelten dann die Beziehungen: 


(289) dd = SAT, AT — 7 


wenn 7’ die Laufzeit vom Herd bis zur Entfernung Z bezeichnet, 
und es folgt: 


À = 4 
(290) T= + /f ga=+f sin 1 d 4. 
(0 DE) CURE 


In unserer graphischen Darstellung auf Tafel III ist hiernach die 
von den Abscissenaxe und der Kurve abgegrenzte Fläche zwischen 
der Anfangsordinate und der zur Entfernung 7 gehôrigen Ordinate 
proportional mit der Laufzeit 7. Wenn man also die Kurve de- 
formiert, um innerhalb eines gewissen Gebietes, wie unsere Me- 
thode verlangt, ein konstantes Kotangentenprodukt herzustellen, 
so mu man, um nicht die Laufzeiten für grôBere Entfernungen 
zu verändern, die Deformation so vornehmen, da$ die 
Gesammtfläche für das Gebiet erhalten bleibt. 

Für die Grenzfläche (1), wo die Kotangentenkonstante C® für 
das Niveau (1) der Schicht (2) festzustellen ist, kônnte man ganz 
ähnlich vorgehen, indem man die w, und sini, in einer Kurve dar- 
stellt. Es ist aber bequemer bei der Oberfläche der Erde zu 
bleiben, also unmittelbar die frühere Figur zu benutzen. Um zu 
erkennen, wie das môüglich ist, wollen wir uns des Verlaufes der 
Konstruktion erinnern. Für eine Reihe von Stellen w, an der 
Oberfläche wurden der Laufzeitkurve die Werte ?, entnommen. 
Die Rechnung ergab dann die Werte w, i, auf der Fläche (1) für 
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die zugehôrigen Strahlen. Man bildete die Produkte ctg à, ctg © 
und wählte einen Wert C® aus, der dann bis zu einer gewissen 
Entfernung w!’ gelten sollte. Aber wenn nun der Wert C* ange- 
nommen ist, kônnen die Wertpaare 1,,&,, wie sie aus den Be- 
obachtungen berechnet wurden, nicht mehr als im Strahlsystem 
genau zusammenhôrig angesehen werden, denn sie werden ja der 
Annahme über C® nicht genau entsprechen. Soll die Zugehôrig- 
keit zum System bhergestellt werden, so sind Korrekturen 
nôtig, Man kônnte daran denken w, festzuhalten und à, zu korri- 
gieren, was zu einer Korrektur auch von :, führen würde’ Aber 
dieses Vorgehen würde unnôtige Rechenarbeït verursachen. Viel- 
mehr empfehlt es sich %, festzuhalten und «,, also Z, so zu 
korrigieren, daB der vorgeschriebene Wert für C® erreicht wird. 
Die Korrektur von ©, nämlich überträgt sich wie leicht ersichtlich 
ganz direkt in gleicher GrôBe auf w, an der Erdoberfläche, während 
 unberüht bleibt, denn eine Aenderung von ©, heïft ja nur eine 
Drehung des Strahlstückes in des Schicht (1) um den Erdmittel- 
punkt. So erhält man also in der sin:-Kurve für die Oberfläche 
die neuen Kurvenpunkte, indem man die früheren, direkt der Lauf- 
zeitkurve entnommenen Punkte parallel der Abscissenaxe auf der 
Winkelteilung um den Betrag der Korrektur von w, verschiebt. 
Diese neuen Punkte, durch welche die sint-Kurve der Rechnung 
scharf hindurch gehen soll, müssen nun die Gesamtfläche 
zwischen den Abscissenwerten w{” und wf” der Grenz- 
strahlen des Gebietes (2) unverändert lassen: das ist 
die Bedingung, welche man bei der Wahl der Kotangenten-Kon- 
stante und ihrem Gültigkeitsbereich zu erfüllen bat. — 

Für die weiteren etwa angenommenen Grenzflächen (3), (4).. 
gestaltet sich alles ganz analog. — 

Korrekturen der sini-Kurven und der Laufzeit- 
kurven. 

Wenn die gesamte Strahlberechnung durchgeführt ist, so sind 
die Werte der Grenzradien r,, »,.. und der Kotangentenkonstanten 
bestimmt. Es ist dann aber auch ein ganzes System von Strahlen 
in seinem Verlauf durch die Erde, wie er den angenommenen 
Werten der r,,r,,.. und der Kotangentenkonstanten entspricht, 
berechnet worden. Die Strahlen dieses Systemes sind den Werte- 
paaren sin?, J/ zugeordnet, die man der Rechnung zugrunde legte. 
Sie gehôren in aller Strenge zu den direkt gegebenen Werten von 
siné und den korrigierten Entfernungen Z. Es ist also nicht 
etwa nôtig nach Bestimmung der r,,r,.. und der Kotangenten- 
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konstanten nun nochmals Rechnungen über den damit festgelegten 
Verlauf der Strahlen anzustellen; schon die von der Methode 
vorgeschriebenen Rechnungen ergeben den Verlauf eines ganzen 
Systemes von Strahlen, wie er den Rechnungsdaten entspricht. 

Während man die korrigierte sini, /Z Kurve ohne weiteres 
bei der vollen Durchführung der Rechnungen erhält, muB man 
zur Gewinnung der korrigierten Laufzeitkurve, das heïft, der 
Kurve, wie sie den schlieflichen Annahmen über die r,,r,,.. und 
den Kotangentenkonstanten entspricht, noch eine weitere Rechnung 
aufwenden. Und zwar ist eine mechanische Quadratur nôtig, die 
sich unter Verwertung der Formel (290) an die sini-Kurve an- 
schlieft. 

Ist die Quadratur durchgeführt, und zeichnet man die damit 
gewonnene Laufzeitkurve in das System 7, T der Beobachtungen 
ein, so kônnte es sich zeigen, daf durch Summation von kleinen 
Fehlern bei der Wahl der r,,r,.. und der Kotangentenkonstanten 
doch eine vom Anfangspunkt 4 — 0, T — O0 sich allmählich ver- 
grüBernde systematische Abweichung der bezeichneten Kurve ver- 
anlaft wird. Diese Abweichung wird man dann durch eine geringe 
Veränderung des Wertes d beseitigen, wobei nach (290) alle Werte 
von 2 mit einem korrigierenden Faktor multipliziert werden. 

Ist auch v festgelegt, so wird der Rechner daran gehen, die 
Strahlgeschwindigkeit v in ihrer Abhängigkeit vom Radius > dar- 
zustellen. Hierzu kann zunächst das System der berechneten 
Strahlen unter Verwertung der ,Strahlgleichung“ herangezogen 
werden. Ist für irgend einen Strahl r der Abstand des tiefsten 
Punktes — wo sini den Wert 1 hat — vom Erdmittelpunkt, vb 
der im Niveau (r) herrschende Wert der Strahlgeschwindigkeit, 
bezeichnet à den Richtungswinkel des Strahles an der Erdober- 
fläche, zu der 7 und v gehüren, und ist $ die an der Austritts- 
stelle herrschende Oberflächengeschwindigkeit der Wellen, so ist 
nach der ,Strahlgleichung“ : 


FT r 
LES 3 — v = 8. 
sin r 


(291) pes 


Mittels dieser Formel kann t in allen den von den einzelnen 
Strahlen erreichten Tiefen festgestellt werden. 

Man kann auch die allgemeinen Formeln des $ 21 benutzen. 
Für eine Schicht, welche dem Fall a) angehôrt, ist dann zum 
Beispiel zu setzen: 


(292) pes Fe (Rp), 
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Æ ergibt sich entweder mittels einer der für die Schicht bekannten 
Kotangentenkonstanten, — denn es ist: 


E'+7r RSR Cl 


C3) fees TAROT 


oder aus den Daten über die Gestalt eines Grenzstrahles, — denn 
es ist nach (236): 


(294) FR = P-p 


f endlich wird durch den bekannten Wert von t an der oberen 
Grenze der Schicht bestimmt. Grenzt die Schicht an die Erd- 
oberfläche, so ist hier b — v; handelt es sich um eine tiefere 
Schicht, so wäre der Wert an der oberen Grenze durch die vor- 
bergehenden Recbnungen für die hôheren Schichten, oder durch 
Anwendung von (291) zu gewinnen. Bei Schichten, in welchen 
andere Gresetze für die Variation von b angenommen werden, sind 
die entsprechend anders gestalteten Formeln des $ 21 heranzuziehen. 

Ueber die physikalische Verwertung der Rechnungsresultate 
wird es nach Mitteilung der tatsächlichen Zahlwerte zu sprechen 
sein. So werde ich darauf erst am SchluB dieser Abhandlung in 
Teil IV eingehen kônnen. 


$ 25. Môgliche Besonderheiten der Strahlen und der 
Laufzeitkurve. 


Wenn die Geschwindigkeit der Erdbebenwellen in der Erde 
nach dem Erdmittelpunkt ohne jähen Wechsel in stetiger Aenderung 
zunehmen sollte, so würden alle Strahlen, wie in Figur 4b ange- 
nommen, ohne schroffe Aenderungen der Richtung gegen den Erd- 
mittelpunkt konvex gekriümmt sein. Die Laufzeitkurve würde, 
wie in Figur 5 angenommen, einen stetigen Verlauf mit langsam 
wechselnder Krümmung vom Herdpunkt bis zur Ordinate des 
Gegenpunktes zeigen. — Vielleicht ist es in Wirklichkeit so — 
aber es kônnte auch anders sein. Es kônnte Schichten geben, wo 
die Geschwindigkeit der Wellen sich sehr schnell ändert, vielleicht 
sogar Flächen, an denen die Geschwindigkeit Sprünge zeigt. In 
den Schichten schneller Aenderung wiürden die Strahlen sich stark 
krümmen und so ibhre Richtung schnell ändern, an den Sprung- 
flächen müBten scharfe Knicke auftreten. Es wäre auch müglich, 
daB die Geschwindigkeit nach innen zu nicht überall zunimmt, 
sondern in mebr oder weniger ausgedehnten Regionen auch wieder 
abnimmt. Dann würden die Strahlen auch Teile zeigen, in denen 
sic gegen den Erdmittelpunkt hin konkav sind. In meiner ersten 
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Vorlage der Arbeit (8. XII. 07) habe ich sogar auf Grund der 
zeichnerischen Verwertung der Laufzeitkurve die Vermutung aus- 
gesprochen, daf es beim Uebergang vom Steinmantel zum Metall- 
kern eine Schicht mit schnell nach innen zu abnehmender Ge- 
schwindigkeit gäbe, auf die dann wieder ein Kern mit zunehmender 
Geschwindigkeit folgen sollte. Die spätere schärfere rechnerische 
Verwertung der Beobachtungen zeigte dann freilich, daB irgend 
eine bestimmte Behauptung in dieser Richtung heute noch nicht 
ausgesprochen werden kann, und daf der Fall der stetigen Zunahme 
der Geschwindigkeit vielleicht, ja wahrscheinlich zutrifft !). 

Wie dem nun auch sein mag, bei der Unsicherheit, in der wir 
uns des mangelhaften Beobachtungsmaterials wegen sehen, müssen 
wir vorläufig noch mit vielerlei Môglichkeiten rechnen. Um eine 
Anschauung von dem zu geben, was etwa erwartet werden kann, 
wird es genügen, einige Hauptfälle zu besprechen. 

Besonders nahe liegt es, zu vermuten, beim Uebergang vom 
Steinmantel zum Metallkern, oder sonst an einer Trennungsschicht 
verschiedenen Materials in der Erde finde eine jähe Veränderung 
der Geschwindigkeit der Strahlen statt. Figur 13 zeigt den Fall 


Doppelte Überdeckung 


Fig. 18. 

einer plôtzlichen Zunahme der Geschwindigkeit nach innen zu, 
Figur 14 den Fall einer plôtzlichen Abnahme. Der Einfachheit 
wegen wurde dabei angenommen, die Geschwindigkeit sei auBer- 
halb der Unstetigkeitsfläche überhaupt konstant. Die Strahlen 
sind in derselben Art angeordnet wie in der Figur 8 $S. 75, das 

1) Anmerkung bei der Drucklegung: Hier ist die Anmerkung auf der Seite 
508 zu vergleichen. 


b14 _ E. Wiechert und K. Zoeppritz, 


heïBt, sie sind nur zur Hälfte dargestellt und so gedreht, da8 ihre 
tiefsten Stellen auf einem und demselben Erdradius zu liegen 


ee 
%, T'=-6370-1600-4870 Æmt 


Fig. 14. 
kommen. In Figur 15 sind die zugehôrigen Laufzeitkurven dar- 
gestellt. Man sieht, wie bei einer plôtzlichen Zunahme der Ge- 
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Fig. 16. 
schwindigkeit nach innen zu (Figur 18, Kurve I in Figur 16) 
gewisse Teile der Erdoberfläche auf zwei verschiedenen Wegen von 
den Strahlen erreicht werden, sodaB in der Laufzeitkurve sich 
teilweise zwei Eintrittszeiten zeigen (von Pankt Bb bis Punkt 4 in 
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der Kurve I, Figur 15). Bei einer plôtzlichen Abnabme der Ge- 
schwindigkeit andererseits ergibt sich für die Erdoberfläche eine 
Lücke, die überhaupt nicht von Strahlen erreicht wird. Der Kern 
wirft hier ,Schatten“ (Punkt 4 bis Punkt 7 in Kurve II, Figur 
15), daneben gibt es Stellen der Erdoberfläche, die auf zwei verschie- 
denen Wegen Wellen erhalten. — Sollte der Uebergang von einer 
Geschwindigkeit zur andern nicht plôtzlich, sondern stetig, wenn 
auch ziemlich heftig, in einer Uebergangsschicht stattfinden, s0 
würde im Falle der Zunahme der Geschwindigkeit nach innen zu, 
der in Figur 13 dargestellt ist, der Uebergang von dem Strahl 4 
zum Strahl 5 nicht plôtzlich, sondern allmäblich erfolgen, in der 
Kurve I Figur 15 würden demgemäB Punkt 4 und 5 durch eine 
Kurve verbunden sein. Wir hätten dann für das singuläre Gebiet 
auf der Erdoberfläche nicht nur zwei, sondern sogar drei ver- 
schiedene nacheinander eintreffende Wellen. Im Falle der Ab- 
nahme der Geschwindigkeit nach innen zu hätten wir entsprechende 
Uebergänge: der Schatten würde mehr oder weniger aufgehellt 
werden, und daneben gäbe es Stellen der Erdoberfläche, die auf 
drei verschiedenen Wegen Strahlen erhielten. — Ist die etwa vor- 
handene Geschwindigkeitsveränderung nur klein und findet sie 
überdies nicht plôtzlich, sondern in einer Uebergangsschicht statt, 
so wird es sehr schwierig werden, sie in den Beobachtungen zu 
entdecken, svlange diese so unvollkommen bleiben wie bisher. 
Man muf dann offenbar nicht nur den ersten Einsatz einer Welle 
beachten, sondern zusehen, ob noch weitere folgen, man muf ferner 
festzustellen suchen, ob etwa Knicke in der Laufzeitkurve vor- 
handen sind, wie Kurve I in Figur 15 sie erkennen läft, oder 
Lücken, bezüglich Partien mit geringer Intensität, wie in Kurve IL. 
Sollte im tiefen Innern der Erde — etwa durch Beimischung 
weniger rieger Metalle zum Eisen — die Geschwindigkeit stark 
abnehmen, oder sollte hier gar, wie Oldam in seiner auf Seite 3 
zitierten neueren Arbeit annimmt, ein Kern mit geringerer Ge- 
schwindigkeit der Erdbebenwellen vorhanden sein, so würde der 
Durchmesser Herd—Gegenpunkt von den Strahlen überschritten 
werden kôünnen. — Es müften dann in sehr bedeutsamer Weise 
auch Extremverstärkungen der Erdbebenwellen im Gegenpunkt 
zustande kommen. Um dies hervortreten zu lassen, will ich eine 
zwar sebhr erhebliche, aber nicht plôtzliche sondern allmählige 
Abnahme der Geschwindigkeit der Erdbebenwellen in grüferen 
Tiefen der Erde uach innen zu voraussetzen. In einem Erdquer- 
schnitt wird sich dann der Verlauf der Erdbebenstrahlen etwa s0 
darstellen, wie in Figur 16 schematisch angedeutet ist. 
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Es wurde bei dem Entwurf der Figur berücksichtigt, daB die 
Strahlen in den der Erdoberfläche benachbarten Teilen, wenn man 
von den Unregelmäfigkeiten in der Erdrinde selbst absieht, nach 
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dl 


Fig. 16. 
den vorliegenden Beobachtungen jedenfalls konvex gegen den Erd- 
mittelpunkt gekrümmt sind. Eine Reiïihe von Strahlen ist aus- 
gezeichnet und so nummeriert worden, daB die hôhere Zahl stets 
einen steileren Ausgang vom Herd aus bedeutet. — Beginnen wir 
der Nummerierung folgend mit flach verlaufenden Strahlen, um 
zu immer steilerem Einfall fortzuschreiten, so finden wir zunächst 
Strahlen (1,2), die im ganzen Verlauf gegen den Mittelpunkt hin 
konvex gekrümmt sind; dann nehmen die tieferen Partien ent- 
gegengesetzte Krümmung an, und es rückt demgemäf der Endpunkt 
nun schr.uer vom Herd fort. Schlieflich findet sich ein Strahl 
(4), der, obgleich er vom Herd aus geneigt in die Tiefe geht, doch 
im Gegenpunkt endet. Dann kommen Strahlen, die über den 
Gegenpunkt hinübergehen, einer (5) erreicht (in B) den grüften 
Abstand; es nähert sich der Endpunkt nun wieder dem Gegenpunkt, 
und er rückt bei vertikalem Eintritt des Strahles in die Erde schlief- 
lich in diesen hinein. Das alles entspricht dem in Figur 14 dar- 
gestellten Fall, mit dem Unterschied nur, daB jetzt eine allmählige 
statt der plôtzlichen Abnahme der Geschwindigkeit und eine tiefere 
Lage des Uebergangsgebietes angenommen wurde. Worauf ich 
nun hinweisen môchte, ist, daB wir in dem herausgegriffenen Erd- 
querschnitt einen geneigt ausgehenden Strahl fanden, der im 
Gegenpunkt endet. Ebenso wie dieser Strahl nämlich müssen sich 
alle anderen vom Herd ausgehenden Strahlen verhalten, welche 
aus ihm durch Drehung der Figur um den Durchmesser Herd— 
Gegenpunkt hervorgehen. Es vereinigt sich so im Gegenpunkt 
ein ganzes Strahlenbündel und diese Vereinigung mu eine Ex- 
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tremverstärkung der Wellen im Gegenpunkt zur Folge haben. — 
DaB wir eine allmäblige, nicht eine sprungfôrmige Abnahme nach 
innen zu annahmen, ist hier ohne Bedeutung, vorausgesetzt nur, 
daB die Abnahme genügend stark ist. Die Oldam'sche Annahme 
eines Kernes kleiner Geschwindigkeit im tiefen Erdinnern gehürt 
also auch hierher. Eine besondere unter den môglichen Vertei- 
lungen der Wellengeschwindigkeiten in der Erde würde bewirken, 
daf der Grenzpunkt B nicht über den Gegenpunkt hinaus, sondern 
nur in diesen hineinrückt. Dann hätten wir im Gegenpunkt einen 
wirklichen Brennpunkt der Strahlen im Sinne der Optik. Es ist 
aber hervorzuheben, daf auch schon in dem Falle der Figur 16 
der Gegenpunkt durch die Vereinigung der Strahlenbündel den 
Charakter eines Brennpunktes erhält. — Durch Reflexion der 
Strahlen an der Erdoberfiäche würde dann ein zweiter solcher 
wirklicker oder Pseudo-Brennpunkt im Herdpunkt, ein dritter 
wieder im Gegenpunkt, und so fort, entstehen. — Auf diese Dinge 
wird im nächsten Paragraphen noch einmal zurückzukommen sein. 

Sollten im Innern der Erde mehrere Unstetigkeitsflächen für 
die Geschwindigkeit der Wellen vorkommen oder in mehreren 
Schichtenfolgen starke Aenderungen der Geschwindigkeit statt- 
finden, so werden sich im Strahlengang und in der Laufzeit- 
kurve Singularitäten der behandelten Art häufen; ich môchte 
nach den bisher vorliegenden Erfahrungen die Wahrschein- 
lichkeit eines solchen Falles nicht als groB bezeichnen, da es mir 
nicht gelungen ist, irgend ein Anzeichen dafür zu finden, daf 
überhaupt auch nur eine einzige Singularität vorkommt. Aber 
freilich muB bei dem sehr wenig befriedigenden Beobachtungs- 
material eine bestimmte Behauptung heute noch durchaus ver- 
mieden werden. 


$ 26. Reflexion der Wellen an der Erdoberfläche. 


Nach den zuerst ankommenden Erdbebenwellen, welche den 
direkten Weg vom Herd zur Beobachtungsstation gegangen sind, 
treffen Wellen ein, die unterwegs schon einmal oder mehrfach zur 
Oberfläche heraufkamen und — von ihr zurückgeworfen — wieder 
in die Tiefe gingen. Oftmals treten die reflektierten Wellen sogar 
stärker hervor als die direkten. Ein Beispiel dafür wird geboten 
durch das Diagramm, welches auf Tafel III abgebildet ist. Ver- 
wechselungen mannigfacher Art sind daraus entstanden: die erste 
Reflexion der ersten Vorläufer wurde für den ersten Einsatz des 
Bebens oder der zweiten Vorläufer gehalten ete. Mehr als einmal 
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hat gerade die Komplikation infolge der Reflexionen irregefübrt, 
wenn man versuchte eine Laufzeitkurve zu konstruieren. 

Es muB überraschen, daB die Reflexionen bisher von den 
Seismologen nicht erkannt worden sind. Da ist zunächst zu be- 
merken, daB in der Tat in der Literatur vielfach Andeutungen 
über die Môglichkeit der Reflexion an der Erdoberfläche gefunden 
werden künnen!); üfters hat man versucht, durch Heranziehen der 
Reflexion die verschiedenen Phasen zu erklären. Besonders klar 
hat E. Riecke in seinem Lehrbuch der Physik schon in der 
2. Auflage 1902, dann erneut in der 8. Auflage 1905 die Verhält- 
nisse diskutiert. Er faft sowohl den Fall der Reflexion an der 
Erdoberfläche als auch — im AnschluB an meine Hypothese des 
Metallkerns im Erdinnern — den Fall der Reflexion und Brechung 
an Unstetigkeitsflächen im Innern der Erde ins Auge. Bei diesem 
Artikel, der meinen eigenen Gedankengängen entsprach, habe ich 
seinerzeit mit geholfen Korrektur zu lesen. Aber obwohl so die 
theoretische Erkenntnis schon lange gegeben war, hat die tatsäch- 
liche Feststellung doch auf sich warten lassen. Die Erdbeben- 
diagramme sind eben sehr kompliziert, und es gibt viele Môglich- 
keiten, die Unregelmäfigkeiten in ihnen zu erklären. Die Sicher- 
heit, daf die Reflexionen an der Erdoberfläche bei dem Ablauf der 
Erdbebenstôrungen fern vom Herd eine bedeutsame Rolle spielen, 
ergab sich mir erst im Herbst 1906 als die reife Frucht der 


1) Anmerkung bei der Drucklegung: In einer Arbeit in der phy- 
sikalischen Zeitschrift, 1907, 2. Heft, 15. Januar, Seite 51, die am 25. November 
1906 eingeliefert worden ist, mir aber erst durch das gedruckte Heft der Zeit- 
schrift nach der zweiten Vorlage der vorliegenden Abhandlung bekannt wurde, 
Leschäftigt sich Arthur Schuster mit der Reflexion der Erdbebenwellen an 
der Erdoberfläche. Er weist darauf hin, wie infolge der Reflexion die Bewegung 
der Teiïlchen an der Erdoberfläche nicht direkt die Richtung der heraufkommenden 
Wellen angiebt. Damit ist ein gro$er Fortschritt gegen frühere Auffassungen 
gckennzeichnet. Im übrigen beschränkt sich A. Schuster auf Andeutungen über 
Einzelheiten des Problemes, und es liegt das Wiederauftauchen der reflektierten 
Wellen in grôBeren Fernen auBerhalb des Bereiches seiner Auseinandersetzungen. 
— Bemerken môchte ich zu dieser Arbeit noch, daB das Auftreten der 
Oberflächenweilen bei der Reflexion zuerst von Fr. Neumann 1837 für die 
Optik — die ja für Neumann Elastizitätstheorie war — dargelegt worden ist. 
Es scheint mir darum nicht erlaubt, bei der Refexion von ,Rayleigh“-Wellen zu 
sprechen; diese Bezeichnung muB meiner Meinung nach auf die in $ 14 beschrie- 
benen zusammengesetzten Wellen beschränkt bleiben. — Ferner ist bei den Aus- 
führungen von A. Schuster zu beachten, daB die Oberflächenwellen nur bei der 
Reflexion der transversalen Wellen mit Schwingungen parallel der Reflexions- 
ebene auftreten, und auch dann nur, wenn der Winkel der ,Totalreflexion“ über- 
schritten wird. 
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seismologischen Arbeiten des geophysikalischen Institutes. Es 
waren die Seismogramme von Upsala (Dr. Âkerblom) und Gôttingen, 
dann die von Essen (Oberlehrer Abt) und Güttingen verglichen 
wurden. Ein Vertikalseismometer ermôglichte, den Anteil der 
horizontalen und der vertikalen Komponente gegen einander ab- 
zuwägen. Dr. Zoeppritz, die zweiten Vorläufer untersuchend, fand, 
daf hier ein weiterer Einsatz noch zu dem bekannten in grôBeren 
Entfernungen fast regelmäBig hinzukommt, dessen Lage durch die 
Entfernung der Station vom Herd bestimmt ist. — Es erschien 
die auf Seite 3 zitierte Arbeit von Oldam, in der für groBe Ent- 
fernungen eine UnregelmäBigkeit in der Laufzeitkurve vermutet 
wird, und in der daran die Folgerung geknüpft wird, da im 
tiefsten Innern der Erde ein Kern mit verhältnismäBig kleiner 
Geschwindigkeit der Erdbebenwellen vorhanden sei. Dr. Zoepp- 
ritz schloB sogleich, der von ihm gefundene weitere Einsatz in 
den zweiten Vorläufern sei wohl von Oldam mit dem ersten ver- 
wechselt worden. Inzwischen hatte ich die in den vorhergehenden 
Paragraphen beschriebene Methode ausgearbeitet, den Weg der 
Erdbebenstrahlen in der Erde aus den Beobachtungen über die Lauf- 
zeiten zu bestimmen, und suchte — um die Anwendung der Methode 
zu ermôglichen —, ein tunlichst sicheres Urteil über die Laufzeit- 
kurve zu gewinnen. — Da war es denn nach alledem leicht, die 
Reflexionen in dem Gewirre der Erdbebenwellen aufzufinden, 
zu identifizieren. Ich verôffentlichte meine Bemerkung zunächst 
in der ersten Vorlage dieser Arbeit vor der Kgl. Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Gôttingen (8. Dezember 1906), dann durch die 
Güttinger wôchentlichen Erdbebenberichte am Ende des Dezembers 
1906. — Der von Dr. Zoeppritz gefundene weitere Einsatz in den 
zweiten Vorläufern erwies sich als die erste Reflexion der zweiten 
Vorläufer. 

Meine Bemühungen, auch Anzeichen für Reflexionen — oder 
Brechungen — an tiefer gelegenen Unstetigkeitsschichten in der 
Erde aufzufinden — insbesondere an der Grenze zwischen Stein- 
mantel und Metallkern — sind bisher, wie schon erwähnt, ver- 
geblich geblieben. Ich mu mich auch der Ansicht von Dr. Zoepp- 
ritz anschlieBen, daB den Oldam’schen Folgerungen nicht beige- 
pflichtet werden kann; hier liegt wohl einer der Fälle vor, wo 
die Reflexionen bei der Feststellung der Laufzeitkurven für die 
direkten Wellen sich als stôrend erwiesen haben !). 

Dem bheutigen Stand der Erfahrung entsprechend wird in 

1) Anmerkung bei der Drucklegung: Dabei ist indessen meine neuere Vor- 
lage an die Gesellschaft der Wissenschaften zu vergleichen (vom 20. Juli 1907). 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1907. Hoft 4. 30 
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diesem Paragraphen nur von den Reflexionen an der Erdoberfläche 
selbst die Rede sein. 

Ich fasse die Fortschreitungsrichtungen der Wellen ins 
Auge, also die rechtwinkligen Trajektorien der Wellenflächen, die 
nach der in $ 17 festgesetzten Bezeichnungsweise ,Strahlen“ zu 
nennen sind. ; 

Ein vom Herd À (Figur 17) ausgehender Strahl ABC, der 

A 


TS 
rise 


87 


L A! 
Fig. 17. 

bei C wieder an die Oberfläche der Erde tritt, wird hier reflek- 
tiert. Wir haben durch das Studium der Reflexionsgesetze in den 
$$ 12, 13 erfahren, daB dabei neben Wellen der gleichen Art im 
allgemeinen auch solche der anderen Art ausgelôst werden. Ein 
Strahl longitudinaler Wellen wird fortgesetzt durch einen solchen 
CDE, der unter dem gleichen Winkel wieder in die Tiefe geht, 
also auch in gleicher Entfernung wieder auftaucht und durch einen 
Strahl transversaler Wellen CFG, der steiler hinab geht, und so 
in weit grüBerer Entfernung wieder heraufkommt. Ein Strahl 
transversaler Wellen mit Schwingungen parallel der Erdoberfläche, 
also quer zur Reflexionsebene wird nur als ein gleichartiger Strahl 
unter gleichem Winkel zurückgeworfen; ABC würde also nur in 
CDE fortgesetzt werden. Am kompliziertesten werden die Ver- 
hältnisse bei einem Strahl transversaler Wellen mit Schwingungen 
parallel der vertikalen Ebene, in welcher der Strahl zur Erdober- 
fläche heraufkommt. Bei flachem Einfall, wie im Fall ABC, wenn 
der Emergenzwinkel (e) unter dem Grenzwert der Totalreflexion 
(cose — bla) liegt, ist uns nicht einmal bekannt, ob stets eine 
gleichartige Welle CDE unter gleichem Winkel zurückgeworfen 
wird. Vermutlich allerdings ist es so, und jedenfalls trifft es zu 
für sehr lange anhaltende Wellen mit Sinusschwingungen. Eine 
reflektierte longitudinale Welle ähnlicher Art wie die einfallende 
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transversale tritt dabei sicher nicht auf. Im allzemeinen gehen 
longitudinale Wellen viel komplizierterer Art nach allen Rich- 
tungen in die Ferne; in dem Falle lange anhaltender Wellen mit 
Sinusschwingungen ordnen sie sich zu ,Oberflächenwellen“ ähn- 
licher Art, wie sie bei der Totalreflexion des Lichtes auftreten; 
wir finden dann ,Totalreflexion“, indem die ganze Energie der 
einfachen Wellen von den reflektierten transversalen Wellen mit- 
genommen wird. Bei steilem Einfall, wie im Falle AHJ, wenn 
der Emergenzwinkel (e) über dem Grenzwert der , Totalreflexion“ 
liegt, giebt es wieder einfache und vüllig übersehbare Verhältnisse: 
es werden eine transversale Welle JXZL unter gleichem Winkel 
und eine longitudinale JG unter einem flacheren Winkel reflek- 
tiert. Einer transversalen Welle mit der fortsetzenden longi- 
tudinalen Welle ordnet sich dabei mit genau entsprechenden geo- 
metrischen Verhältnissen ein Strahlenpaar zu, bei dem ein 
Strahl longitudinaler Wellen den Anfang und ein Strahl trans- 
versaler Wellen die Fortsetzung bildet. In der Figur 17 zeigen 
ABCFG und AHJMG zwei solche zusammengehürige Strahlen- 
paare. — 

Eine Welle, die auf ihrem Weg einmal oder zweimal oder 
mehrfach reflektiert wurde, ohne ihre Art zu wechseln, beschreibt 
einen oder zwei oder mehrere gleiche Bogen in der Erde wie etwa 
ANOPQRS und durchläuft jeden in der gleichen Zeit. So wird 
denn die Laufzeit einer solchen aus n gleichen Bügen bestehenden 
Welle über die Strecke 7 genau » mal so groB sein, als die Lauf- 
zeit einer direkten Welle über die Strecke Z/n. Dieser Umstand 
giebt die Môglichkeïit, aus der Laufzeitkurve der direkten Wellen 
sogleich diejenigen für die reflektierten, aber dabei nicht umge- 
wandelten Wellen abzuleiten, wie es in der Zeichnung auf Tafel I 
und in den zugehôrigen Zahlentabellen geschehen ist. — Um ein 
Urteil über die Oberflächengeschwindigkeit der reflektierten Wellen 
zu gewinnen, wollen wir zunächst einmal den Fall einer einzigen 
Reflexion untersuchen. Der Strahl besteht dann aus 2 gleichen 
Bôgen. Wir betrachten ibn unter Hinweis auf Figur 18 für 2 
unendlich nahe auf einander folgende Zeitmomente der vorrückenden 
Welle. Der End ankt ist dann doppelt so weit vorgerückt (von 
C, zu C,) wie der zugehôrige Reflexionspunkt (von B, zu B,). 
Dem Vorrücken des Endpunktes entspricht aber auch eine dop- 
pelte Grôfie des Zeitintervalles. Endpunkt und Reflexionspunkt 
rücken also gleichschnell vor. Aehnliches gilt offenbar auch bei 
mehrfachen Reflexionen. (Die Strecke D, D, ist bei dreifacher 

Zeitdifferenz auch dreimal so groB wie die Strecke B,B..) Es 
Ù 3b* 
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besteht hiernach der folgende Satz: Die Oberflächen- 
geschwindigkeit einer Welle, die nach beliebig vielen 
Reflexionen wieder zur Oberfläche kommt, ist dann 
gerade ebenso groB, wie beim ersten Auftauchen.— Da 


A 


D, 


D, À’ 


Fig. 18. 
die Geschwindigkeit der direkten Wellen um so kleiner ist, je 
näher wir dem Herd kommen, so folgt hieraus auch, daf die Ge- 
schwindigkeit der unterwegs reflektierten Wellen kleiner ist, als 
die Geschwindigkeit der zum gleichen Punkt der Erdoberfläche 
gelangenden direkten Wellen. 

Die Laufzeit der , Wechselwellen“!), das heift der Wellen, 
die auf ihrem Weg (z. B. ABCFG in Figur 17 $. 520) bei der 
Reflexion ihre Art ändern, läft sich ebenfalls, wenn auch nicht so 
einfach ableiten, wenn die Laufzeitkurven für beide Arten von 
Wellen vorliegen. Hier muB man die einzelnen Teile der Strahlen 
(z. B. ABC und CFG) zunächst richtig zusammensetzen. Dazu 
ist unter Benutzung der Entwicklungen von $ 18 dafür zu sorgen, 
daf an der Knickstelle (B) Einfallswinkel und Reflexionswinkel 
dem Reflexionsgesetz: 


Sin da : SIN — COS 4: COS — Q : D 
genügen. — 

Indem wir zur Abschätzung der Bedeutung der reflektierten 
Wellen gegenüber den direkten übergehen, wollen wir zunächst 
daran denken, daB die Erdbebenwellen vom Herd aus kôrperlich 
nach allen Richtungen fortgehen, daB dabei aber je nach der Art 
der Vorgänge am Herd die eine Richtung vor der anderen aus- 
gezeichnet sein wird. Selbst wenn also das Erdinnere durchweg 
homogen wäre und gar keine Absorption stattfände, dürfte man 


1) Der Ausdruck rübrt von Dr. Geiger her. 
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doch nicht annehmen, da die Erschütterungen an der Erdober- 
fläche nur einfach von dem Abstand des Beobachtungsortes vom 
Herd abhängen, dürfte man sie also nicht der Energie nach umge- 
kehrt proportional mit dem Quadrat der Entfernung und der 
Amplitude nach umgekehrt proportional mit der Entfernung an- 
nehmen. Es kôünnte zum Beispiel am Herd für die longitudinalen 
Wellen in vertikaler Richtung keine merkliche oder auch eine 
besonders starke Erschütterung stattfinden, dann würde in den 
weiter entfernten Gegenden der Erde die pa”allel gerichtete Be- 
wegung im Verhältnis schwächer oder aber stärker auftreten, 
als in näher gelegenen Teilen der Erdoberfläche. Ebenso kônnen 
auch die verschiedenen Vertikalschnitte durch den Herd sich weit- 
gehend unterscheiden. Ueber diese schon durch die Vorgänge am 
Herd bewirkten Ungleichheiten — über die wir leider noch gar 
keine Erfahrungen besitzen — müssen sich dann die Ungleichheiten 
lagern, welche durch die ungleichartige Beschaffenheit der Erd- 
rinde, durch die Ablenkung der Strahlen im Innern der Erde, 
durch die Absorption etc. bewirkt werden. Beschränkt man sich 
auf die Betrachtung einer bestimmten Komponente der Erdboden- 
bewegung an der Beobachtungsstation, zum Beispiel der vertikalen, 
oder der Ost-West-, oder der Nord-Süd-Komponente, so kommt 
durch die geometrische Lage der Station gegenüber dem Herd ein 
neues Element hinein, welches Ungleichheiten verursacht. Bei 
longitudinalen Wellen wird zum Beispiel die horizontale Komponente 
aus diesem Grund mit wachsender Entfernung vom Herd immer 
stärker zurückgedrängt. 

Nach diesen Ueberlegungen ist klar, daB die Intensitäts- 
verteilung der Erderschütterungen auf der Erdoberfläche schon für 
die direkten Wellen ein sehr kompliziertes Bild bietet, und zwar 
ein Bild, welches nicht einheitlich festliegt, sondern je nach den 
Vorgängen am Herd und der Lage des Herdes auf der Erde von 
Fall zu Fall in weiten Grenzen varïeren kann. — Bei den reflek- 
tierten Wellen treten noch neuartige Ursachen für Intensitäts- 
veränderungen hinzu. Zunächst wird es auf die Beschaffenheit 
der Erdrinde an der Reflexionsstelle ankommen. Bei regelmäBiger 
Lagerung wird auch eine regelmäfige Reflexion, bei unregelmäfiger 
Lagerung aber eine diffuse Reflexion und so eine Intensitäts- 
schwächung oder selbst eine volle Zerstôrung der von uns im 
allgemeinen als Fortsetzung der einfallenden Wellen angesehenen 
reflektierten Wellen zustande kommen. Ist die Erdrinde an der 
Reflexionsstelle stark geneigt oder eigenartig gekrümmt, so kam 
die reflektierte Welle Ablenkungen, Zerstreuungen oder Verdict 
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tungen erfahren. So sind denn bei den nach einer oder gar nach 
mehrfachen Reflexionen heraufkommenden Wellen sehr grofe Un- 
regelmäfigkeiten zu erwarten; es scheint auch môglich, daB schon 
an Stationen, die nahe beieinander liegen, weitgehende Verschieden- 
heiten beobachtet werden künnten, denn sie erhalten ja die Wellen 
von verschiedenen Stellen der ÆErdoberfläche reflektiert, und 
wechselt erfahrungsgemäB die Beschaffenheit der Erdoberfläche in 
manchen Gegenden sehr schnell mit dem Ort. — Diesen Anschauungen 
werden wir wenigstens vorläufig Raum geben müssen, ehe die 
Beobachtungen ihr entscheidendes Wort gesprochen haben; wenn 
allerdings die Reflexionen in dem Hauptteil nicht in der äuferen 
Erdoberfläche. sondern an tieferen Schichten (Magmaschicht) statt- 
finden sollten, so wäre immerhin auch denkbar, daf eine viel 
grüBere RegelmäBigkeit tatsächlich besteht, als man zunächst ge- 
neigt ist anzunehmen. 

Zu sehr bemerkenswerten Folgerungen führt die geometrische 
Ausbreitung der reflektierten Wellen. In Figur 19 bezeichne À 
wieder den Herd, 4' sei der Gegenpunkt. ABC, AFG môgen 
Strahlen von direkten Wellen bedeuten, die bei C und G auftauchen. 
Wegen der kôrperlichen Ausstrahlung der Wellen vom Herd sind 
dann C, E, G, J nur als willkürlich herausgegriffene Punkte von 
ganzen Strahlenringen um den zum Herd zugehôürigen Durchmesser 
A À' aufzufassen. Nun hat der Ring (Æ) einen grôüBeren Umfang 
als der Ring (C), der Ring (J) aber einen kleineren als der Ring 
(G). Abgesehen von allen übrigen Ursachen der Intensitäts-Ver- 
änderung sehen wir hier also eine geometrische Ursache infolge 
der Art der Ausbreitung hinzutreten: Sie wird für den Uebergang 
vom Ring (C) zum Ring (E) eine Intensitätsverminderung, beim 
Uebergang vom Ring (G) zum Ring (J) aber eine Intensitäts- 
yermehrung bedeuten. Besonders die Môglichkeit einer Intensitäts- 
vermehrung ist beachtenswert: Wir dürfen schliefen, daf die von 
neuem heraufkommenden Wellen unter Umständen sogar stärker 
sein kôünnen, als diejenigen Wellen, als deren reflektierte Fort- 
setzung sie in die Tiefe hinabgingen. 

Fragen wir uns nach diesen Vorbereitungen, wie die vom Herd 
ausgehenden direkten und unterwegs reflektierten Wellen sich für 
eine bestimmte Beobachtungsstation in dem Gesamtbild der durch 
das Erdbeben erregten Bewegungen zusammenordnen werden. In 
der Figur 19 stelle À den Herd, S die Station dar. Wir fassen 
eine bestimmte Wellenart (longitudinale oder transversale Wellen) 
ins Auge. Von den zugehôrigen Strahlen sind einige schematisch 

eingezeichnet: AS, ANS, AKLS,AJMNOS, APS; von den Wechsel- 
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wellen sehen wir hier ab. Wir erkennen, daf die direkten Strahlen 
unter einem steileren Winkel in die Tiefe gehen und wieder an 
die Oberfläche kommen, als die auf der gleichen Seite der Erde 


Fig. 19. 


einmal reflektierten; diese stehen ebenso den zweimal reflektierten 
Wellen gegenüber, und so fort. Wir sehen ferner, daf die direkten 
Wellen tiefer in die Erde eindringen, als die auf der gleichen Seite 
der Erde einmal reflektierten, diese wieder tiefer als die zweimal 
refiektierten, und so fort. Die auf der Gegenseite der Erde reflek- 
tierten Wellen (wie APS) komplizieren die Verhältnisse noch mehr. 
In allen Fällen sind nicht nur die Neignngen der verschiedenen 
Strahlen an der Erdoberfläche, sondern auch ihre Wege im Innern 
der Erde ganz verschieden. Hieraus folgt nun zunächst, daf alle 
die vorhin besprochenen verschiedenen Umstände, welche die In- 
tensität der Strahlen beeinflussen, zur Geltung kommen und zwar 
in einer solchen Weise, daf sich auch schon eine verschiedenartige 
Beeinflussung der vom Herd ausgehenden ersten Bogen der ver- 
schiedenen Strahlen ergiebt. Ueberdies ist aber auch zu bedenken, 
da nach den Ergebnissen der $$ 12, 13 die verschiedene Neïgung 
der verschiedenen Strahlen noch in einer besonderen und zwar 
recht komplizierten Weise zur Geltung kommt, indem von ibr 
einmal abhängt, wie grof sich die Bewegungen an der Erdober- 
fläche, die wir beobachten, im Verhältnis zu den Bewegungen in 
den Erdbebenstrahlen in der Erde ergeben, und zweitens auch 
“abhängt, welch ein Bruchteil der heraufkommenden Wellen reflek- 
tiert wird. — Im ganzen erkennen wir, daf für das relative 
Stärkeverhältnis, in welchem in einem Erdbeben die direkten und 
die verschiedenen reflektierten Wellen auftreten, eine grofe Zahl 
von verwickelten Umständen maBgebend sind, von denen ein Teil 
auch zu Gunsten der Reflexionen spricht. So wird es denn ver- 
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ständlich, da die Erfahrung sehr grofe Variationen bei den ver- 
gchiedenen Erdbeben erkennen läft, und da in vielen Fällen das 
Maximum der Intensität nicht in den direkten Wellen, sondern in 
der ersten Reflexion oder gar erst in der zweiten gefunden wird. 
Bei sehr grofen Entfernungen treten wenigstens in den Registrie- 
rungen der Horizontalkomponenten die direkten Wellen so sebr 
zurück, daB sie oft überhaupt nicht mehr erkennbar sind. 


Die VergrôBerung der Intensität bei den reflektierten Wellen 
durch Zusammenziehen der Wellenringe kann theoretisch im Gegen- 
punkt und im Herdpunkt selbst bis zu einer Hôhe wie in Brenn- 
punkten gehen. Die erste dieser Extremverstärkungen im Gegen- 
punkt geschieht durch Wellen, die im Aequatorring des Durch- 
messers Herd—Gegenpunkt reflektiert werden, welche also längs 
der Erdoberfläche gemessen zweimal den Weg 4 — 10000 Kilo- 
meter zurückgelegt haben. Wenn man in Figur 19 die Station S 
in den Gegenpunkt 4’ hineinrücken läBt, erhält man in ANS und 
APS sinnbildliche Darstellungen der Strahlengänge. 


Die erste Extremverstärkung im Herdpunkt selbst wird durch 
Wellen veranlaft, die zweimal nach Durchlaufen von je ‘}s des 
Erdumfanges (4 — 13333 km) reflektiert wurden. Zur Illustration 
denke man sich in Figur 19 P und $ so verschoben, da APS ein 
gleichseitiges Dreieck wird, dann giebt das Strahlendreieck in 
APSA oder ASPA den Strahlengang an. 

Zu diesen Extremverstärkungen, die ganz sicher zu erwarten 
sind, kônnten nach den Ueberlegungen des vorherigen Paragraphen 
auch noch solche kommen, die ihre Ursache in einer Vereinigung 
von direkt vom Herd kommenden Strahlen im Gegenpunkt finden. 
Wie wir sahen, wird dies dann eintreten, wenn die Geschwindig- 
keit der Wellen im tiefen Erdinnern stark heruntersinken sollte. 
Dabei würde sich zunächst eine Extremverstärkung im Gegenpunkt 
ergeben, dann — infolge der Reflexion der Wellen im Gegenpunkt 
— eine zweite im Herd, dann eine dritte im Gegenpunkt, und 
80 fort. | 

Man wird sich die Sache nun aber nicht so vorzustellen haben, 
daB der Extremverstärkungen wegen nun gewissermañen neue. 
Herde entständen. Erstens nämlich findet schon wegen der 
Elliptizität der Erde weder im Ort noch in der Zeit eine strenge 
Vereinigung statt; zweitens werden alle UnregelmäBigkeiten an 
der Erdoberfläche, welche die Reflexion stôren, die Vereinigung 
noch unschärfer machen; drittens endlich — und damit kommen 
wir wohl zur Hauptsache — dringen die sich vereinigenden Wellen 
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nur aus bestimmten Richtungen heran, werden also auch wieder 
nur nach bestimmten Richtungen hin ausgestrahlt. Von den neu 
erregten Herdflächen — wenn man diesen Ausdruck für den Augen- 
blick gestatten will — gehen also nicht wie von dem ursprüng- 
lichen Herd nach allen Richtungen Erdbebenwellen aus, sondern 
nur nach bestimmten, und die so ausgestrahlten Wellen tauchen 
demgemäf erst in sehr weiten Entfernungen wieder auf. — Es 
werden aus diesen Gründen die Extremverstärkungen wohl prak- 
tisch keine Rolle spielen, obwohl es scheint, daf sie im Gebiete 
des Gegenpunktes und des Herdpunktes sich werden auffinden 
lassen !). 


Es sei mir hier eine SchluBbemerkung gestattet, die über den 
Rahmen des vorliegenden Paragraphen hinausgeht, eine Bemerkung, 
die ich schon bei früheren Gelegenheiten ôfters gemacht habe, die 
mir aber immer neuer Wiederholung wohl wert scheint. 


Ganz wie es den Ueberlegungen der beiden letzten Para- 
graphen entspricht, findet man bei dem Studium der Erdbeben- 
diagramme von Fall zu Fall sehr weitgehende Verschiedenheiten. 
Um so auffallender tritt nun demgegenüber hervor, daf sich ôfters 
Erdbebendiagramme in allen Einzelheiten wiederholen, manchmal 
so treu, daf man Kopien vor sich zu haben glaubt. Hier folgten 
offenbar am gleichen Ort gleichartige Beben auf einander. Wollte 
man die Meinung hegen, daB die Besonderheiten der Beben durch 
eine Reïhe von verschiedenen aufeinanderfolgenden StôBen verursacht 
werden, so wäre es so gut wie unverständlich, wie die Ueber- 
stimmung der Beben bis in die feinen Eïnzelheiten, bis in die 


1) Anmerkung bei der Drucklegung. (September 1907.) Inzwischen 
ist von E. Oddone als monographische Abhandlung des Zentralbureaus der inter- 
nationalen Assoziation in StraBburg eine Arbeit verôffentlicht worden, in der der 
Nachweis versucht wird, da8 dem Hauptbeben des Oefteren NachstôBe folgen, die 
durch die im Gegenpunkt reflektierten Wellen ausgelôst werden. Als Zeit der 
Rückkehr wird 34 Minuten angegeben. Das Beobachtungsmaterial scheint mir 
noch nicht sicher genug, um mit voller Zuversicht die Behauptung daran zu knüpfen, 
da8 auffällig oft gerade 34 Minuten nach dem HauptstoB cin zweiter folge. 
Sollte sich dieses jedoch bestätigen, was von äuBerster Bedeutung wäre, und 
bliebe allein die Müglichkeit an die auslôsende Wirkung von Extremveränderungen 
zu denken, so müBte festgestellt werden, um welche der verschiedenen môüg- 
lichen Arten der Extremverstärkungen es sich handelt. ÆE. Oddone nimmt an, dal 
die Wellen geradeswegs zum Gegenpunkt gehen und wieder zurückkehren. Liele 
sich dies wirklich erweisen, so müfte gefolgert werden, da8 im tiefen Erdinnern 
die Geschwindigkeit der Erdbebenwellen wieder stark herabsinkt und zwar ge- 
rade in einem solchen Betrage, daB im Gegenpunkt ein Brennpunkt entsteht. 
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Foige und die Formen der Wellen gehen kann. So môchte ich 
denn meinen, es sei uns hier ein Fingerzeig gegeben, auch bei 
kompliziert scheinenden Erdbeben auf eine gro$e Einfachheit der 
erregenden Ursache zu schliefen. Es mag sich etwa um die Bil- 
dung einer Spalte in der Erdrinde in einer gewissen Richtung 
handeln. Die Komplikationen in dem Ablauf der Erdbebenwellen 
sind dann erst als Folgeerscheinungen anzusehen, in denen sich 
einmal das Zusammenwirken der Eigenschwingungen der Erdschichten 
zeigt und dann die Besonderheiten der Fortpflanzung der Wellen 
durch das Erdinnere und der Reflexion an der Erdoberfläche — 
vielleicht auch an tiefer gelegenen Unstetigkeitsflächen. Die ôfters 
sich zeigende Uebereinstimmung der ŒÆErdbebendiagramme führt 
demgemäf zu der Ansicht, da die Einzelheiten nicht 
etwa etwas Nebensächliches sind, in dem der Zufall 
ein für unsere Forschung wenig bedeutsames Wirr- 
nis anrichtet, sondern daf eben an ihr Studium in 
weitem Mae der Fortschritt unserer Erkenntnis 
über den Bau der Erdrinde und der Erde in ihren 
Tiefen gebunden ist. 

Die Hoffnung, es werde uns einst gelingen, volles Licht in 
die Auffassung der scheinbaren Unregelmäfigkeiten bei den Erd- 
bebenwellen zu bringen, wird in sehr erfreulicher Weise gesteigert 
durch die Klarlegung des Anteiles der Reflexionen an der Erd- 
oberfläche. Aber damit ist nicht mehr als ein weiterer kleiner 
Schritt getan. Alle die im Vorstehenden nur streifend berührten 
Fragen nach der Aufdeckung der Art der Spaltung der Erdrinde 
am Herd durch das Studium der Diagramme, nach dem Einfluf 
der etwa vorhandenen Magmaschicht auf die Ausbildung der 
Eigenschwingungen der Erdrinde und auf die Fortpflanzung der 
Erdbebenwellen, nach der Beschaffenheit der Uebergangsschicht 
zwischen Steinmantel und Metallkern, nach dem Bau des Stein- 
mantels und des Metallkerns in feineren Einzelheiten harren 
noch der Bearbeitung. Ich môchte die Zuversicht aussprechen, 
daB hier gerade die grofBe Häufung gut ausgestatteter und gut 
geleiteter Stationen in Europa sich von entscheidender Bedeutung 
erweisen wird. Aber dazu ist zweierlei nôtig: Erstens dürfte 
man sich nicht nur darauf beschränken, einige Zablenangaben über 
die Haupteinsätze zu verôffentlichen, sondern es müfte Gelegen- 
heit geboten werden, die Einzelheiten der Seismogramme zu ver- 
gleichen, wie es nur durch graphische Darstellungen des Verlaufes 
der Erderschütterung môglich ist. Zweitens müfte dem europäi- 
schen Netz von Stationen, die lesbare Diagramme liefern, auch 
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ein solches aufereuropäisches Netz an die Seite gestellt werden, 
damit wenigstens in den grofien Zügen die Verfolgung der Erd- 
bebenwellen über die ganze Erde môglich gemacht wird. Wir 
müssen und, ich meine auch, wir dürfen hoffen, daB die Seismologie 
in nicht ferner Zeit ein solches die Erde umspannendes Netz ihr 
eigen nennen wird; denn diese Forderung wird von allen ihren 
Arbeiten gestellt. Selbst die einfache Frage nach der Bestimmung 
der Laufzeiten, die doch grundlegend in jeder Hinsicht ist, kônnte 
erst durch ein solches Netz über den jetzigen Zustand hinaus- 
gefübrt werden, welcher der Seismologie zwar alle Ehre macht, 
wenn man ihr jugendliches Alter bedenkt, der aber ihrem kraft- 
vollen Streben durchaus nicht mehr entspricht,. 


IL. Laufzeitkurven. 
Von K. Zoeppritz. 


$ 27. Vorbemerkungen über die Konstruktion von 
Laufzeitkurven. 


Zu wiederholten Malen sind im letzten Jahrzehnt sogenannte 
Laufzeitkurven für Erdbebenwellen aufgestellt worden. Mit der 
fortschreitenden Verfeinerung der Erdbebenbeobachtungen wird es 
natürlich môglich, die Genauigkeit zu vergrôfiern. Geht man bei 
diesem Bestreben aber darauf aus, etwa die Sekunde festzulegen, 
so begegnet man gewissen Schwierigkeiten, die es nützlich er- 
scheinen lassen, einmal etwas ausführlicher die Grundsätze zu dis- 
kutieren, die bei der Aufstellung solcher Kurven mafgebend sein 
künnen. Da eine Genauigkeit auf etwa eine Sekunde erforderlich 
ist, um eine exakte Kenntnis der Geschwindigkeit der elastischen 
Wellen in verschiedenen Tiefen der Erde zu erlangen, wird die 
Rechnung weiter unten dartun. 

Um zunächst längst Bekanntes kurz zu wiederholen, so denke 
ich mir ein Erdbeben, das in Hinsicht der Laufzeitkurve môglichst 
einfache Verhältnisse darbietet: ein einziger, heftiger, unvermittel- 
ter StoB finde statt, dessen fühlbare Wirkung sich auf ein ganz 
enges Gebiet beschränkt. Der Mittelpunkt dieses, kreisfürmig 
angenommenen, Gebietes werde als Epizentralpunkt bezeichnet. 
Der Zeitpunkt des ersten Beginns der Bodenbewegung sei im 
Epizentralpunkt selbst auf die Sekunde genau registriert. Weiter 
denke ich mir eine Anzahl von Erdbebenstationen, die auf ein und 
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demselben grôBten Kreis durch den Epizentralpunkt liegen môgen. 
Die bekannten Welleneinsätze (erste und zweite Vorläufer etc.) 
môügen sich in den Diagrammen aller Stationen so scharf abheben, 
da ibr Beginn überall unschwer auf die Sekunde genau abgelesen 
werden kann. Wir wissen heute; daB die Auslôsungsstellen aller 
Erdbeben in der Erdoberfläche selbst oder wenigstens in sehr ge- 
ringer Tiefe unter ihr liegen. Wir dürfen deshalb auch noch die 
Annahme hinzufügen, Auslôsungsstelle und Epizentralpunkt fallen 
zusammen, der im Epizentralpunkt registrierte Beginn sei also der 
Beginn der Erdbewegung überbaupt. Greifen wir dann eine be- 
stimmte Wellenart, etwa die sogenannten ersten Vorläufer heraus, 
so haben wir als Laufzeiten einfach jedesmal die Differenz : Beginn 
der Registrierung auf der Erdbebenstation — Beginn der Re- 
gistrierung im Epizentralpunkt anzusetzen. Tragen wir die 80 
erhaltenen Laufzeiten als Ordinaten in ein rechtwinkliges Koordi- 
naten-System ein, so muB noch entschieden werden, was wir als 
zugehôrige Abszissen nebmen wollen. Wäre die Erde eine in 
elastischer Hinsicht homogene Kugel, so nähme man natürlich 
vorteilhaft für solche Wellenarten, die sich räumlich durchs Erd- 
innere hindurch fortpflanzen, als Abszissen die Sehnen durch den 
Erdkôrper. Es müften nämlich dann alle dem Welleneinsatz auf 
den verschiedenen Stationen entsprechenden Beobachtungspunkte, 
wie ja ohne weiteres klar, auf einer Geraden liegen. Der Erfolg 
bat aber bei diesem Verfahren schon frühzeitig gezeigt, daB die 
Punkte durchaus nicht auf einer geraden Linie liegen, und man 
konnte daraus mit Sicherheit schlieBen, daf die Erde elastisch 
nicht homogen ist. Unter solchen Umständen, da wir den wahren 
Weg der Erdbebenstrahlen vorläufig nicht kennen, scheint es 
zweckmäBig, die Entfernungen, also unsre Abszissen, einfach längs 
des verbindenden grôBten Kreiïises auf der Erdoberfläche zu messen. 

Bisher hatten wir die Erdbebenstationen alle auf dem selben 
grôBten Kreis vorausgesetzt. Die Erfahrung lehrt nun aber, daB 
an Stationen, die in den verschiedensten Richtungen aber in gleicher 
Entfernung vom Epizentralpunkt liegen, die selben Welleneinsätze 
auch gleichzeitig eintreffen. Daraus ist ohne weiteres zu schlieBen, 
da8 die Erde, wenn auch nicht im Ganzen, so doch wenigstens in 
konzentrischen Schichten homogen ist. Wenn eben gesagt wurde, 
die Wellen träfen gleichzeitig ein, so ist das etwa so zu verstehen, 
daB es vorläufig den Anschein hat, als seien die zeitlichen Unter- 
schiede der Welleneinsätze zwischen Stationen in verschiedener 
Richtang und gleicher Entfernung nicht grôfer als zwischen Sta- 


über Erdbebenwellen. 531 


tionen in gleicher Richtang und gleicher Entfernung!). Wie weit 
das Gesetz der homogenen Schichten wirklich erfüllt ist, wird 
noch im Lauf der Jahre zu prüfen sein, vorläufig kommt es unsern 
Problemen auferordentlich zu statten, da das Gesetz offenbar in 
sehr hohem Grad erfüllt ist. Wir werden also im Folgenden von 
der Richtung vüllig absehen, nur von der Entfernung allein noch 
reden und diese längs der Erdoberfläche messen. 

Laufzeit und Entfernung sind beides ,Strecken“, die je durch 
ihre beiden Endpunkte charakterisiert sind. Diese 4 Endpunkte 
haben wir also ins Auge zu fassen. Dabei nehme ich zunächst 
an, da die Auslüsungsstelle in der Erdoberfläche selber liegt und 
betrachte dann erst den Einfluf einer etwaigen ,Herdtiefe“. : 
SchlieBlich sind dann noch einige Korrektionen wegen verschiedener 
Umstände zu besprechen. 


1) Ort und Zeitpunkt für die Erdbebenstation. 

Will ich die Aufzeichnung einer Erdbebenstation zur Kon- 
struktion der Laufzeitkurve verwenden, so muB ich die Lage der 
Station auf der Erde, die vorläufig als Kugel gecacht ist, kennen. 
Diese Lage wird wohl in allen Fällen mit der hier erforderlichen 
Genauigkeit bekannt sein. Ich gehe deshalb sofort über zu dem 
Zeïtpunkt, den mir die Station für den zu betrachtenden Wellen- 
einsatz liefern soll. Hier wird nun von vornherein eine grofe 
Schwierigkeit durch den Umstand geboten, daB jedes Erdbeben 
mebrere, oft sehr viele Einsätze zeigt, die von gleicher oder auch 
von stark verschiedener Intensität sind. Den einmal ausgewäblten 
Welleinsatz bei allen Stationen mit einiger Sicherheit wieder zu 
erkennen, ist fast nur môglich bei unmittelbarem Vergleich der 
verschiedenen Registrierungen. Es erhebt sich somit die dringende 
Forderung, daB dem Bearbeiter alle zu verwendenden Diagrame im 
Original oder wenigstens in Kontaktkopie vorliegen sollten. So 
schwierig dieses Ziel zur Zeit noch zu erreichen ist, so wird es in 
Zukunft vielleicht doch sehr erleichtert, wenn das Zentralbureau 
der Internationalen Seismologischen Assoziation, wie es in sehr 
dankenswerter Weïise schon begonnen hat, fortfährt, die einge- 
sandten Kopien grôferer Erdbeben durch ein Reproduktions-Ver- 
fahren zu vervielfältigen und zu verbreiten. Der Eifer, geforderte 
Kopien einzusenden, wird durch dieses Vorgehen zum Nutzen 
eines wichtigen Zweiges der Erdforschung gewiB bedeutend ge- 


1) Demgegenüber ist zu bemerken, da8 die Energie, die vom Erdbebenherd 
sich ausbreitet, je nach dem speziellen Verlauf eines Bebens nach verschiedenen 
Richtungen sehr wohl verschieden sein kann. 
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hoben. — Auf Grund des vorliegenden Kurvenmaterials wird der 
Bearbeiter im Stande sein, sich ein ungefähres Bild des Beben- 
verlaufs zu machen. Als am meisten geeignet erweist sich natür- 
lich der oben schon angenommene besondere Fall eines einzigen 
heftigen StoBes; der Bearbeiter hat dann nur die Aufgabe, in 
allen Seismogrammen unter den .verschiedenen Welleneinsätzen 
denjenigen herauszufinden, mit dem die von ïihm betrachtete 
Wellenart — um ein Beispiel zu nennen: die einmal an der Erd- 
oberfläche reflektierten Longitudinalwellen — einsetzen. Viel un- 
güpstiger liegt die Sache, wenn mehrere PrimärstôBe in wenig 
Minuten Abstand erfolgt sind. Hier werden sich die verschieden- 
sten Welleneinsätze übereinander lagern und das Bild auBerordent- 
lich komplizieren. Ganz besonders schwierig liegt der Fall, wenn 
die Bewegung erst schwach beginnt und dann stärkere Stôe 
folgen. Hier wird man nur bei direktem Vergleich der Diagramme 
mit einiger Sicherheit feststellen kônnen, welche Einsätze in den 
verschiedenen Seismogrammen einander wirklich entsprechen. Im 
Ganzen wird man sagen müssen, da der direkte Vergleich der 
Séismogramme unter allen Umständen wünschenswert ist und nur 
dann sich allenfalls umgehen läft, wenn ein Beben aus einem ein- 
maligen heftigen Stof besteht und wir entweder nur den Einsatz 
der direkten Longitudinal- oder allenfalls noch den der direkten 
Transversalwelle betrachten. Diese beiden Einsätze werden in der 
Tat in den meisten Berichten über seismische Registrierungen und 
in der Regel richtig angegeben. 

Für das Folgende denken wir uns wieder, das Kurvenmaterial 
liege dem Bearbeiter vor, und in allen Seismogrammen sei dieselbe 
eben zu betrachtende Einzelwelle herausgefunden. Als Endpunkt 
der Laufzeit sollte nach unsrer Übereinkunft der Zeitpunkt gelten, 
wo die Erregung die Station erreicht. Ging der betrachteten 
Welle seimische Ruhe voraus, so wird man den Augenblick des 
ersten Abbiegens der Kurve aus der Ruhelinie sehr genau abzulesen 
im Stande sein. Gehen der Welle aber schon andere Bewegungen 
voraus, 80 ist der Moment des ersten Eïnsatzes oft schwer zu 
erkennen und man liest alsdann mit mebr Vorteil den Augenblick 
der grôBten seitlichen Elongation ab. Dabei hat man natürlich 
darauf zu achten, daB dieser Zeitpunkt nicht tübereinstimmt mit 
dem Augenblick der grôBten seitlichen Bodenausweichung, doch 
ist die Korrektion, die anzubringen ist, um aus dem abgelesenen 
Zeitpunkt den für den Erdboden gültigen zu erhalten, mit der 
gewünschten Genauigkeit etwa einer Sekunde mit Hülfe der 
Apparatkonstanten leicht zu berechnen. 
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Wir haben uns nun zu fragen, wie erreichen wir die ge- 
wünschte Genauigkeit in der Zeiïitbestimmung der Wellenein- 
sätze. Es ergeben sich gewisse Anforderungen an Apparate und 
Ubhren, die hier kurz zusammengestellt werden mügen, zugleich 
als Rechtfertigung, warum weiter unten bei der wirklichen Kon- 
struktion der Laufzeitkurven nur eine s0 geringe Anzahl von 
Stationen berücksichtigt worden sind. Schwer wird es sein, für 
die Vergrôferung schneller Schwingungen ein einheitliches MaB 
anzugeben, doch mu sie wenigstens so groB sein, daB auch 
schwächere Einsätze noch deutlich hervortreten. Handelt es sich 
um Erdbeben in Tausenden von Kilometern Entfernung, so ist 
eine 10-fache VergrôBerung bedenklich klein und in sehr vielen 
Fällen unzureichend. Unerläflich ist, wenigstens wenn die Boden- 
perioden in der Nähe der Eigenperiode des Apparates liegen, das 
der Seismograph gedämpft schwingt. Für die Registriergeschwin- 
digkeit ergiebt sich als MindestmaB etwa 1 cm/Min., widrigenfalls 
schnelle Schwingangen nicht mehr bhinreichend aufgelôst werden 
und auch die Ablesegenauigkeit unter eine Sekunde herabsinkt. 
Von dem Uhrwerk, das die Registrierwalze in Bewegung setzt, 
wird man verlangen müssen, daB die Minutenlängen durch einige 
Minuten hindurch sich um weniger als ein Sechzigstel unter- 
scheiden. Die Zeitmarken selber müssen von einer Uhr gegeben 
werden, die sehr guten Gang hat und häufiger Kontrolle unter- 
zogen wird. Jedenfalls mu für jeden Tag des Jahres die Uhr- 
korrektion, die an den Zeitmarken eines Seismograms anzubringen 
ist, auf mindestens eine Sekunde genau bekannt sein. Es scheint 
mangelhafter Zeitdienst bisher ein wesentlicher Grund gewesen 
zu sein für die starke Streuung der Beobachtungspunkte, die eine 
präzise Festlegung der Laufzeitkurve so sebr erschwert. 


2) Ort und Zeitpankt für den Epizentralpunkt. 

Wir führen, wie schon bemerkt, die Betrachtung zunächst 
durch unter der Annahme, daf die Auslôüsungsstelle in der Erd- 
oberfläche liegt, und wollen zunächst den Vorgang eines grofen 
Erdbebens näher ins Auge fassen. Ueber die Ursachen der Erd- 
beben bestehen mancherlei Hypothesen, ohne daf bisher auch nur 
einigermafen Übereinstimmung der Meinungen erzielt wäre. Wir 
lassen diese Frage deshalb zunächst ganz beiseite und halten 
uns an die Beobachtungen, wie sie nach fast allen grofen Erd- 
beben in dem vom Erdbeben betroffenen Gebiet gemacht werden. 
In der Regel zeigen sich danach Verschiebungen der Erdschichten 
gegeneinander längs mehr oder weniger weit ausgedehnter Flächen, 
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die sich in ihrem Schnitt mit der Erdoberfläche als Linien dar- 
stellen. Die Verschiebungen treten ein teils in horizontaler, 
teils in vertikaler Richtung. Bekanntlich war beim kaliforni- 
schen Erdbeben ‘am 18. April 1906 das Ausstreichende einer 
solchen Verschiebungsfläche mehrere 100 km weit zu verfolgen. 
Wir dürfen uns also etwa Folgendes vorstellen: Durch noch nicht 
sicher aufgeklärte Ursachen entstehen nahe der Erdoberfläche lo- 
kale Spannungen, die anwachsen und schlieflich zum Bruch und 
zur ZerreiBung führen. Wir dürfen vermuten, daB beï langen 
Zerreifungslinien der RiB nicht an allen Stellen zugleich beginnt 
sondern daB an einer bestimmten Stelle die Bruchfestigkeit zuerst 
überschritten wird und daB von diesem Punkt aus die Zerreifung 
dann sich weiïter ausbreitet. Mit welcher Geschwindigkeit dies 
gcschieht, wissen wir zunächst noch nicht, dürfen dafür aber wohl 
vorläufig hôchstens die Schallgeschwindigkeit, also die Geschwindig- 
keit der ersten Vorläufer, annehmen. Machen wir uns eine der- 
artige Vorstellung vom Vorgang des Bebens, so erhellt sofort die 
Schwierigkeit Ort und Zeitpunkt der Erregung für die von uns 
betrachtete einzelne Welle festzulegen und es wird von Fall zu 
Fall immer wieder ein anderes Verfahren den meisten Erfolg ver- 
sprechen. 

Am eïinfachsten liegen die Verhältnisse, wenn das Beben aus 
einem einzelnen heftigen StoB besteht, dessen Wirkung nur auf 
einem engen, kreisfôrmigen Gebiet gefühlt wird. In diesem Fall 
wird man keinen wesentlichen Fehler begehen, wenn man als Er- 
regungsort den Mittelpunkt des Zerstôrungsgebietes annimmt. Um 
die Zeit der Auslôsang zu bestimmen, wird man die Angaben der 
nächsten, zuverlässig arbeitenden Station benützen, wobei man 
die Laufzeit für die zugehôrige Entfernung freilich schon kennen 
mu. Je näher die Station dem Epizentralpunkt liegt, desto ge- 
ringer wird im allgemeinen der Fehler sein, den eine kleine Abwei- 
chung zwischen der zu Grunde gelegten und der wirklich richtigen 
Laufzeit verursacht. Das skizzierte Verfahren zur Bestimmung 
von Ort und Zeit der Auslôsung findet man unten angewendet 
beim indischen Beben vom 4. April 1905. 

Hat man Erdbebenregistrierungen von Stationen in nächster 
Nähe der Auslôsungsstelle, so genügt es, die Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit der Longitudinalwellen in der Erdoberfläche zu 
kennen, um aus dem Einsatz in der nächstgelegenen Station die 
Zeit des Bebens zu berechnen. Ist diese Station weniger als 
100 km entfernt, so braucht der Fehler der Berechnung nicht 
mebr als eine Sekunde zu betragen. Man kann nämlich für so 
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kleine Entfernung ohne Gefahr mit gradlinigem StoBstrahl rechnen 
und ebenso weiter die Sehne mit dem Bogen längs der Erdober- 
fläche vertauschen. Die Sorge ist nur die: woher erhält man die 
Geschwindigkeit, mit der sich die longitudinalen elastischen Wellen 
in der Erdoberfläche fortpflanzen? Offenbar kônnen zu dieser Be- 
stimmung die Erdbebenbeobachtungen selber dienen. Denken wir 
uns zwei Stationen der Erdbebenauslôsungsstelle so nahe gelegen, 
daB StoBstrahl, Sehne und Bogen innerhalb der Fehlergrenzen 
miteinander vertauschbar sind, so wird die Differenz der Entfer- 
nungen der beiden Stationen vom Auslôsangspunkt, geteilt durch 
die Differenz der Eintreffzeiten, direkt den gesuchten Wert geben. 
Anspruch auf besondere Genauigkeit wird das Verfahren in dieser 
Form freilich nicht erheben kônnen, doch genügt die gefundene 
Annäherung, um aus dem Beginn der Registrierung in einer nahe 
gelegenen Station, den Beginn des Bebens am Auslôsungsort auf 
etwa eine Sekunde genau festzulegen. 

Bisher war angenommen, der Auslôüsungsort lasse sich als 
Mittelpunkt des Zerstôrungsgebietes leicht feststellen. Sehr viel 
schwieriger wird die Bestimmung dieses Punktes, wenn wir es 
mit einer Hunderte von km langen Verschiebungslinie zu tun 
haben. Es erhebt sich die Frage: an welchem Punkt ist die Aus- 
lôsung des Bebens, bezw. des bestimmten, kräftigen EinzelstoBes 
erfolgt, den wir für die Laufzeitkurve zu Grund legen wollen? 
Hier ist man noch mehr wie sonst auf die Registrierungen von 
Stationen, die dem Herde nahe liegen, angewiesen. ÆEbenso wird 
man auch hier von Fall zu Fall je wieder einen anderen Weg 
mit Vorteil einschlagen, um Ort und Zeit der Auslôsung zu er- 
mitteln. Ich will einen Weg andeuten, den man einschlagen kann, 
wenn die Beobachtungen dreier Stationen in der Nachbarschaft 
des Herdes vorliegen. Die 3 Stationen seien À, B und C, die 
Auslôsungsstelle selber sei mit X bezeichnet. Die Methode setzt 
wieder die wenigstens angenäherte Kenntnis der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der Longitudinalwellen in den äufersten Erd- 
schichten voraus. [ch will sie v, nennen. In B seien die ersten 
Vorläufer » Sek.' in Cq Sekunden später eingetroffen als in À. 
Wenn ich die unbekannte Zeit in Sekunden, die verstrichen ist 
von der Auslôsung bis zum Beginn der Erregung in À, mit y be- 
zeichne, so gelten offenbar die Beziehungen: Entfernung XA — 
v,.%, XB = v,.(y+p), XC = v,(y+a). Durch Probieren, in- 
dem man der Reïhe nach für y ganze Zahlen einsetzt , und um 
À, B, C Kreïise mit den entsprechenden Radien schlägt, wird man 
leicht den gesuchten Punkt X als Schnittpunkt der drei Kreise 
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erhalten, indem man nôtigenfalls noch zwischen zwei vollen Se- 
kunden interpoliert. Damit, daf ich y so ermittelt habe, ist na- 
türlich aufer dem Auslôsungspunkt X auch die Zeit der Auslô- 
sung gefunden. Es ist nämlich der Zeitpunkt: Welleneinsatz in 
À —y Sekunden. : 


$ 28. Einfluf der Herdtiefe. 


Bisher war immer angenommen, daf die Auslôsungsstelle in 
der Erdoberfläche selber liege, also mit dem Epizentralpunkt 
zusammenfalle. Diese Annahme wird, wie man vermuten darf, 
bei vielen Erdbeben auch wirklich zutreffen. Trotzdem wird man, 
so lange wir darüber nichts sicheres wissen, auch mit der Müg- 
lichkeit rechnen müssen, daB die Auslôsungsstelle in einiger Tiefe 
unter der Erdoberfläche liegt. Da wir eine Laufzeitkurve auf- 
stellen wollen, die sich auf Herde an der Erdoberfläche bezieht, 
so sind dann die Beobachtungswerte erst auf diesen Fall zu korri- 
gieren. In Figur 20 bezeichne À den Herd, Æ den Epizentral- 

£E' E£ 


= 
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Fig. 20. 
punkt,  — AE die Herdtiefe, St die Beobachtungsstation, Z die 
von E bis St längs der Erdoberfläche gemessene Entfernung der 
Station. 7 sei die scheinbare Laufzeit, d. h. der Zeitunterschied 
zwischen dem Eintreffen des Welleneinsatzes in der Station und 
im Epizentralpunkt. Der Weg der Welle vom Herd À zur 
Station St in der Erde ist in der Figur angedeutet; wir denken 
uns ibn über den Herd hinaus bis zur Erdoberfläche in E’ ver- 
längert. Dann sind der Laufzeitkurve nicht 4 und T, sondern 
die Entfernung E’ St und die Laufzeit von E’ bis St zugrunde zu 
legen. Die Korrektion für 4 wird dann durch ÆEE' angegeben 
und die Korrektion für T durch die Summe der zu AE und AE’ 
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gehôrigen Laufzeiten; diese Korrektionen môgen mit corr 4 und 
corr 7 bezeichnet werden. Wir nehmen an, h sei so klein, daf 
es genügt, das Dreieck AEE' als geradlinig anzusehen. Der 
Winkel E’AE ist dann der Einfallswinkel à der. Erdbebenwellen 
an der Erdoberfläche. b, sei die Raumgeschwindigkeit der Erd- 
bebenwellen an der Erdoberfläche. — Bei diesen Festsetzungen 
ergiebt sich aus dem Anblick der Figur: 


(1) corr À = E'E — +htgi, 
(2) COrT TT — ns + AE pr h 1ocosi 
D LA D, cosi 


Für die Zeichnung der Laufzeitkurve sind dann statt der di- 
rekten Beobachtungswerte 4 und T die Werte 4 + corr À und 
T+corr T zu benutzen. (Vergl. die Figur). Verwendet man 
trotzdem direkt 4 und 7, so werden Fehler gemacht; ich will 
nun eine Abschätzung der GrôBe dieser Fehler vornehmen und 
frage zu dem Zweck, wie weit die Punkte 4, T von der korri- 
gierten Laufzeitkurve, also von der durch die Punkte 4 + corr 4, 
T + corr T bestimmten Kurve abstehen. 

Den Abstand will ich dabei parallel der T-Axe beurteilen, 
also in Sekunden der zum betreffenden Abstand gehôrigen Lauf- 
zeit. Die so gemessene Differenz sei corr 7, dann müssen 4 und 
T+corr ,T einen Punkt ergeben, der auf der Laufzeitkurve liegt. 
(Vergl. d. Figur). Wie man sieht, kônnen wir unsere Aufgabe 
auch so formulieren: es soll diejenige Korrektion corr T der 
scheinbaren Laufzeit T aufgesucht werden, welche bei festge- 
haltener Entfernung A notwendig ist, um den Einflu der Herd- 
tiefe aus den Beobachtungen auszuschalten. 

Die Raumgeschwindigkeit der Erdbebenwellen an der Erd- 
oberfläche wurde mit v, bezeichnet; bedeutet ® die Oberflächen- 
geschwindigkeit (d. h. die Geschwindigkeit der Fortpflanzung längs 
der Oberfläche) der Wellen bei der Station, s0 ist 


A 
sin ? 


Rückt der Punkt in der Laufzeitkurve um ein kleines Stückchen 
ô4 vor, ändert sich dabei T um ÔT, so ist 04 = VÔT zu 
setzen, also folgt 

1 gin ? 


g 94 —= b, 


(8) OP 
36 * 
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T + corr T gehôrt zu 2 + corr 4; zum Fortschritt am — corr 4 
gehôrt nach (3) in der Laufzeitkurve eine Veränderung der Lauf- 
geit um | 

sin? 


Corr À. 


0 


Dadurch wird T'+ corr T umgewandelt in 


T + corr T — ns 


COIT d; 
0 
dieser Wert ist also in der Laufzeitkurve zu J zuzuordnen. Daraus 
folgt sofort : 
sin À 
(4) corr ,T = corr T— 5 


corr À 

0 

als Korrektion von 7, wenn als Entfernung die unkorrigierte 
Epizentalentfernung 4 genommen wird. Benutzt man die For- 
meln (1) und (2), so geht (4) über in: 


h , h , 
() corr T — Lan uftiegs ea 2: 


à ist hier als die Neiguang der bei der Station auftauchenden 
Wellen gegen die Vertikale anzusehen; e bedeutet den ,Emergenz- 
winkel“, d.h. die Neigung gegen die Horizontale. Der Wert 
corr ,T kann nach den vorhin gegebenen Auseinandersetzungen 
als der Fehler bezeichnet werden, den man in Bezug auf die 
Laufzeit begeht, wenn man die Epizentralentfernung und die 
auf den Epizentralpunkt bezogene scheinbare Laufzeit ohne Kor- 
rektionen verwertet. 


Die Korrektion setzt sich zusammen aus einem Teil ee der 


für alle Entfernungen den gleichen Betrag hat und nur mit der 
Herdtiefe variiert. KEr bedeutet eine Verschiebung der ganzen 


Laufzeitkurve um 2 nach oben. Diese Verschiebung um einen 


0 
konstanten Betrag ist aber nur dann als Korrektion anzubringen, 
wenn ich als unkorrigierte Laufzeit T, wie oben vorausgesetzt, 
die Zeitdifferenz nehme zwischen dem Welleneinsatz in E und 
dem in S. Nun ist mir zwar der Einsatz in der Erdbebenstation 
St durch die Registrierung bekannt, in den allermeisten Fällen 
aber nicht der Einsatz im Epizentralpunkt ÆE. Dieser Zeitpunkt 
ist vielmehr fast immer erst indirekt zu bestimmen. Wenn nicht 
gerade der gewiB sehr seltene Fall eintritt, daf eine exakte Erd- 
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bebenregistrierung vom Epizentralpunkt Æ selbst oder aus seiner 
allernächsten Nähe vorliegt, so wird man auf die Aufzeichnungen 
entfernterer Stationen angewiesen sein und man wird, wie unten 
noch näher auseinandergesetzt werden wird, gar nicht in der 
Lage sein, den Zeitpunkt des Bebenbeginns im Epizentralpunkt E 
mit einiger Sicherheit zu erschlieBen, weit eher vielmehr den Zeit- 
punkt des Beginns der Erregung im Auslôsungspunkt À. Rechnet 
man die Laufzeiten alsdann von diesem letzteren Zeitpunkt u 


so legt man damit von vornherein gar nicht T sondern T ++ 


der Laufzeitkurve zu Grunde, hat also den konstanten Teil ungrer 
oben berechneten Korrektion schon berücksichtigt. 


Es bleibt mithin nur der Teil Le cos? der Korrektion von 


Bedeutung. Wir sehen ab von Mass Entfernungen, für die das 
Dreieck À EE’ nicht mebr als geradlinig angesehen werden darf, 
wo also unsre Betrachtungen so wie so keine Gültigkeit mehr 
haben. Wir notieren uns, um ein Beiïspiel zu haben, für die schon 
recht erhebliche Herdtiefe k — 20 km die Beträge des variabeln 


F h , = rue 
Teils von corr ,7, also von cos i. Wählen wir die ersten Vor- 


läufer, so haben wir für die Raumgeschwindigkeit t, in den äufe- 
ren Erdschichten ca. 7 km anzunehmen. 


für 4 = |1, 2, | ss [sir |s]s 10, » | 
ë h j also 
beträgt D °%*  10)1,7),2,1 | 2,8 | 2,6 | 2,6 | 2,6 | 2,6 | 2,6|26| 2,8 ha 
Ca. 
einer Laufzeit von |136| 257 | 358 | 442 | 512 | 572 | 631 | 688 | 743 | 796 | 1100? 
in ©}, der Laufzeit |0,7 | 0,7 | “np as | 04 04 | o4 03 0,8 | 0,2 | 


Wollen wir die Erdbebenbeobachtungen, wie es in dieser Ar- 
beit geschehen ist, dazu verwerten, Auskunft über die elastischen 
Verhältnisse des Erdinnern zu erlangen, so kommt es in erster 
Linie auf die Verhältnisse der Laufzeiten an, und zwar ganz be- 
sonders auf die für grôBere Entfernungen. Nun beträgt der pro- 
zentuale Unterschied des Fehlers, den wir bei Vernachlässigung 
einer Herdtiefe von 20 km begehen, von 4 = 3 bis 4 — 20 nur 
0,4 0 und von 4 = 10 bis 7 — 20 gar nur 0,1%, kann also 
uxsre auf das Erdinnere bezüglichen Resultate nur auBerordent- 
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lich wenig beeinflussen. Âhnlich liegen die Verhältnisse bei den 
Transversalwellen. Unsre Fehlerabschätzung lehrt uns also im 
Ganzen, daB unbeschadet des Interesses, das die Bestimmung der 
Herdtiefe eines Erdbebens beanspruchen kann, ihre Berücksich- 
tigung doch keïinerlei merklichen Einfluf auf die Schlüsse haben 
wird, die wir aus den Erdbeobachtungen über die elastischen 
Verhältnisse des Erdinnern ziehen. 

Wie steht es denn überhaupt mit der Bestimmung der Herdtiefe ? 
In grôBeren Entfernungen vom Epizentralpunkt — also dem Null- 
punkt der Abszissen — hat die Laufzeitkurve erfahrungsgemäf 
einen nach unten konkaven Verlauf. Da aber bei nicht verschwin- 
dender Herdtiefe die zum Epizentralpunkt heraufdringenden Wellen 
hier in der Oberfläche der Erde eine die Wellenfläche tangierende 
Fläche finden, so müssen wir erwarten, daf die unkorrigierte Lauf- 
zeitkurve, wenn wir wieder als Nullpunkt der Zeit den Beginn 
der Erregung im Epizentralpunkt, nicht den im Auslôsungspunkt 
annehmen, assymptotisch zur Z (Entfernungs)-Axe in den Nullpunkt 
hineinläuft. Die Laufzeitkurve muf also kurz vor dem Nullpunkt 
einen Wendepunkt haben. Die Beziehung zwischen der Lage dieses 
Wendepunktes und der Herdtiefe ist vielfach diskutiert worden. 
Doch soll darauf nicht eingegangen werden, da es vorläufig noch 
niemals geglückt ist, das Umbiegen der Laufzeitkurve durch Be- 
obachtung einwandfrei festzulegen. Auch beim Calabrischen Erd- 
beben am 8. Sept. 1905, von dem Rizzo!) kürzlich eine so vor- 
zügliche Zusammenstellung aller Beobachtungsdaten gegeben hat, 
kann ein Anwachsen der Oberflächengeschwindigkeit, was mit dem 
Umbiegen der Laufzeitkurve gleichbedeutend ist, aus der Beob- 
achtung direkt wohl nicht geschlossen werden. Rizzo hat zwar 
in der am Schluf beigegebenen Laufzeitkurve (Tav. I) das Um- 
biegen der Kurven für die verschiedenen Wellenarten gezeichnet. 
Doch sind dabei die nächstgelegenen Stationen Messina, Catania, 
‘Ischia und Rocca di Papa nicht berücksichtigt, denn sie liegen 
alle oberhalb der Kurve. Das Umbiegen der Kurven wird viel- 
mehr erst indirekt aus einer Betrachtung erschlossen, die, wie ich 
zeigen môchte, so interessant sie ist, eine grofie Unsicherheit in 
sich schlieft. Es seien À, B, C, D die Beobachtungspunkte, wie 
sie die dem Herd am nächsten gelegenen Stationen liefern mügen 
(vgl. Fig. 21). Die Abszissen dieser Punkte sind vüllig gegeben, 
ebenso die oberen Endpunkte der Ordinaten, dagegen nicht ibr 


1) G. B. Rizzo. Sulla velocità di propagazione delle onde sismiche nel 
terremoto della Calabria del giorno 8. Sett. 1906. Acc. Reale delle Szienze di 
Torino (Anno 1905—1906). 
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gemeinsamer unterer Endpunkt, d.h. es ist der Zeitpunkt, zu dem 
die Erregung im Epizentralpunkt 7 — 0 begann, noch zu ermitteln. 
Rizzo stellt nun für diesen Zeitpunkt zwei Grenzen auf. Den 
unteren 748 erhält er durch die Annahme, die Oberflächengeschwin- 


T 


Figur 21. 

digkeit habe bis zum Nullpunkt hin einen konstanten Wert, der 
durch die Richtung der Kurve zwischen À und B gegeben ist. 
Als obere Grenze aber benutzt er den Beginn T1 der Erregung 
in der Station À. Der gefährliche Schritt scheint mir nun darin 
zu bestehen, daf beide Grenzwerte als gleichwertig angesehen 
werden und mithin für die Zeit der Erregung im Nullpunkt das 
arithmetische Mittel T, — (Tip+ T1)/2 beider angenommen wird. 
Denn wie die Figur sogleich zeigt, käme man zu einem ganz 
anderen Nullpunkt für die Ordinaten, wenn statt À und B etwa 
B und C zufällig die nächsten Stationen wären. Nehmen wir 
aber doch für einen Augenblick das arithmetische Mittel T, zwischen 
Tags und T4, wie es Rizzo tut, als Zeïitpunkt der beginnenden 
Bewegung im Nullpunkt an, so müssen wir freilich einen Wende- 
punkt voraussetzen, um die Laufzeitkurve in stetigem Verlauf von 
D über CBA nach T, hin fortsetzen zu kônnen. Wenn man nun 
aber auch sagen kann, die elastische Erregung im Epizentralpunkt 
begann sicher nicht später als zur Zeit 74 und andrerseits wohl 
nicht viel früher als zur Zeit Tu», so liegt doch wohl keinerlei 
Grund vor, als Zeitpunkt des wirklichen Beginns gerade das 
arithmetische Mittel dieser beiden Zeitpunkte anzunehmen. Zum 
mindesten kein Grund, der sich aus den Beobachtungen selbst er- 
schliefen läft. Es ist somit ersichtlich, wie die Bestimmung des 
Wendepunktes und der Herdtiefe hier willkürliche Elemente ent- 
hält und insbesondere von der zufälligen grôüBeren oder geringeren 
Entfernung der nächstgelesenen Station abhängt. 
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Bei der Geschwindigkeit der Erdbebenwellen und der verhält- 
nismäBig nur geringen Tiefe des Herdes wird der EinfluB der 
Herdtiefe auf die Laufzeit auch in der Nähe des Epizentralpunktes 
nur auf wenige Sekunden sich belaufen. Zur einwandfreien Be- 
stimmung der Herdtiefe müBte im Bereich der stark veränderlichen 
Krümmung der Laufzeitkurve, also in der Nähe des Epizentral- 
punktes selbst, ein enges Netz von Stationen vorhanden sein, die 
auf Zehntelsekunden genau die Einsätze registrieren. Aber soweit 
sind wir noch nicht. Vorläufig wird man am besten tan, die doch 
immer nur geringe Herdtiefe ganz zu vernachlässigen und die 
Laufzeiten so zu beurteilen, als ob die Auslôsungsstelle in der 
Erdoberfläche selbst läge. 


$ 29. Korrektionen wegen verschiedener Umstände. 


Wir hatten oben die Endpunkte der Abszissen unsrer Be- 
obachtungspunkte näher diskutiert. Der eine war die Erdbeben- 
station, der andere der mehrfach besprochene Epizentralpunkt. 
Berechnen wir aus der Lage dieser beiden Punkte auf der Erd- 
kugel ihre sphärische Entfernung, so erhalten wir den gesuchten 
Abszissenwert. Doch werden bei noch etwas feinerer Beobachtung 
Korrektionen an dieser Entfernung sehr bald notwendig werden. 
Die wichtigste unter diesen rührt her von der Abplattung der 
Erde. Denke ich mir ein Beben am Âquator und zwei Stationen, 
die eine am Pol, die andere ebenfalls auf dem Àquator, beide aber 
90° entfernt vom Ort des Bebens, so werden beiden Stationen nach 
unseren bisherigen Betrachtungen gleiche Abszissen zugeordnet, 
die Wege für den Bebenstrahl und mithin auch die Laufzeiten, 
sind aber nach den beiden Stationen hin verschieden. Man mu 
also an der Entfernung oder an der Laufzeit entsprechende Kor- 
rektionen anbringen. Es kann diese Korrektion z. B. für die 
Laufzeit bis zu drei Sekunden ausmachen. Man bezieht sich dabei 
vielleicht am besten auf eine Referenzkugel. Laufzeit und Ent- 
fernung werden dann von und bis zu dieser Referenzkugel ge- 
rechnet. Erhebt sich z. B. eine Beobachtungsstation wegen der 
Ellipsoidgestalt der Erde über die Bezugskugel, so kann man die 
wirklich beobachtete Laufzeit beibehalten, maB aber die Abszisse 
verlängern um das Wegstück von der Referenzkugel bis zur 
Ellipsoidoberfläche, gemessen in der Richtung des Erdbebenstrahles. 

In ähnlicher Weise kann man der Meereshôhe einer Station 
Rechnung tragen, obwohl die Korrektionen bier meist nur Bruch- 
teile einer Sekunde betragen. Aber auch nach Einführang aller 
gedachter Korrektionen werden zwei in gleicher Entfernung, aber 
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verschiedener Richtung gelegene Stationen nicht vüllig gleichzeitige 
Einsätze liefern. Es wird sich der Umstand geltend machen, daB 
die Erde vermutlich nicht in konzentrischen Kugel-, sondern in 
konzentrischen Ellipsoidschalen homogen ist. Andrerseits wird 
auch dieses modifizierte Gesetz namentlich in den äuBeren Schichten 
nicht streng erfüllt sein, es werden lokale Abweichungen, Ânde- 
rungen der Elastizitätsverhältnisse auch innerhalb einer Schale, 
von Ort zu Ort sich geltend machen. Doch sind die dadurch ver- 
anlaften Abweichungen, nach allem zu schlieBen, nur äuBerst ge- 
ring und anscheinend kleiner, als die zur Zeit noch unvermeidlichen 
Fehler der Erdbebenbeobachtung. Es hat somit noch weite Wege, 
bis ein immer mehr verfeinerter Erdbebenbeobachtungsdienst auch 
derartige Einzelheiten klar legen wird. Vorläufig müssen wir uns 
begnügen, die Erdbebenbeobachtungen zu Schlüssen, die sich auf 
die Erde als Ganzes beziehen, zu verwenden, wobei es überraschen 
muB und für diesen Zweck sich als äuBerst vorteilhaft erweist, 
daB offenbar in sehr weitgehendem MaB unsre Annahme der 
Homogenität in konzentrischen Kugelschalen erfüllt ist. 


$ 30. Beobachtungsmaterial zur Aufstellung der 
Laufzeitkurven. 


Nach vielfachen und eingehenden Beratungen mit Professor 
Wiechert beschlof ich, zur Konstruktion der Laufzeitkurven bei 
dieser Arbeit nur drei Erdbeben zu benutzen, für welche ein be- 
sonders gutes Beobachtungsmaterial bekannt ist: Das Indische 
Beben vom 4. April 1905, das Calabrische Beben vom 8. September 
1905 und das Kalifornische Beben vom 18. April 1906. Wie weit 
den s0 erhaltenen Kurven eine grôBere Genauigkeit zukommt, als 
den bislang von anderen Autoren mitgeteilten, wird natürlich erst 
der Vergleich mit zukünftigen Erdbeben zeigen kôünnen. Jeden- 
falls muB der provisorische Charakter auch dieser Kurven aus- 
drücklich hervorgehoben werden und zwar bezieht sich das nament- 
lich auf die grüBeren Entfernungen. Von dem nicht mehr ganz 
sicheren Punkte bei 7 — 11 an trägt die Kurve sogar ganz 
extrapolatorischen Charakter und stellt nur den berechneten Ver- 
lauf dar unter der Annahme, daf in den betreffenden von den 
Erdbebenstrablen durchsetzten Tiefen der Erde die Geschwindig- 
keit der Longitudinal- und der Transversalwellen keine Anderung 
mebr erleidet, eine Annahme, von der man wohl nicht erwarten 
darf, daB sie tatsächlich erfüllt ist, die vielmehr nur zum Ausdruck 
bringt, daB wir darüber noch nichts auszusagen vermôgen. 

Dem vorläufigen Charakter der Laufzeitkurven entsprechend, 
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sind auch die in den Vorbemerkungen aufgestellten Prinzipien 
‘ durchaus nicht in allen Punkten berücksichtigt. So verzichtete 
ich auf die dort geforderte direkte Vergleichung der Originalkurven 
oder der Kopien derselben und zwar im Hinblick auf die Schwierig- 
keit, von allen in Betracht kommenden Stationen Kopien der 
Registrierungen zu erhalten. Ich -benützte vielmehr die Angabe 
der Einsätze der ersten und zweiten Vorläufer, wie sie in den 
periodisch erscheinenden Berichten der verschiedenen Stationen 
gemacht sind. Da dem Verfahren dadurch schon eine ziemliche 
Ungenauigkeit anhaftet, schien es vorläufig auch überflüssig, die 
oben einzeln aufgeführten Korrektionen an Laufzeit und Entfernung 
zu berücksichtigen. Wie der Epizentralpunkt jeweils ermittelt 
wurde, soll bei den einzelnen Beben angegeben werden. Die Ent- 
fernungen wurden mittels der Formel 


cos ® — sin y. sin y, + cos p. cos y, cos (À — À,) 


berechnet. Hier bedeuten @ und 4 Breite und Länge der Be- 
obachtungsstation, œ,, À, die des Epizentralpunktes und © den zur 
Entfernung beider Orte gehôrigen Centriwinkel, aus dem die Ent- 
fernung selber durch Multiplikation mit 111,3 hervorgeht. Die Ent- 
fernung ist auf 10 km abgerundet. Länge und Breite aller be- 
rücksichtigten Stationen sind weiter unten in einer Tabelle zu- 
sammengestellt. 


1) Indisches Erdbeben, 4. April 1905. 


Das indische Beben vom 4. April 1905 war trotz seiner un- 
gemein ze‘:t6renden Wirkung doch auf ein enges Gebiet beschränkt. 
Die Zeïitangaben über den ersten Einsatz nach den Registrierungen 
der Stationen Bombay, Calcutta und Madras, die mit dem nur 
siebenfach vergrôfernden photographierenden Milne-Pendel aus- 
gerüstet sind, stimmen für unsre Zwecke nicht genügend genau 
überein, so schien es geraten, die nächste mit feiner auflüsenden 
Apparaten ausgestattete Station Tiflis, die freilich schon 2980 km 
entfernt liegt, heranzuziehen, um die Zeit des Bebenbeginns im 
Epizentralpunkt zu ermitteln. Für die Festlegung dieses Punktes 
selber blieb nur der Ausweg übrig, ungefähr den Mittelpunkt des 
am meisten von der Zerstôrung betroffenen Gebietes dafür anzu- 
nehmen. Da nach Zeitungsmeldungen hauptsächlich das Gebiet 
von Dharmsala und das Kangratal heimgesucht wurde, so nahm 
ich als Auslôsungspunkt den Ort 


9 —= 32° 18’ N und 4, — 76° 24 E (Greenwich) 
an. Aus der Laufzeitkurve, wie sie uns das folgende Beben liefern 
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wird, entnehmen wir die Laufzeit für 2980 km. Diese ist von 
der Zeit des ersten Einsatzes in Tiflis abzuziehen. So erhalten 
wir für die Zeit des Bebens 0 bbm 37° 3569 — Où 49m 415, 

Nimmt man dies als die Auslôsungszeit am Ort des Bebens, 
so erhält man folgende Tabelle der Laufzeiten : 


Lauf- 


Station | Entf. Erste Vorläufer Rue Zweite Vorläuf.| Quelle 


Taschkent 1185 Oh 52m 24s 163 | Oh 54m 268 285 |\ Bulletin de la 


Commission- 
Schemacha 2630 . 55 9 328 . b9 44 603 Genirale 
Tifis 2980 . 5 37 356 | 1h 00 17 636 | Sismique Per- 
manente 
Irkutsk 8160 . b5 48 367 .00 54 673 Petersburg, 
Batum 3230 706089 388 01-12 681 1906 
Upsala 5230 | .58 22 521 |" 05 19 938 |Âckerblom, Seis- 


mische Regi- 
strierungen in 
Upsala. Güt- 
tingen, 1906. 


Potsdam 5460 . 58 44 543 . 05 48 967 |0. Hecker, Seis- 
mometrische 

Beobachtungen, 

Potsdam, 1906, 


Leipzig 5510 . 58 44 543 05.53 972 |Fr. Etzold, Sech- 
ster Bericht 
u. s. w. Leip- 
zig, 1906. 


Jena 5570 . 58 54 553 as € 985 |0. Eppenstein, 
Monatl. Erd- 
bebenberichte 
u. 8. W. Jena, 
1905. 


Hamburg 5660 . 58 14 513 .05 47 966 IR. Schütt, Mit- 
teilungen der 
Hauptstation 
u.s.w. Ham- 
burg, 1906. 


Güttingen 5680 . b8 55 554 00008 987 |G. Angenheister, 
Seismische Re- 
gistrierungen 
u. 8. w. (Gôt- 
tingen, 1906. 


2) Calabrisches Erdbeben; 8. September 1905. 
Als Grundlage diente hier die sorgfältige Zusammenstellung 
von G. B. Rizzo’). Dieser Publikation ist auch der Ort des 
Epizentralpunktes entnommen, nämlich der Punkt y, — 38° 50" N, 


1) L c. 1906. 
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À, = 16° 16'E, desgleichen die Werte der Entfernung nach den 
verschiedenen Stationen. Die Zeit des Bebens ist unter der An- 
nahme berechnet, daB die elastische Erregung vom Epizentralpunkt 
bis zur nächstgelegenen Station Messina sich mit konstanter Ge- 
schwindigkeit von etwa 7 km/Sekunde fortgepflanzt hat. Da 
Messina von dem angegebenen Epizentralpunkt etwa 80 km ent- 
fernt ist, so wurde vom ersten Einsatz in Messina eine Laufzeit 
von 12 Sekunde abgezogen, womit sich als Auslôsungszeit die Zeit 
1% 43" 5° ergibt. Mit diesem Nullpunkt der Ordinaten erhalten 
wir für unsre Laufzeitkurve vom Calabrischen Beben folgende 
Tabelle : 


se + ® Erste NE Zweite VE 
FE És | Vorläufer SS| Vorläufer |$K Quelle 
Ces 
i h 

Messina 80! 1h 43m 178 | 125 GB Rizso Se 
Catania 170 43 130 | 25 velocità di propa- 
: gazione delle onde 
Ischia Zi HER sismiche nel terre- 
Rocca di Papa | 430 44 OO |55 moto della Cala- 
: bria del giorno 
Wien 1050 45 18 1133 8 Gett 1908 dc 
München 1100 45 43 |158 Reale delle Szienze 
Jena 1390] 46 2 |177| 48» 36 | 331) | di Torino D 

Gôttingen 1490 46 22 1|197 49 6 | 361 
Potsdam 1530] 46 25 |200 49 O0 |355| 0. Hecker, Seis- 
mometr. Beob- 

achtungen. 
Upsala 2340 47 50 1285 51 44 519 
Tifii 2450), 48 14 1309 52 23 558 | 
+4 | G. B. Rizzo, L c. 
Bergen 2500! 52 30 | 565 | 
Cheltenham Lis 2h 3 11 |1206 


8. Kalifornisches Erdbeben (San Francisco), 18. April 1905. 


Beim Kalifornischen Beben vom 18. April 1906 traten längs 
einer mehrere 100 km langen Linie Verschiebungen de: beiden 
Bruchränder gegen einander im wechselnden Betrag von mehreren 
Metern auf'). Es kann kaum zweifelhaft sein, daB an irgend einer 
Stelle dieser Riffläche auch die Auslôsungsstelle dieser mächtigen 
Rifbildung zu suchen ist, von der die elastische Erregung ausging, 
die als erster Welleneinsatz von allen Stationen registriert wurde. 
Welchen Punkt auf der langen Linie wir jedoch dafür anzunehmen 


1) Vergl. den makroseismischen Monatsbericht der K. Hauptstation Straf- 
burg i. E. vom April 1906. 
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haben, läft sich nicht ohne weiteres angeben. Nehmen wir die 
Registrierungen in Berkeley um 13° 12° 6° und auf dem Mount 
Hamilton um 13: 12" 12° zu Hülfe und nehmen wir wieder an, 
die Erregung habe sich mit einer Geschwindigkeit von 7 km/Sek. 
nach diesen beiden Stationen hin fortgepflanzt, so kommt man zu 
einem Punkt der Verwerfungslinie, der etwas südlich von San 
Francisco gelegen ist, nämlich zum Punkt ®, — 37° 35' N\, 
À, = 122° 26’ W. Von Berkeley ist dieser Punkt etwa 35, von 
der Licksternwarte etwa 80 km entfernt, was nach den beiden 
Orten hin die Lautzeiten von 5 bezw. 11 Sekunden ergibt. Sub- 
trahiert man diese Laufzeiten von der Zeit der Einsätze in Ber- 
keley und auf dem Mount Hamilton, so kommt man übereinstimmend 
zu dem Zeïitpunkt 13' 12" 1° für die Auslôsung des Bebens im 
Epizentralpunkt. 


Für die Laufzeiten erhalten wir folgende Tabelle : 


: + © Erste a Zvweite ES) 
a =] S 
Station 5 & | Voräufer | 8 | Vorläufer | & Bemerkungen 


L. A. Bauer, Mag- 
netograph Records 
of. Earthquakes 
443| . 25 04 | 783l/etc, Terr. Magn. 
and Atmosph. 
Elektr. 11, 5. 135 
1906. 


681 82 24 1|1223/F. Linke, Erdbeben- 
berichte u. s. w. 


Baltimore 3910] 13h 19m 24s |443| 13h25m 128 | 791 


Cheltenham 3940| . 19 24 


Washington 8960/1920. 1439). 25 0779 


Samoa 7680] . 28 22 


the San Francisco 
Earthquake u.s.w. 


Upsala 8610| . 24 24 |743 34 1 |1320|Ablesung nach einer 


von Herrn Acker- 
blom freundlichst 
übersandten Ko- 
pie der Aufzeich- 
nung. 


Osaka 8650| . 24 24 
Kobe 8670| . 24 23 
Güttingen 9070] . 24 34 


748| . 34 13 11332 
742] . 84 19 11338 


753| . 34 42 |1361|G. Angenheister, 
Wôchentl. Erd- 
bebenber. u.s. w. 
Gôttingen, 1906. 


753| . 35 9 113880. Eppenstein, Mo- 
natsberichte u.s.w. 
Jena, 1906 


F. Omori. L. c. 


Apia, 1906. 
Mizusawa 7950| . 24 07 |726| . 33 14 |1273/F. Omori, Note on 
Jena 9200| . 24 84 
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Zweite 
Vorläufer 


Erste à È 
à æ æ 
Vorläufer E < 


9280| . 24 51 1770] . 35 18 11397 A.Sieberg, Wôchent- 
liche Erdbeben- 
berichte u. 8. w. 
StraBburg, 1906. 


Wien | 9630| . 25 03 1782] . 34 45 1|1364/V. Conrad, Wüchent- 
liche Erdbeben- 
berichte u. 8. w. 
Wien, 1906. 


Tiflis 11110| . 26 09 848] . 37 59 11558|P. v. Stelling, 
Wôchentl. Erd- 
bebenber. u. 8. w. 
Tiflis, 1906. 


Station Bemerkungen 


StraBburg 


on 


Geographische Lage der benutzten Beobachtungsstationen. 


Po ° h Po db 
Baltimore 39018’ N. | 76037’ W.| Mizusawa 399 8/N. | 141° 8’E. 
Batum 41 40 N. 41 38 E, München 48 9 N. 11 87 E. 
Bergen 60 24 N. 5 18 E. | Osaka 84 40 N. | 135 30 E. 
Catania 87 30 N. | 15 5 E. | Potsdam 52 23 N. 13 4E,. 
Cheltenham | 38 44 N. | 76 50 E. | Rocca di Papa | 41 46 N. | 12 483 E. 
Gôttingen 51 33 N. 9 58 E. | Samoa 13 48 S. | 171 46 W. 
Hamburg 53 34 N. | 10 1 E. | Schemacha 40 39 N. | 48 40 E. 
Jena ! 50 56 N. 11 35 E. StraBburg 48 35 N. 7 46 E. 
Irkutsk 52 17 N. | 104 16 E. Taschkent 41 19 N. 69 18 E. 
Ischia 40 44 N. 13 54 E. Tifiis 41 48 N. 44 48 E. 
Kobe 84 42 N. | 135 11 E. | Upsala 59 51 N. 17 38 E. 
Leipzig 51 20 N. 12 23 E. | Washington 88 54 N. | 77 3 W. 
Messina 38 12 N. 15 33 E. | Wien 48 15 N. 16 21 E. 


Die beigegebene Tafel I enthält das mitgeteilte Beobachtungs- 
material und die-daraus sich ergebenden Laufzeitkurven für die 
ersten und zweiten Vorläufer, aus denen die Kurven für die re- 
flektierten Wellen durch einfache Rechnung abgeleitet sind. 
Tafel IT bringt einen Vergleich zwischen einigen in den letzten 
Jahren aufgestellten Laufzeitkurven. Die Tafel IIT giebt einer- 
seits einen Ueberblick über den Sinus des Einfallswinkels der 
Erdbebenstrahlen, andrerseits eine Uebersicht über die Geschwin- 
digkeit der Erdbebenwellen in verschiedenen Tiefen der Erde. 
Dabei geben die Kurven 1 und 2 das Resultat der Rechnungen 
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unter Zugrundlegung der Laufzeitkurven von Tafel I. Ueber die 
Rechnung selbst wird Näheres in Teil III dieser Arbeit mitzu- 
teilen sein. AufBerdem enthält Tafel III noch die Wiedergabe der 
Vorläufer eines Fernerdbebens, um daran den Einsatz der an der 
Erdoberfläche reflektierten Wellen zu zeigen. 


[TR 


_Tafel I. Nachr.d. (Ges. dWisyyrriés. Über Frabebenwellen, 1907. 


| 2. AT opt du (I Vorläufer). ! 
2b sweimal} an der Erdoberflüche 
2c dreimal bon 


8. Transversalwellen (II Vorläufer). 
inmal 


î w 
4. Wellen, die einmal an der Erdoberf + 
und einen Teil des Weges als FFE 
Transversalwellen surückgelegt hab 
5. Oberflächenwellen, (Maximalbewega-= 


6. Oberflächenwellen, die mit der Gea 
salwellen sich fortpflansen. (Diesel 
dem Auftauchen der ersten langen 


PER 
w ME PE 
= 


=! : ., C=Cabrisches Beben 
ÈTE = San Fransisko-Beben 18. IV. 06. 


Ir.=Irkutsk R.= Rocca di Papa 
Is.- Igchia 8. = Samoa 

K. = Kobe Sch.= Schemacha 
L, = Leipzig _ = Strassburg 
Mi.-Mizusawa = Taschkent 
Mü-München Ti Tiflis 

O.= Osaka U. = Upsala 

P.-= Potsdam i 

W.= Wien. 


Tafel IL. Mochr K.Ges/oeyzré der Frobatenwellen 1907. 
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n/;edener Laufzeitkurven. 


ellte Laufzeitkurve der ersten Vorläufer. 
r mit geändertem Zeitmasstab, 80 dass 
nrve 1. 

(3 für q=-2, 4 für q=-4, 5 für q=-8.) 
die Kurven im Punkt À =10 mit Kurve 1 


jure, Apr. 9. 1903. vol. 67. 
it. Ass, Rep. 1903 p. 84. 
1). 

K). 


77: 
w 


+= 4 
É de 

up, Aa, 
vx: generee fier ro 


CT 7 


/ | .. 
4 À 


Non eme à Mgr dr Te de amfiex Dncenpthtse.2ete pt agen aug, MAT à mn 


Über Differenzenformeln zur Durchrechnung 
optischer Systeme. 


Von 
K. Schwarzschild. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 20. Juli 1907. 


L. Seidel hat in den Sitzungsberichten der math.-physikalischen 
Klasse der kgl. bayrischen Akademie der Wissenschaften vom 
10. Nov. 1866 ein Gleichungssystem zur trigonometrischen Ver- 
folgung eines beliebigen Lichtstrahls durch ein centriertes Linsen- 
system entwickelt, welches in den optischen Werkstätten allgemein 
Verwendung gefunden hat. 

»Ich muB indessen zum Schlusse noch bemerken“, sagt Seidel 
im letzten Passus seiner Abhandlung, ,daf ich für die eigentlich 
angemessene (d. h. der Natur der Aufgabe am besten entsprechende) 
Art, in oder aufer der Axenebene den Gang des Lichtes durch 
optische Apparate rechnerisch zu verfolgen, eine wesentlich andere 
halte, nach welcher man direkt nicht die ganzen GrôBen sucht, 
welche die Lage eines Strahls nach beliebig vielen Brechungen 
bestimmen, sondern nur ihre Abweïichungen von denjenigen Werten, 
die nach den Näherungsformeln (ersten Grades) stattfinden würden. 
Nach diesem Verfahren hat man nur mit kleinen Grôfen zu agiren, 
die durch wenige Dezimalen genau genug gefunden werden, weil 
sie unmittelbar das repräsentieren, was uns im optischen Bilde 
als Fehler erscheint. Auch diese Behandlung der Aufgabe ist 
eleganter Ausdrücke fähig, welche in einer ganz analogen Beziehung 
zu denjenigen der früher von mir entwickelten Fehler dritter 
Ordnung (im allgemeinen Falle des Raumes) stehen, wie die 
GHeichungen mit endlichen Differenzen zu den Differentialformeln .. .“ 

Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse. 1907. Heft 6, 37 
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Seidel’s ,elegante Ausdrücke“ sind von ibm selbst nicht publi- 
ziert und, wie mir Herr $. Finsterwalder freundlichst mitteilte, 
auch in seinem Nachlaf nicht gefunden worden. Eine Durchführung 
hat der von Seidel vorgezeichnete Gedanke inzwischen nur für 
den speziellen Fall von Strahlen, die die Axe des Systems schneiden, 
gefunden und zwar in Gestalt der. schônen Formel, welche Herr 
Kerber für die sphärische Aberration angegeben hat. Für den 
allgemeinen Fall beliebiger gegen die Axe windschiefer Strahlen 
kann man mannigfaltige Differenzenformeln bilden, die alle Seidel’s 
allgemeiner Idee entsprechen. Unter den verschiedenen Systemen, 
die ich mir — zum Teil ohne Kenntnis jenes Seidel’schen Passus, 
aber aus derselben naturgemäfien Idee heraus — gebildet hatte, 
môchte ich hier zunächst eines mitteilen, welches die unmittelbare 
Verallgemeinerung der Kerber’schen Formel auf beliebige wind- 
schiefe Strahlen darstellt. Es sei noch besonders hervor- 
gehoben, daB dieses Formelsystem aufer der von 
Seidel erwähnten Beschränkung der Rechnung auf 
weniger Dezimalen auch noch den Vorteil hat, den 
Beitrag jeder einzelnen brechenden Fläche zu den 
Abbildungsfehlern getrennt anzugeben. Ich hoffe 
daher, da das hier angegebene Rechenschema in den praktischen 
Gebrauch der optischen Werkstätten Eingang finden môüge. Um 
die Einführung zu erleichtern, habe ich mich nahe an die Seidel- 
sche Bezeichnungsweïise gehalten und eine Hülfstafel zur Abkürzung 
bei vierstelliger logarithmischer Rechnung beigefügt. 


Bezeichnungen. Die Seidel’schen Brechungsformeln. 

Es sei ein centriertes optisches System gegeben. Die optische 
Axe, die wir horizontal denken wollen, wähle man als +-Axe und 
rechne x positiv nach der Seite, von welcher das Licht einfällt. 
Die positive y-Axe gehe vertikal nach oben, die positive z-Axe 
liege horizontal, von der +zx-Axe aus gesehen im Sinne des Ubhr- 
zeigers gegen die +y-Axe gedreht. Von den brechenden Flächen 
des Systems, welche alle sphärisch sein sollen, greifen wir zunächst 
eine heraus, deren Mittelpunkt die Abscisse x — M habe und 
deren Radius gleich R sei. Die Brechungsexponenten vor und 
hinter der Fläche seien # und »’. Der Uebergang vom einfallenden 
zum gebrochenen Strahl soll überall durch einen Accent bezeichnet 
werden. 

Man zeichne die ,Strahlebene“, diejenige Ebene, in welcher 
der einfallende Strahl PS und der gebrochene Strahl PS’ ver- 
laufen und welche dann auch den Radius MP, die Flächennormale 
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Fig. 1. 

im Schnittpunkt P des Strahls mit der Fläche, enthält. Man proji- 
ziere ferner die +zx-Axe auf die Strahlebene. Die Projektion sei 
MA. SchlieBlich bringe man die Strahlebene zum Schnitt mit einer 
»Normalebene“ 6, die im Mittelpunkt M der Fläche senkrecht auf 
der x-Axe steht. Die Schnittlinie MS wird dann auch senkrecht 
auf der Projektion MA der x-Axe stehen und durch beide Geraden 
wird ein Axenkreuz in der Strahlebene festgelegt sein, das wir 
als £n-System bezeichnen wollen. 

Man nenne 4 den Winkel des einfallenden Strahls, y den Winkel 
des Radius MP mit der £-Axe. Dann gilt für den Winkel zwischen 
Strahl und Radius :: 

() h=x FA 
und es folgt für die Strecke SM = U, die der Strahl auf der 7- 
Axe abschneidet. 
KR sini 
(2) Pa cos À 


Für den gebrochenen Strahl hat man entsprechend : 
E sin 
cos À’ 


(G) (4) = +, U'= 


und es gilt das Brechungsgesetz : 
(6) n sini = n’sini. 
Die Lage des Strahls in der Strahlebene ist durch U und 4 


27 * 
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charakterisiert und die vorstehenden Formeln gestatten aus den 
Werten für den einfallenden Strahl zu denen für den gebrochenen 
Strahl überzugehen. 

Wir haben nun noch weiter die Lage der Strahlebene im 
Raume zu fixieren. Dies soll s0 geschehen: 

Man gebe den Winkel w zwischen der £-Axe und der z-Axe, 
sowie den Winkel £ zwischen der y-Axe und der y-Axe. Der 
Winkel y ist die Neigung der Strahlebene gegen die optische Axe. 
und £ kann als ,Azimuth“ der Strahlebene bezeichnet werden. Es 
sei gleich hervorgehoben, daf u und £ bei der Brechung invariant sind. 

Was Vorzeichen und Richtungssinn angeht, treffe man folgende 
Festsetzungen. Man bezeichne diejenige Seite der 7-Axe als die 
positive, welche vom Strahl wirklich getroffen wird (einfallender 
und gebrochener Strahl schneiden stets auf derselben Seite); die 
GrôBe U und ÜU' sind hiernach immer positiv zu rechnen. Der 
Winkel 4 sei positiv, wenn der Strahl zu grôBerem 7 ansteigt. 
Der Winkel z sei positiv, wenn der Radius im ersten und dritten 
Quadranten des £ — 7-Systems verläuft. Man muB dann, um den 
obigen Formeln allgemeine Gültigkeit zu geben, R positiv zählen, 
wenn die Fläche konvex gegen den einfallenden Strahl ist, im 
entgegengesetzten Falle negativ, und man hat à und + dasselbe 
Vorzeichen wie R zu geben. Der Winkel £ werde von der +y- 
Axe nach der +z:-Axe hin wachsend gezählt und uw sei positiv, 
wenn die +#7-Axe von der +zx-Axe aus gesehen rechts erscheint. 

So ist der Strahl durch die 
4 Daten U, 4,u,£6 festgelegt. Wir 
wollen mit Hülfe derselben noch 
andere Stücke des Strahlverlaufs, 
deren Kenntnis erwünscht ist, 
ausdrücken. 

a) Nennt man rt den (stets 
positiven) Winkel des Strahls mit 
der x-Axe und x das Azimuth 
des Strahls, welches in derselben 
Weise, wie das Azimuth, € und 
zwar für dierückwärtige Richtung 
des Strahls gezählt werden soll, 
so erhält man auf einer Einheits- 
kugel, durch deren Mittelpunkt 
man Parallele zu allen in Betracht 
kommenden Richtungen legt, fol- 
gende Figur. X bezeichnet die 


Fig. 2. 


über Differenzenformeln zur Durchrechnung optischer Systeme, 555 


Richtung der optischen Axe, S die des nach rückwärts verlän- 
gerten Strahls, R die des nach rückwärts gezogenen Radius, XY 
den Schnitt der Vertikalebene, SR die Strahlebene, XN die Nor- 
male auf die Strahlebene. Das rechtwinkliche Dreieck XNS giebt 
dann die Beziehungen: 


sin À — sintsin(£—x— 90°) — — gin r cos (£— x) 
(6) {sinu cos À — sin r cos (£—x— 90°) — sin r sin (f — x) 
Cos y COS À — Cost 


Daraus folgen die Gleichungen : 


> cas tg2 
tgTcos x —= sinétgu Er 
(7) s nie 
tgTsinx — —cos£tgu—siné os 
tgu — tgrsin(£—x) 
Entsprechend ist: 
, ide À ga 
tgT'cosx — sinétgu Her 
(7) Fi, ps 
tgr'sinxz — —cosétgu—siné c 


tu = tgrsin(t—#) 

b) Die Gleichangen des Strahls lauten in Parameterform, wenn 
die Länge ! des Strahls vom Schnittpunkt mit der Normalebene & 
an als Parameter gewählt wird: 

z = M+lcosr 
(8) y = Ucosé+lsinrcos x 
z — Usinf+lsinrsinzx . 

Die Schnittkordinaten mit der Normalebene zx — M+9q 

werden daher: 

(9) y = Ucosét+qgtgreosx, 2 — Usin f+gtgrsinx 

oder mit Hülfe unsrer 4 Bestimmungsstücke des Strahls ausgedrückt : 
tg2 
cos y 


y = cos (Ua ]+sin atgu 


(10) 


cos 


Ê= sin (U—4 ET )-cost.atep 


Die Seidel’schen Uebergangsformeln und die Strahl- 
invariante. Wir ziehen jetzt auBer der bisher behandelten 
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brechenden Fläche noch die nächstfolgende in Betracht. Alles, 
was sich auf diese neue Fläche bezieht, soll zu der bisherigen 
Bezeichnung noch den Index 1 erhalten, sodaf z. B. à, und à 
Einfalls- und Brechungswinkel für die neue Fläche bedeuten. 
GrôBen, welche dem Gebiet zwischen den beiden Flächen angehôren, 
ohne speziell auf eine der beiden Flichen Bezug zu haben, kônnen 
daher entweder mit einem Accent oder mit dem Index 1 bezeichnet 
werden. Es ist also: 


= Us KR NUE Ne 
Die Mittelpanktsabscisse der neuen Fläche sei: 
(11) M, = M-D,.. 


Die Schnittkoordinaten des Strahls mit der Normalebene durch 
M, ergeben sich einerseits, indem man in den für den gebrochenen 
Strahl angeschriebenen Gleichungen (9): q = — D, setzt: 


y = U'cos£— D,tgr, cos x, 
2 — U' sin £— D), tg v, sin x.. 
Andererseits folgt mit Hülfe der für die neue Fläche gültigen 


GrôBen U,, £;: 
y =; cos 6 OU, sinf, 
Durch Verbindung dieser Ausdrücke ergeben sich die Formeln: 
U, cos (&, —x,) — U'cos (£—x,)— D, tgr, 
U, sin (f,—x,) = U'sin(£—x;) 
welche den Uebergang zu den für die neue Fläche geltenden GrôBen 
U, und £, vermitteln. Mit Hülfe von U,,6,,r,, x, lassen sich dann 
nach den Gleichungen (6), wofern man alle GrôBen mit dem Index 1 
versieht, auch 4, und w, für die neue Fläche berechnet, womit der 
Uebergang für alle Variable vollendet ist. 
Für diesen Uebergang ergibt sich in folgender Weiïise eine 
Invariante. Es ist: 
U cos — Rsint, U'cos4' = Rsinti 
nU cos À — n,U' cos 1’ 


nU cos 1sinu — n,U'cos1'sinu, 


(12) 


also nach (6): 
nU sin r sin (f—x) = n,U'sinr'sin($—x") — n, U'sinr, sin(£—x,) 
oder nach (12): 


nU sin r sin (£—#x) = n, U, sin r, sin (£, — x). 
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Diese Grôfe ist also beim Uebergang von einer Fläche zur andern 
und damit für den Gang des Strahls durch das ganze System 
hindurch invariant. Wir setzen: 


(13) J = nUsinrsin(£— 7x) 
und finden aus (6) und (2) auch den Ausdruck: 
(14) J = nRsinisinuw. 


Beziehung zu Seidels Bezeichnungen. Die Grüfen n, 
U, 6, t, x sind identisch mit den von Seidel so bezeichneten. 
Hingegen gilt für Seidel’s Winkel 4,, ?, und den von ihm benutzten 
Radius ZX, folgende Beziehung zu den hier benutzten Grüfen: 


1 (..Fürepoñitives Rat R at, ui À, — 90° —1 
C5) | , negatives R: R,— —R i,— —i À, — 90+14 


Seidel rechnet R und à immer positiv, hat aber den Nachteil, für 
konkave und konvexe Flächen zwei verschiedene Formelsysteme 
angeben zu müssen, was mir namentlich für die folgende Ableitung 
unzuträglich schien. 

Formeln der Gauss’schen Dioptrik. Die Gauf’sche 
Dioptrik, welche für axennahe Strahlen gilt, liefert folgendes 
Resultat für die Brechung an einer Fläche des Krümmungsradius 
R und der Mittelpunktskordinate x — M: 

Ein Punkt mit den Kordinaten x — M — À, y — Y, z = Z 
wird durch die Brechung abgebildet in den Punkt: 


ROME A je Ÿ, 57, 


wobei gilt: 

Ta FAT À 
de 2) = "CG -7) 
(17) Y = 2 _ A 


ve 7,4. A 

Der Uebergang auf die nächste Fläche wird gegeben durch 
die Beziehungen: 

(18) Y=Y, Z=2, A = A'4+D, 

Es empfehlt sich für die spätere Anwendung auf ein System 
aus beliebig vielen Flächen noch GrüfBen H, H' einzuführen, die zu 
Y, Y' resp. Z, Z' proportional sind, also zu setzen: 

diet 


(19) = 4 H=4 
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und einen allen Grôüfen H gemeinsamen Proportionalitätsfaktor 
einstweilen noch zur Verfügung zu behalten. 


Die Schnitte des Strahls mit einer Hauptebene. 

Der geometrische Gedanke der folgenden Ab- 
leitungen ist der, daB wir die Schnitte des Strahls 
mit einer beliebigen durch die Axe des Systems 
gelegten Ebene verfolgen. Eine durch die x-Axe gelegte 
Ebene werde ,Hauptebene“ genannt. Jeder Schnitt mit der Haupt- 
ebene werde charakterisiert durch seine vom nächsten Flächen- 
mittelpunkt an gerechnete x-Kordinate, seine ,Schnittweite“, und 
durch den Abstand des Schnittpunktes von der x-Axe, die ,Schnitt- 
hôhe“. Ist das Azimuth der Hauptebene #, die Schnittweite a, 
die Schnitthôhe k — und zwar a und k gültig für den Strahl- 
verlauf vor der ersten von uns betrachteten Fläche — so sind 
die Koordinaten des Schnittpunkts des einfallenden Strahls mit 
der Hauptebene: 


(20) z—M = a, y = hcosy, 2: = hsmy. 

Es ist offenbar, da für einen axennahen Strahl 
die Schnittweiten a mit den oben eingeführten 
GauB’schen Schnittweiten 4, y und z mit den Gauñ- 
schen Kordinaten Y, Zidentisch werden. Für einen 
beliebigen Strahl bestehen für unsre Schnittweiten 
und -Hôhen Beziehungen, die den GauB’schen ver- 
wandt sind und aus folgender Ableitung hervor- 
gehen: 

Die Verbindung der Gleichungen (20) mit den Gleichungen 
(9) und (10), in welchen man q durch a zu ersetzen hat, giebt 
tg À 


cos u 


cos # = cos £[U— a }+snéatgu = U cos É+atgrcos x 


h sin y — sin & (Ua ST) costatge = Usiné+atgrsinx 


und hieraus: 
hsin(£—#) = atgu, hsin(g—x) — Usin(£—7x) 
0 — sin (£— #) [U— a A 


cos u 


)- cos (£—vatgu 
oder, indem man: 
Esnmi 
cos À 


eingetzt : 
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: h in (6 — 
(21) (22) _ — cotg u sin (£ — y), tres _ = + 
R sini sin À 
9 ——— = ——— Cu 
(23) ë ie + cotg (£ — #) cos 1 tg u. 


Entsprechend gilt für den gebrochenen Strahl : 


a ; 
(21°) 3 à —= cotg u sin (£ — ), 
E sin: sin 4’ 
23" Lane de 2 ' 
(23) a TE + cotg (6 — y) cos 4’ tg u. 
Daraus folgt zunächst : 

24 ne 
4 = 
und ferner: 

Esinmi  Rsinë _ tg1—tg4 

acosÀ a'cos À cosu 
oder, indem man die Gleichungen 

nsini — n'sin?, d'—A — i—-i 

berücksichtigt : 

n'cos 1" ncosÀ _ n'sin(i—:) 

a a" Roeosusini 
oder nach (6): 
n'cost' _ncosr _ n'cosi —ncosi 
a Le: hi 3 
. if C0s TANGO. | ER) COST _ COS? 

(25) n'( AE ] =" Spa ) 


Der Uebergang auf die folgende Fläche vollzieht; sich nach 
den uumittelbar ersichtlichen Beziehungen: 
(26) NW = h} a = a+), 

Man sieht, daB die Formeln (24) und (26) mit den 
entsprechenden Formeln (18) und (19) der GauB’schen 
Dioptrik übereinstimmen und daf die Formel (25) in 
die GauB’sche Formel (16) übergeht, wenn man die Co- 
sinus der Winkel r,r',1,1 gleich 1 setzen darf. 


Die Differenzenformeln. 
Es liegt nahe, diese Verwandtschaft zum Aus- 
gangspunkt zu nehmen, 
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(27) a = A+da, h= H+4h, h = H'+4h usw. 


zu setzen und nach einfachen Ausdrücken für die 
GrôBen Ja und Zh zu suchen. 
Es ist: 


und auch: 


Ersetzt man hier a und a’ durch die Ausdrücke (23) und (23), 
und achtet auf die Gleichung n sini — n’sin?', so folgt: 
nAw  n'Aa n' | sin À — sin 4’ 


d'A  aA Rain cos u 


+ cotg (£ — +) (cos À — cos À”) tg u — (sin i — sin ?’) l 
oder in Rücksicht auf die Beziehung 4— 4 — 5—5': 
nda  n'Ja 2n' .. ÀA—1 {eo 1+ 71 


AT aA  Rsnicoœu 2 


Eu 


— COS L COS (5 )— cotg (E— 4) sin re sin} 


Multipliziert man hier noch mit 
Lady La n4’, 
nn h H nn h H 
und achtet auf die Gleichung (21), so ergiebt sich: 
Aaron 4 2 _A , 2-1 
n'hH' nhH  nRsnmisinu H 2 


{sin (£ — y) Ce — COS L COS ee )co8(—v)sinusin HE 


Um den Klammerausdruck der logarithmischen Berechnung 
bequem zugänglich zu machen, erinnere man sich an die Beziehung 


i—A= NV = 7 
und fübre die HülfsgrôBen f, F, g, G ein nach den Gleichungen: 
2 sin Can 2 ne . ul 


2in( 2 E) — fcos F, 2 sin EI CÉ L ÿ sin G. 


= gain G 
(28) 
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Dann geht die Klammer über in den Ausdruck: 
+/fgsin(G—F+6-— 7). 
Setzt man nun noch: 
A Nr ue 
(29 a) Q — lg 2sin—— sin (G—F+6— 4), 
benutzt die frühere Bezeichnung der Strahlinvariante 
J = nRsinisinwu 
und bemerkt, da gemäf den Gleichungen (26): 
Aa’ Aa, 


PS: n,h,H, 
ist, so erhält man die Differenzenformel für die Schnitt- 
weiten: 
Aa, Ja ___ Q 
10) RAIDS nh HAE, 47 
Es erübrigt nunmehr noch eine entsprechende Formel für die 
Schnitthôühen zu bilden. 
Es ist gemäB (24): 


ae 460 
has h: 
oder : 
mt AA Put A Hd, 
RAID de DR dR 
run lier, ne D Pie en 
und mit 4 == FE multipliziert : 
30 He Me Ahiyye 14h78 Es -$) 
(80) let ner AMPSANTRI REA h, ha}: 


womit die Differenzenformel für die Schnitthôhen ge- 
bildet ist. 

Specialisierung auf axiale Strahlen. Hat man es 
mit einem Strahl zu thun, der in einer durch die Axe des Systems 
gehenden Ebene verläuft, so ist uw — O0 und es folgt aus den 
Gleichungen (28): 


PENSE ap} En je 2 V3 sin (HE TE). 
Dividiert man nun die Gleichung (29) durch 


a a, 


+ er vs — cotg u sin (£ —) 
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und setzt dann uw — O0, so erhält man: : 


40, Aa 4 À in L sin 1+1'+7 An 1-1 
n'a H, naH nRsini H LS 2 2 
oder, da für u — 0 nach (23): 
e . e > 
HSE L sin 4, Fee = sin 4 — sini,, 
ist : 
ni ni ad ttt ques AA ERA 


H, H Has 2 


Das ist die Kerbersche Differenzenformel, als deren 
naturgemäBe Erweiterung unser allgemeines Formelsystem erscheint. 


Zusammensetzung beliebig vieler brechender Flächen. 


Während bisher immer nur der Uebergang von einer auf die 
folgende brechende Fläche betrachtet wurde, wollen wir jetzt den 
Strahl durch das ganze optische System hindurch verfolgen. Die 
Flächen des Systems môgen die Indices 1, 2,....uw erhalten. Um 
unmittelbaren AnschluB an die bisherige Bezeichnung zu gewinnen, 
haben wir den GrôBen, welche sich auf den Zwischenraum zwischen 
der » — {t* und der »** Fläche beziehen, den Index » oder einen 
Accent verbunden mit dem Index » —1 zu geben. 

Die Differenzenformeln (29) und (30) werden allgemein lauten: 


EL Aa, Q, 


En Nyts loss en 5 n,a, H, 7 4J? 
Ah, JE © He, . 44 
Go v+1 h, À, his ÿ h, } 


Sammiert man durch das ganze System hindurch, so erhält man: 


Ja Aa ne 
33 ne nn Re NES Sp RUES ne F 
COR Ma han an ME — 4) 2 
4h dh ÉTEHe (4a 4a 
34 SC RSS y (ee e). 
( hou h, À, 4, LA h, 


Die erstere Formel giebt unmittelbar die Aende- 
rung der letzten Schnittweite durch die Aenderung 
der ersten und die Summe der Q, ausgedrückt. Jedes 
einzelne ©, stellt den Beitrag der betreffenden 
Fläche zu dem entstehenden Gesamtfehler dar. 

Für die zweite Formel empfehlt sich noch eine Umordnung 
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Ordnet man die Summe zunächst nach den Werten 
sich die Koeffizienten : 


Fe , 80 bilden 


LA 


Pr Es (He 
IS 7h ) CRE À, À, ; 
se k H H, 
C, — I pee +, C. : = =" 
um ste de U+ : 


und es schreibt sich: 
PPT Aa, RECU 7 € 
"2, ( NT ) 7 1 


hs La h, 
Drückt man nun die Ja, nach der Differenzenformel (31) mit 
Hülfe der Q, aus, so ergiebt sich: 


AIM à (Es. Se.) 


v 


v=1 À, hu h, 
(a Aa, 
no us re ne “D + Qu 


Ordnet man nunmehr diese Summen nach den Q, um, so bilden 
sich die Coeffizienten : 
D, = Nu Hu Casa B= SE ut H UH Cou + Nu A, Cu ie 
B,=n,, Hu Contn, H C.+:.n H, 0, 
oder allgemein: 
u+1 
+ >> n, 1h C, 


v+1 
und damit folgt: 
ua AE D. D, de 


Hiermit ist auch die do as der erkes Schnitt- 

hôhe durch eine Summe dargestellt, die nach den 

Beiträgen B,Q, der einzelnen Flächen geordnet ist. 
Die Berechnung der Coeffizienten B,, die, wie betont sei, nur 

aus Daten der GaufB’schen Abbildung des Systems zusammengesetzt 

sind, kann noch durch Umformung der C, erleichtert werden. 
Man setze: 


dann ist 
CRT Heure 
naHiCse=tn;D:T, Ti 
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Dieser Ausdruck gilt für » — 2 bis » — u. Für » — 1 und 
v = w+1 hat man: 
nHC = -n HT, Nu 4,5 Cum = Nu H 4 Te. 


Einleitung der Rechnung. Schnittpunkte mit den 
Gauss’schen Bildebenen. 


Wir wollen, was keine Spezialisierung bedeutet, den Objekt- 
punkt in der Vertikalebene annehmen und wollen als Hauptebene, 
deren Schnittpunkte mit dem Strahl wir verfolgen, ebenfalls die 
Vertikalebene wählen, also y — O0 setzen. Die Coordinaten des 
Objektes seien : 


= MEFA;, JE T,, 2 = 0. 


Die Durchrechnung nach den Formeln der Gauf’schen Dioptrik er- 
giebt dann die Lage der angenäherten Gauf’schen Bilder dieses 
Objekts nach jeder Brechung. 

Da der Schnitt eines Strahls, welcher durch den in der Ver- 
tikalebene liegenden Objektpunkt geht, mit der Vertikalebene eben 
der Objektpunkt ist, so gilt für den Strahl, den wir zur verfolgen 
haben : 

de À, Jp À. 


Wählen wir den Proportionalitätsfaktor der GrôBen H so, daf 
H, = Y, wird, 80 ist 
40, = 0, 4h, = 0, 


Die aus den obigen Formeln hervorgehenden GrôBen Ja, 
und Zh,,, bedeuten dann direkt Abweichungen von dem durch 
das ganze System entworfenen GauB’schen Bilde. 

Will man, wie das in Praxis meist erwünscht ist, die Schnitt- 
koordinaten Y,,, und z,,, mit der letzten GauB’schen Bildebene, 50 


hat man in Analogie zu den Gleichungen (9) offenbar : 
Yurs = hu COS V— das, 8 Tu COS mu, 
Lun = hu Sin Y — ZA, TS Tu, Sin mu, 
oder für # = 0 und y,,, = Yu + dy = His + dy êuu 


= Zu + du, = 44,,, als Correctionen der Gau$’schen 
Bildkoordinaten 


dYyn = Ahuys — Doug À Tous COS Tuss 
din = — AG D T,+s SN Tu 


und daraus unter Einführung der Invariante J und der Beziehung 
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J s : 
me ñ# sin t sin (# — x): 
p” L 1 Julie, coter, 1 J 240, 
+1 La - rs TT Pa SN QT ES 
sin Tu sin Tux Nat his cos Tai Nuxs lus 
1 J Aa, 
42 HUE fe 


COS Tags ui Murs 


Es soll nun noch folgende letzte Aenderung des Verfahrens 
eintreten. Nach der bisherigen Verabredung müfte H, — Y, ge- 
setzt und daher für jede neue Entfernung Y, des Objekts von 
der Axe ein neues System von GrüBen H gerechnet werden. Nun 
sieht man aber, daf sich die Gleichung (33) überhaupt nicht ändert, 
wenn man alle GrôBen ÆH mit einem beliebigen Faktor P multi- 
pliziert und da in Gleichung (35) nur der Faktor P hinzutritt. 
Wäbhlen wir daher den Faktor P so, da H,,, = 1 wird, so ist 
alles wieder in Ordnung, wofern wir nur die rechte Seite von (35) 
mit dem ursprünglichen Werte von H,,,, nämlich der Gauf’schen 
Koordinate des Bildpunktes Y,,, multiplizieren. Auf diese Weise 
ist im folgenden verfahren. 


Gang der Rechnung und Rechenschema. 


1. Um eine Anzahl windschiefer Strahlen durch das System 
zu verfolgen, ist zuerst die Gauf’sche Durchrechnung des Systems 
vorzunehmen nach den Formeln: 


(2) = (4-7) 
AUOT AE 


À, = AD, . EE Er 
v+1 v 1 
Dabei sind die Grüfen T rückwärts zu rechnen mit 7, — Ai 


u 
beginnend. 

Es sei in Bezug auf die Bezeichnung wiederholt, daf das 
System aus uw Flächen mit den Indices 1,2,...u bestehen soll, 
daB die GrôBen À die Schnittweiten vom Krümmungsmittelpunkt 
an gerechnet bedeuten, daf À positiv zu zählen ist, wenn der 
Schnittpunkt vor dem Krümmungsmittelpunkt (im Sinne der Licht- 
bewegung) liegt, und daf der Radius R positiv gerechnet ist, 
wenn die Fläche gegen das einfallende Licht konvex ist, daf 
schlieBlich D, der Abstand der Kriümmungsmittelpunkte der Flächen 
y—1 und » und », der Brechungsindex zwischen diesen Flächen ist. 
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2. Im AnschluB an diese Rechnung, welche ohnehin in jedem 
Falle ausgeführt werden würde, sind die HülfsgrôBen zu rechnen: 
E,=n,D,T,T. fürv—2,...u; Eu=nulT 


u+1 
und die Grüfen B, nach der Rekurrenz: 


BE, _ B,+E, 
mit : 


beginnend. 

8. Nun werde der Strahl, den man zu verfolgen wünscht, 
in folgender Weise festgelegt. Man suche seinen Schnittpunkt 
mit der axennormalen Ebene, die den der obigen Gauf’schen 
Durchrechnung bereits zu Grunde gelegten Abstand À, vom 
Krümmungsmittelpunkt der ersten Fläche hat. Passend wird man 
für diese Ebene von vorne weg die Objektebene, für den Schnitt- 
punkt also den Objektpunkt wählen. Der Abstand des Schnitt- 
_punktes von der Axe sei Y,. Das ganze System denke man 50 
um geine Axe gedreht, da8 der Schnittpunkt vertikal über die 
Axe zu liegen kommt. Die Richtung des Strahls werde dann 
noch durch die sphärischen Coordinaten +, und x, festgelegt. Es 
bedeuten dabei +, den stets positiv zu wählenden Winkel des 
Strahls mit der xæ-Axe, x das Azimuth des nach rückwärts ver- 
längerten Strahls, and es sei x — 0 für die Richtung der + Y-Axe, 
x — 90° für die Richtung der +Z-Axe. Die Seidel’schen Be- 
stimmungsstücke U, und 6, folgen aus den Formeln: 


Y,— A,tgr,cos x, — U,cosé, 
À, gr, sinx, = U sinf,. 


Ist das Objekt unendlich entfernt, so pflegt man aufer der Rich- 
tung r,, x, des Strahls die Schnittkoordinaten mit der Tangential- 


ebene im Scheitel der ersten Fläche anzugeben, welche Y,,Z, 
heifen môgen; in diesem Falle folgen U, und £, aus: 
Y,—R,tgr,cosx, — U,cosé, 
Z,—R,tgr,sinx, — U,siné,. 
Nunmehr folgt die Durchrechnung des Strahls durch das 
ganze System nach dem Seidel’schen Schema: 
sin À, — —sint, COs (£,— x,) 
sing,cos À, — sint,sin(£,—x) 
COS, COS À, — cos, 
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— U, cos 1, 
gni= 
L4 
L . LU ., 
n,sini = n,,sint, 
ri k 
1, — À, — 3, — À, = 1, 
Te E, sin i, 
cos À! 
sin À, — —sin Ty41 COB (8, FY T1) 
4 l . C2 
sinu,cos À, —  sinr,,,sin(f,—#x,,,) 
COSu, COS À, — Cosrt,., 
15 ! 
Us, cos (6, —7,,,) = U,cos(é, —x,,,) — D, tg x, 
U,., sin (Ge Fo A) = U,sin (5e 41). 


Durch die Forderungen, daB die GrôBen U positiv, die Winkel 
,u,i,t zwischen + 90° liegen, sind alle Willkürlichkeiten in diesem 
System beseitigt. Bei der üblichen Durchrechnung unterbleibt 
das Aufschlagen des Winkels u, der jedoch in unserm Falle für 
die weitere Rechnung benôtigt wird. 

In Bezug auf Kontrollen und Ausnahmefälle sei auf die aus- 
führliche Darstellung in dem Handbuch der angewandten Optik 
von Steinheil und Voit p.238 verwiesen, wobei nur der oben er- 
wähnte Bezeichnungswechsel zu beachten ist. 

Der Unterschied gegen das übliche Verfahren 
besteht darin, daf die Durchrechnung des vorstehen- 
den Systems nicht mit derjenigen Stellenzahl zu er- 
folgen hat, in der man den Gang des Strahles zu 
kennen wünscht, sondern nur mit derjenigen, in 
welcher man die Kenntnis der Abweichungen vom 
Gauf’schen Strahlengang verlangt. 

4 Die Berechnung dieser Abweichungen geschieht 
auf Grund der GrôBen, welche die bisherige Rechnung geliefert hat, 
folgendermafen. 

Aus den Gleichungen: 


2sin(#Tke) —1f-s10 7, 2oin tete te = g,sin G, 
ein (#4) er f, cos Lu ein TR Re = 4,008 G, 


bestimme man f,,9,,F,, G@,. Als Kontrolle dient die Gleichung: 


! 
nue ete = Lo entr, -0). 


Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse. 1907. Heft 5. 38 
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Man rechne weiter : 


À . À,—À . 10 
Q, = 2sm j sin +6, -F) 


y 


MS Q, NS QB,. 


V1 


Dann sind die Abweichungen des Strahlschnitts mit der GauB’schen 
Bildebene vom Gauf’schen Bildpunkt : 


DER 
dun = 5 COR Ty — 
+1 u+1 C ; 
4cosr,,; 4sinv,,, Sn x, 
sy M 
+1 NAT ES 
&cos t,,, 


Schlusshbemerkungen. Hülfstafeln. 


Das vorstehende Verfahren verkürzt die Rechnung, wenn die 
Verringerung der Stellenzahl bei der Durchrechnung des Seidel’- 
schen Schemas (No. 3) mehr Zeit erspart, als die Durchrechnung 
der Formelsysteme unter No. 2 und 4 erfordert. Ob dies der 
Fall ist, hängt von der GrôBe der vorkommenden Strahlneigungen 
und der verlangten Genauigkeit ab. Doch wird sich die Rechnung 
nach den neuen Formeln auch unter Aufwand etwas grôBerer 
Rechenarbeit lohnen, sobald man auf die Kenntnis des Beitrags 
der einzelnen Flächen zu den Abbildungsfehlern Wert legt, 
welche durch die GrôBen Q, und Q, B, vermittelt wird. 

Es empfehlt sich bei der Durchführung der Rechnung alle 
diejenigen Winkel, welche für paraxiale Strahlen klein werden, 
nämlich 5, À, u, und , von vorne weg in absolutem Maf zu 
rechnen und nur für die den ganzen Umkreis durchlaufenden 
Winkel x, 6, F,G die Zählung nach Graden, Minuten und Sekunden 
beizubehalten. Für die ersteren Winkel ist dann die übliche 
Tabelle der Logarithmen der trigonometrischen Funktionen bis zu 
: Winkelwerten von 30° zu ersetzen durch die beifolgende Tafel. 

ÉA 
sin æ COS Z 
Funktion von logsinx, in ihrem zweïten Teil dieselben beiden 
GrôBen als Funktion von log x und von log 2x, und zwar in Ein- 
heiïten der 4. Dezimale. Man sieht unmittelbar, wie mit Hülfe 
dieser Tafel der Uebergang von dem in absolutem Ma gezählten 
Winkel zu Sinus und Kosinus und durch die Differenz der beiden 


als 


Dieselbe giebt in ihrem ersten Teil log und log 
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æ 
sin æ COS 
Die Spalte log 2x ist eingefügt, weil in den obigen Formeln üfter 


Kolumnen log und log auch zur Tangente môglich ist. 


von dem Winkel y — 2x auf die Funktion 2 sin _ — 2sinx 


überzugehen ist, was durch Multiplikation mit dem Faktor 
Re ? sin x 
== geschieht. 
y z 


38* 


1 
. 1 log & | log?2x | log log cosæ 
logsinæ | log | lg “3 
D dan) ENR SMe En re AE 1 2 
8.5000 1 3 | 86000 | 89010 1 3 
86000 ù 5 | 87000 | 9.0010 2 : 
{ S.7000 - DNS 000 0 1010 3 9 
8.SU00 È 14 8.9000 | 92010 Gta 14 
5 9000 . 22 | 9.0000 9.3010 | He] 22 
CAUUUUES) d 21 9.0200 9.3210 8 24 
9.0200 5 2e 9.0400 9.3410 9 26 
9.0400 9 : 90600 | 93610 10 29 
9.0600 | 10 32 | 90800 | 93810 10 32 
9.0800 10 5 9.1000 | 9.4010 11 35 
9.1000 | 11 2e 91200 | 9.4210 13 38 
9.1200 I | 42 | 01400 | 9410 14 42 
A ARS “er 9.1600 | 94610 15 46 
9.1600 17 : 50 9.1800 9.4810 17 . 
9.1500 ‘ 55 | 9.2000 | 9.5010 18 | 55 
Y.2000 A 1 (02200 | 96210 20 60 
9.2200 20 61 te 54 22 66 
SE ; 67 9.2400 9.5410 
9,2400 22 À 92600 | 9.5610 24 72 
9.2600 24 6 92800 | 95810 26 79 
92S00 | 26 à 93000 | 96010 29 2 
9.3000 | 29 9 3200 9.6210 32 95 
9.3200 32 ER 35 105 
9,3400 . Le 9 3600 9.6610 39 115 
ee : 129 | 93800 | 9.610 43 126 
PA RS EU 9.4000 | 9.7010 | 46...) 7158 
PEUT UT 4 94100 | 9.7110 48 145 
7 94100 49 1 di 9.4200 9.7210 50 152 
94200 51 15 | 94300 | 07810 53 159 
9.1400 “ ve 9.1500 | 97510 58 175 
9.1500 59 189 | 94600 | 9:r610 60 183 
9.4600 62 He 94700 | 97710 | G3 | 192 
400 een, 66 re 94860 | 97810 |  G6 201 
9,4500 su | ne 1 0 1900 9.7910 | 69 211 
Are LU RIENT ET 
EAN ne Jon D SOI0 TEA] 221 
SR ue Lots à 9.5100 | 98110 76 .. 
9.,5100 79 EU ] 0 6000 9 &210 80 243 
95200 53 2 83 254 
9.5300 RES à AD De Ho 0 87 266 
9.5400 91 ue a 200 [ES S510 92 279 
9,5300 96 292 | SEE 98610 96 293 
9.5600 100 Un: à TOO EDS 7 LOU TE O0 307 
9.5700 105 5 | no ns 105 399 
NS SE … ; 95900 98910 110 T 
Et VI a = 5 9.650001 9,9910 | 115. ee 
96000 122 | LKR a 113 362 
 — Dz I 354 1. 9.6030 9.9060 = 
TR LL 96100 | 99110 121 311 
9,6100 128 304 | n Aa 9 9160 124 350 
9.6150 151 404 | te TON 127 389 
96200 135 es ah pe 9 9260 130 398 
9.6250 135 l 420 n ee 9 9310 133 405 
9.6300 141 a: 9.6350 99360 | 136 418 
DD TPE exifete a Que 139 428 
9.6400 Le . : 06150 | 99460 142 438 
HR de . 600 00810 A cd 
SH000 Mae Ge 9.6550 | 99560 149 ik 
9.655350 : 160 (ie é oet 9 9610 152 470 
96600  ! 16.4 Eu il 9 pee 9 9660 156 452 
9.6650 LG) saone déron VO on710 Le. 100 494 
ec is LE ra 9.6750 | 9.760 163 506 
9. 6600 182 565 | 0.600 | 99810 167 
9.05 = 685 9.9860 171 
9.6850 136 580 9.6850 | 9. 175 543 
9.69 191 596 9.6900 | 9.9910 < 5 
9.650 196 | 612 | 96950 | 9.9960 179 556 


)25 7 153 570 
9.7000 201 628 | 9.7000 0.0010 | 3 | 


Beiträge zu der Lehre von der Luftelectricität. 
Von 
Eduard Riccke. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 26. Oktober 1907. 


V. Ueber die Zerstreuung in gleichmässig bewegter Luft. 


1. In einem Aufsatze mit dem gleichen Titel!) habe ich 
früher gezeigt, daB die Zerstreuung, welche die electrische Ladung 
einer Kugel in der Luft erleidet, von der Bewegung der letzteren 
in gewissen Grenzen unabhängig ist. Die Richtigkeit des Satzes 
ist von H. Schering in seiner Dissertation experimentell be- 
stätigt worden. Ich hatte von vornherein vermutet, daf dem 
Satze eine weiterreichende Bedeutung zukomme; in der Tat hat 
sich die Unabhängigkeit der Zerstreuung von der Geschwindigkeit 
der Luft auch bei den von Gerdien und von Schering zur 
Leitfähigkeitsbestimmung construierten Apparaten herausgestellt. 
Die Versuche von Schering besitzen ein besonderes Interesse, 
weil sie die ersten sind, bei denen eine Registrierung der Leit- 
fähigkeit erreicht wurde; es war mir daher von Interesse, die 
Versuchsanordnung auch von theoretischer Seite zu untersuchen. 


2. Als Zerstreuungskürper dient ein horizontal ausgespannter 
Draht, den wir als unendlich lang betrachten wollen. Eïinen 
Punkt O desselben machen wir zum Anfangspunkt eines recht- 
winkligen Coordinatensystems, dessen X-Axe horizontal nach rechts, 
dessen Ÿ-Axe nach oben gehen soll. Die Luft strôme in der Rich- 
tung der negativen X-Axe mit der Geschwindigkeit 1. Der in der 
Richtung der Z-Axe liegende Draht trage auf der Längeneinheit 
die Ladung — 7; die electrische Feldstürke in der Entfernung > 


1) Beiträge zur Lehre von der Luftelectricität. IT. Ueber die Zerstreuuux 
in gleichmäBig bewegter Luft. Nachr. d. K. Ges. d. W. zu Gôttingen, 1105. 
Annalen d. Phys, 1903, Bd. 12, $. 52. 
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von der Z-Axe ist dann: — Le ihre Componenten nach den 


Richtungen der X- und der Y-Axe sind: 
x y 
ren md 2m fe 


Verstehen wir unter c die Lichtgeschwindigkeit, unter U die ab- 
solute Beweglichkeit der positiven Ionen, so gelten für die Ge- 
schwindigkeitscomponenten eines positiven Ions in den Richtungen 
der X- und der Y-Axe die Gleichungen: 


dx 


x 
Fe — —u—2cUn.-x, = = —2cUn--x: 


Man kann sie auch auf die folgenden Formen bringen: 


A Lo RER 
l 159 x dt 14 x 
x° a 
dx Ô y dy _ Ô y 
= uv + 2eUnaretg Ÿ, D (uv +2cUnarctg d. 


Die Strômungslinien der positiven Ionen sind somit gegeben durch 
die Gleichung: 


uy+2cUnarctg Ÿ 10 


Wir bezeichnen den Winkel, den der Leitstrahl r mit der X-Axe 
einschlieft, durch y; dann ist: g@ — arctgT. Wir setzen ferner 


die Constante C — 2cUna; wir erhalten dann die verschiedenen 
Strômungslinien, wenn wir dem Winkel « alle môglichen Werte 
von 0 bis c erteilen. Die Gleichung der Strômungslinien kommt 
jetzt auf die Form: 


uy = 2cUn(a—). 


Das System der Linien ist natürlich symmetrisch zu der XZ-Ebene. 
Für die Linien eines Halbraumes liegt @ zwischen den Grenzen 
O und x. So lange « kleiner als x, wird y — 0 für g — «. Die 
entsprechenden Strômungslinien enden in der Z-Axe, die auf ihnen 
bewegten Ionen gelangen auf den Draht. [st « grôsser als x, 80 
wird y nicht mehr gleich 0, die Strômungslinien gehen nicht mehr 
durch die Z-Axe, sie werden nur nach der XZ-Ebene hin von der 
ursprünglichen Richtung abgelenkt; die auf ihnen bewegten Ionen 
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erreichen den Draht nicht. Für g — 0, in unendlicher Entfernung 


vor dem Drahte sind die Werte von y gegeben durch 2eme. 


8. Nach dem vorhergehenden sind alle Ionenbahnen, welche 
in der Z-Axe endigen, eingeschlossen zwischen zwei zur XZ-Ebene 


parallelen Ebenen, deren Abstand von der XZ-Ebene gleich 2xcy su 


ist. Alle Ionen, die aus der Luft auf ein Stück des Drahtes von 
der Länge ? gelangen, sind somit in einem Kanale enthalten, der 
in sehr grosser Entfernung von dem Drahte den Querschnitt 


aremt © besitzt. Das Volumen der Luft, die in einer Secunde 


durch den Querschnitt des Kanales hindurchstrômt, ist gleich 


4x cnlU; verstehen wir also unter N die Zahl der positiven Ionen 
in der Volumeinheït, unter & das electrische Elementarquantum, 
so ist die Menge positiver Electricität, die sich in einer Secunde auf 


der Länge ? des Drahtes niederschlägt, gegeben durch AxcnleN U. 
Ebenso grof ist natürlich der Verlust, den die negative Ladung 
des Drahtes in einer Sekunde erleidet. Bezeichnen wir die ge- 
samte Ladung des Drahtes auf der Länge ? mit e, den Ladungs- 
verlust in der Secunde mit de, so ergiebt sich die Formel: 


. = AnceNU. 


Ebenso bei positiver Ladung des Drahtes: 


=. — AnceNV. 


Die Formeln sind dieselben, wie die früher bei der Kugel ge- 
fundenen; sie zeigen, daf die Zerstreuung auch bei einem Drahte 
von der Luftbewegung unabhängig ist. 

4. Der Beweis für die allgemeine Gültigkeit des Satzes läft 
sich folgendermassen führen. Einen beliebigen Conductor, der eine 
negative Ladung besitzen môûge, ersetzen wir durch ein System 


discreter electrischer Massen, —",, —,, —",, ....  Bezeichnen 
wir ibhre Entfernungen von einem beliebigen auferhalb des Con- 
ductors liegenden Punkte mit d,, d,,d,,..., so ist das Potential 


des Conductors gegeben durch: 
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Hat die Luft wieder eine constante Geschwindigkeit u in der 
Richtung der X-Axe, so ergeben sich für die Geschwindigkeiten 
der positiven Ionen die Gleichungen: 


dx Ôp dy Ôœp de ôp 
ee on nie ie 0Y 7 A UP NEO 
dx ] cUn 

MO 


Aus der letzten Form der Gleichungen folgt der Satz: Die Strô- 
mungslinien der positiven Ionen sind identisch mit den Kraftlinien 
in einem ursprünglich homogenen electrischen Felde von der In- 
tensität —u, welches durch die Einlagerung der Massen 


— cUn,, mi cUm;, — CUn,, 


gestôrt wird. Nach einem bekannten Satze ist aber die Zahl der 
in einem elektrischen Massenpunkte endigenden Kraftlinien gleich 
4x multipliciert mit der Ladung jenes Punktes. Die Gesamt- 
zahl der in den electrischen Puncten des Systems endigenden 
Kraftlinien ist somit: 


Q = —-A4xcU. Sn. 


In sehr grofer Entfernung von dem Conductor sind die Kraft- 
linien parallel der X-Axe, durch die Fläche von 1 gc gehen u 
Kraftlinien hindurch; somit entspricht einer Zahl von Q Kraft- 
linien ein Querschnitt von Q/u gc. Nun entspricht aber jeder in 
einem electrischen Massenpunkte endigenden Kraftlinie eine eben- 
solche Strômungslinie der positiven Ionen; in grofer Entfernung 
von dem geladenen Conductor erfüllen also die Strômungslinien 
einen Cylinder, dessen Querschnitt gleich Q/u ist. Das Luft- 
volumen, welches in einer Secunde durch diesen Querschnitt strômt, 


ist gleich Q, seine positive Ionenladung gleich QE. Ebensogroh 
ist die Abnahme de, welche die negative Ladung des Conductors 
in der Secunde erleidet. Wir erhalten also 


de = AncUEN. D .7, 


oder, wenn wir unter e wieder die Gesamtladung des Conductors 


verstehen: 
Le — —A4rcUeN À 
dieselbe Formel, wie in den früheren speciellen Beispielen. Vor- 


ausgesetzt ist dabei, daB die Strômung der Luft selbst durch die 
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Gegenwart des Conductors nicht merklich gestôrt wird; diese 
Bedingung würde practisch dadurch zu erfüllen sein, daf man 
den Conductor aus einem Drahtnetze herstellt. In einfachen 
Fällen, bei der Kugel, dem unendlich langen Cylinder, wird der 
Einfluf auch theoretisch zu verfolgen sein. 

5. Setzt man die Unabhängigkeit von der Geschwindigkeit 
der Luft als gegeben voraus, so kann man schliefilich die allge- 
meine Gültigkeit des Zerstreuungsgesetzes noch in der folgenden 
Weise zeigen. Wir nehmen an, der wiederum negativ geladene 
Conductor befinde sich in ruhender Luft. Wir betrachten eine 
Fläche, auf der das Potential den constanten Wert 9 — C besitzt. 
Auf der Fläche grenzen wir ein Element do ab, dessen innere 
Normale mit # bezeichnet werde. Die nach innen gerichtete 
electrische Kraft ist gleich — 2 somit die Geschwindigkeit, mit 
der die positiven Ionen in das Innere der Fläche einstrômen, 
gleich — eue. Die Menge von positiver Electricität, welche 


von den Ionen in einer Secande durch das Element do in das 
Innere der Potentialfläche hineingeführt wird, ist dann: 


en 
on 


und die durch die ganze Oberfläche einstrômende Electricitäts- 


menge : 
— — cUEN AE d do. 


Bezeichnen wir mit e die Ladung des Conductors, so ist nach 
einem bekannten ‘Satze: 


Are — (ét 
on 


Wir erhalten daher für die Menge der durch die Potentialfläche 
einstrômenden Electricität den Ausdruck: 


de — —AxcUsNe. 


Der Wert von de ist für alle Potentialflächen derselbe, also auch 
derselbe für die Oberfläche des Conductors. de giebt somit auch 
die Abnahme, welche die negative Ladung des Conductors in der 
Secunde erleidet. Für diese gilt also ganz unabhängig von der 
Form des Conductors die Gleichung : 

de 


+ 
rs — 4ncUEN. 


Ueber den Spannungsabfall in der positiven 
POSER nach Beobachtungen von Heinrich 
Schwienhorst. 


Von 
Eduard Riecke. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 23. November 1907. 


1. Herr Schwienhorst hat in seiner Dissertation!) den 
Spannungsabfall in der positiven Lichtsäule in seiner Abhängig- 
keit von Stromstärke, Druck und Rôhrenweite untersucht. Die 
Drucke wurden mit der Quecksilberluftpumpe nach der von Hagen 
angegebenen Methode bestimmt. Bei einer Neumessung der Di- 
mensionen der Pumpe stellte sich ein Fehler in den früheren 
Messunger heraus; in Folge davon sind alle in der Dissertation ge- 
machte D:uckangaben um einen konstanten Faktor zu klein. Dieser 
Umstand veranlafte mich, die Messungen des Herrn Schwien- 
horst von neuem in einer etwas anderen Weïse zu berechnen; 
die Resultate der Rechnung môügen im folgenden mitgeteilt werden. 
Mit Bezug auf das Beobachtungsmaterial selbst verweise ich auf 
die Dissertation. Die Beobachtungen beziehen sich auf 6 Rôhren, 
welche der Reïhe nach die folgenden inneren Querschnitte und 
Durchmesser besitzen: 


Rôbre: 1: II III IV V VI 
Querschnitt: 158,3 41,8 5,73 8,74 8,02 0,80 qmm. 
Durchmesser : 1,420 0,730 0,270 0,218 0,196 0,101 cm. 


Die Stromstärken stiegen von etwa 0,2 bis 4 Milliamper; die 
Drucke von 0,7 bis gegen 10 mm. 


1) Heinrich Schwienhorst, Experimentelle und theoretische Unter- 
suchungen an der positiven ungeschichteten Lichtsäule. Gôttingen 1903. 
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2. Für jede einzelne Rôhre wurden zuerst die den verschie- 
denen Drucken entsprechenden Werte des Spannungsabfalles f 
durch Ausdrücke von der Form 


E — A— Bi 


dargestellt. Einzelnen Beobachtungsreihen würde man allerdings 
durch einen quadratischen Ausdruck besser entsprochen haben, im 
Interesse der Einfachheit und Einheitlichkeit wurde darauf ver- 
zichtet. Die Berechnung der Konstanten À und B erfolgte nach 
der Methode der kleinsten Quadrate. 


8. Die Konstanten À und B sind bei jeder einzelnen Rôühre 
Funktionen des Druckes. Es zeigte sich, daB sie durch lineare 
Funktionen von der Form 


À = a,+4,p, B = 6,+86,p 


dargestellt werden konnten. 

Was die Berechnung des Druckes anbelangt, so ist zu be- 
merken, daf alle in der Dissertation des Herrn Schwienhorst 
gemachten Druckangaben mit dem Faktor 1,066 zu multiplizieren 
sind, um den Druck in mm zu erhalten. Die Konstanten «,, «,, 
B,, B, wurden wieder nach der Methode der kleinsten Quadrate 
berechnet. Die Resultate der Rechnung sind in der folgenden 
Tabelle zusammengestellt. 


Rôühre œ LA B; B; B 
107,54 000 23 990 1,40 00 1,86 7142 
II 25,94 24,84 +0,33 2,14 2,29 
III 35,07 29,26 +0,89 3,44 3,61 
IV 3410 30,80 —0,69 4,24 3,77 
V26.97 24080 55 IE 6920 4 70 0 8,87 
VI 5829 3154 —1,34 6,86 4,71 


Die hôheren Drucke von 7,50 —8,36—9,55 mm sind bei dieser 
Berechnung nicht mitberücksichtigt worden. | 

Die Tabelle zeigt, daB die konstanten B, im Vorzeichen wech- 
selnde und verhältnismäBig kleine Werte besitzen. Es lag daher 
nahe, die Formel B — f,+B,p durch die einfachere B = Bp zu 
ersetzen. In der Tat zeigte sich, daB dies müglich war ohne 
wesentliche EinbuBe an Genauigkeit der Darstellung. Die berech- 
neten Werte von B sind in der letzten Kolumne der Tabelle an- 
gegeben. Fassen wir die Ergebnisse der bisherigen Rechnungen 
zusammen, 80 erhalten wir für jede einzelne Rôhre eine Gleichung 
von der Form: 
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1) E — a,+a,p—B;i—B,pi, 
oder 
2) | E = a, +a,p—Bpi. 


Es bleibt dann schlieflich noch übrig, die Konstanten «,, «,, 
B,, B, und B darzustellen als Funktionen des Rôhrendurchmessers. 


4. Für die Konstante «, ergab sich die Formel: 
d 


a, —= O, ra . 
Da die Potenz —1 von d den Beobachtungen am besten ent- 
spricht, ergibt sich aus dem folgenden; bei der Rechnung nach 
kleinsten Quadraten liefert die Potenz — 1 die Saumme der Fehler- 
quadrate 30,4; bei der Potenz —1,2 wird diese Summe gleich 
85,6; bei der Potenz 0,8 gleich 36,3. Die Werte von a, und b, 
sind gleich 17,25 und 4,106, somit die Formel für «,: 
RER TE TRUE TL 
d 
5. Bei der Berechnung der Konstanten «, wurde der allge- 
meine Ansatz benützt: 


a, —= a,+b,d. 
Die spezielle Form 
a, — —b,34+ 30,32. d°: 
gab als Summe der Fehlerquadrate den Wert 5,385; die Formel 
a, —= 4,91+19,53.d °° 
gab eine Fehlerquadratsumme von 5,29; die Formel 
a, — 24,67.d 7%" 


endlich gab die Fehlerquadratsumme 4,82; die letztere wurde 
daher zu der definitiven Darstellung benützt. 


6. In derselben Weise wurden schlieflich auch die Konstanten 
a, B,, B behandelt. Von B, wurde angenommen, daB es von dem 
Rôhrendurchmesser unabhängig sei; sein Wert wurde gleich dem 
Mittel aus den in der früheren Tabelle enthaltenen Werten gesetzt, 
also : 
B, = —0,6b. 
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Für 8, und B ergaben sich die Formeln: 


B, — 2,06. 4%", 
B — 1,85-d-v*, 


7. Mit Rücksicht auf diese Ergebnisse erhalten wir schlief- 
Lich zur Darstellung der Beobachtungen die beiden folgenden 
Gleichungen : 


4,106 


IL. Œ— 17,25+0,66i+ 


+ 94,67 pd — 9 06 pidv4t 


IL Œ— 17,25+ se + 24,67 pa-098 _ 1 85 pid-e, 


Von der Genauigkeit der Darstellung gibt die folgende Tabelle 
ein Bild; aus der groBen Zahl von 124 Beobachtungen, welche 
der Rechnung zu Grunde liegen, sind dabei nur wenige heraus- 
gegriffen. In den mit I und II überschriebenen Kolumnen sind 
die nach den Gleichungen I und II berechneten Werte enthalten. 
Unter IIL sind Werte angegeben, die aus einer von Schwien- 
horst aufgestellten Gleichung folgen. 


Tabelle I. 


Rôhre p i € beob. I II III 
IT 0,72 2,77 46,9 47,8 46,7 62,9 
V 0,72 0,87 55,2 b7,8 57,b 75,5 
I 1,08 1,26 43,5 44,1 43,5 49,5 
III 1,08 1,42 61,1 59,2 58,8 74,0 
LL 192 0,55 73,8 69,9 69,8 78,4 
IV,251,92 2,70 81,5 74,2 74,2 90,7 
IV 2,94 1,78 101,8 108,3 102,1 116,4 
VI 2,94 8,23 112,5 102,8 104,9 114,9 
I 8,04 8,03 89,0 86,8 86,9 95,5 
V 3,54 1,02 136,5 130,4 130,0 140,8 
Le 3,96 1,b2 113,8 111,2 110,2 121,0 
VI 3,96 2,28 142,0 138,0 140,6 144,7 
I 4,91 2,50 il 0 116,1 116,8 127,7 
IV 4,91 1,08 166,5 161,6 162,7 164,3 
II 6,09 0,97 164,0 166,7 166,4 175,4 
VI 6,09 8,08 162,5 153,7 160,0 153,9 


Die mittlere prozentische Abweïichung zwischen den beobachteten 
und den berechneten Werten beträgt bei Gleichung I 4,76 ‘Jo, bei 
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Gleichung II 4,92 °; bei der Gleichung von Schwienhorst 
steigt sie auf 16,6 ‘Jo. Dabei ist aber zu berücksichtigen, daB die 
Formel von Schwienhorst Drucke bis zu 10 mm umfaft, wäh- 
‘rend bei den Formeln I und II nur Drucke bis zu 6 mm in Rech- 
nung gezogen sind. Die Stromstärken liegen übereinstimmend 
zwischen den Grenzen 0,23 und 4,06 Milliamper, die Rôhrendurch- 

messer zwischen den Grenzen 0,104 und 1,420 cm. 


8. An die einfachere zweite Gleichung 


E — œ +a,p—Bpi, 


E = 172%6+ RES 67 pd _ Bpi, 


wollen wir noch eine weitere Bemerkung knüpfen. Von vorn- 
herein liegt die Annahme nahe, daf das Spannungsgefälle un- 
mittelbar nicht von der Stromstärke abhänge, sondern von der 
Stromdichte. Man kann dementsprechend versuchen, das letzte 
Glied der Formel so umzugestalten, daB es nicht abhängt von p, 
î, d, sondern nur von dem Drucke » und der Stromdichte ÿ — 1/q, 
wo q den Rôhrenquerschnitt bezeichnet. Verstehen wir unter r 
eine noch zu bestimmende Funktion der Stromdichte, so kônnen 
wir das letzte Glied in der Form rp schreiben, und erhalten dann 
zur Bestimmung von r die Gleichung: 


= 17,25 + sud +24,67 pd ""#—E beob. 


Die Rechnung wurde in der folgenden Weise ausgeführt. Zuerst 
wurden mit Hülfe der Werte von Tabelle I die zusammengehô- 
rigen Werte von r und ÿ ermittelt. Nahe beisammenliegende 
Werte von 7 und die ihnen entsprechenden von r wurden zu 
Mittelwerten vereinigt und so die Zusammenstellung der folgenden 
Tabelle erhalten. 


Tabelle II. 

î r beob. # ber. beob.-ber. 
0,016 2,57 2,60 — 0,03 
0,284 8,67 4,28 — 0,61 
0,479 7,76 5,32 + 2,44 
0,722 6,09 6,61 — 0,52 
2,85 11,42 13,97 — 2,55 


8,85 17,16 1498 +2,18 
4,04 14,08 14,99  —0,91 
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Die berechneten Werte von r sind erhalten mit Hülfe der Formel: 
r — 2,50 +6,27 j — 0,786". 


9. Substituiert man diesen Ausdruck in Gleichung II, 50 
ergibt sich für das Spannungsgefälle die dritte Formel: 


4,106 
d 

Die hieraus berechneten Werte von € sind in Tabelle III mit 

den beobachteten zusammengestellt; benützt sind dabei dieselben 


Werte von à, beziehungsweise 7, von p und von d wie in der 
Tabelle I. 


ILE — 17,25+ + 24,67 pd" — p (2,50 + 6,27 j — 0,786). 


Tabelle III. 

Rôhre î € beob. € ber. %/0 
IIT 0,483 46,9 49,5 — 4,00 
V 0,258 55,2 56,9 — 3,08 
I 0,008 43,5 42,9 +1,88 
III 0,248 61,1 59,6 +2,45 
IT 0,013 73,8 67,1 + 9,08 
IV 0,722 81,5 80,5 + 1,22 
IV. 0,476 101,8 105,7 — 3,83 
VI 4,04 112,5 109,9 + 2,381 
I 0,019 89,0 94,5 — 6,18 
V 0,338 136,5 130,4 +4,47 
II 0,036 113,8 113,6 +0,17 
VI 2,85 142,0 131,9 + 7.12 
I 0,016 111,0 123,4 —11,17 
1244 0,289 166,5 161,3 +8,12 
I 0,023 164,0 162,9 + 0,67 
VI 3,85 152,5 166,8 — 8,72 


Die letzte Kolumne enthält die Abweïichungen der berech- 
neten Werte von den beobachteten in Prozenten der letzteren 
ausgedrückt. Die prozentische Abweichung beläuft sich im Mittel 
auf 4,30 °; die Formel III stimmt also mit den Beobachtungen noch 
etwas besser überein, als I. 

Die im vorhergehenden entwickelten Formeln geben das Span- 
nungsgefälle in Volt pro cm, wenn die Stromstärke in Milliamper, 
die Stromdichte in Milliamper pro qmm, der Druck in mm Queck- 
silber, der Rüôhrendurchmesser in cm ausgedrückt wird. 


Vergleich der Messung der Horizontalintensität 
des Erdmagnetismus in Potsdam und Cheltenham 
im Jahre 1904. 


Von 
F. Linke. 
Mit 1 Figur und 1 Tabelle. 


Vorgelegt durch Herrn E. Wiechert in der Sitzung am 23. November 1907. 


1. Die Messung der Horizontalintensität des Erdmagnetismus 
geschieht allgemein nach der Methode der Ablenkungen und 
Schwingungen. Die hierfür aufgestellten Formeln weichen nur 
unwesentlich von einander ab. Lamont hat folgende Fassung vor- 
geschlagen : 


ZA 


log Æ = log(x a) log T — 4 log sin p — 0.4343 (3 B— B')t 


02 À en D 0.4343 [1 +4 (n! + n°) s/] 
— 01861 # H(1 + 4 sin p). 


Hierbei bedeuten : 
H Horizontalintensität, 
k die sogenannte Ablenkungskonstante, 
K, das Trägheitsmoment des schwingenden Magneten bei 0°. 
e, die Entfernung des ablenkenden Magneten bei 0°, 
T die Schwingangsdauer, 
æ den Ablenkungswinkel, 
B den Ausdehnungskoeffizienten des Messings, 
B' den Ausdehnungskoeffizienten des Stahls, 
« den Temperaturkoeffizienten des Magneten, 
{ die Temperatur des Magnaten bei den Schwingungen, 
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die Temperatur des Magneten bei den Ablenkungen, 
den Stand des Variationsinstrumentes bei den Schwingungen, 
; den Stand des Variationsinstrumentes bei den Ablenkungen, 
’ den Skalenwert des Variationsinstrumentes, 
k' des Induktionskoeffizienten des Magneten. 
Um die Formel übersichtlicher zu machen, bezeichnet man 
mit 4, den Basiswert des Variationsinstrumentes, 
mit 7, die auf die Basis des Variationsinstrumentes und eine 
Mitteltemperatur reduzierte Schwingungsdauer, 
mit y, den in gleicher Weise reduzierten Ablenkungswinkel, 
mit C den Ausdruck x V LE , welcher die als unveränderlich 
(2 
anzunehmenden Konstanten enthält. 
Ferner nehme ich für das letzte Glied, in welchem noch die : 
irrtümliche Annahme enthalten ist, da$ der Induktionskoeffizient 
- bei vergrôBernder Induktion verschieden sei von dem bei ver- 
ringernder, die Potsdamer Form: 


— 0.217 &' H (1+ sin y). 
Hiernach verwandelt sich die Lamontsche Fassung in folgende: 
log H, = log C—log T, — 4 log sin y, — 0.217 &’ H (1 + sin y). 


Von diesen vier Gliedern der rechten Seite ist das erste für 
denselben Theodolithen und denselben Magneten konstant; die 
beiden mittleren ergeben sich aus der jedesmaligen Beobachtung ; 
das letzte (Induktions-)Glied varïiert so schwach mit der Hori- 
zontalintensität und dem Winkel y, das man es für ein und den- 
selben Ort als konstant betrachten kann. 

Aus der Erfahrung ergibt sich nun, daB man die drei letzten 
Glieder mit groBer Genauigkeit bestimmen kann und daB die 
Schwierigkeit der Messung allein in der Bestimmung von C be- 
steht. Es sind hierzu sehr genaue Hilfsemessungen erforderlich mit 
Apparaten, welche nicht an allen Instituten vorhanden zu sein 
pflegen. 

Das Wesen der ,Relativen Theodolithen“ besteht 
nun darin, daf C nicht durch absolute Bestimmung 
der einzelnen Faktoren, sondern durch Vergleich mit 
dem Theodolithen eines grôBern Observatoriums ge- 
wonnen wird. 

Ohne die Genauigkeit irgendwie zu verringern, erspart man 
auf diese Weise die Messung der Entfernungen des ablenkenden 
Magneten, die Messung und Berechnung des Trägheitsmomentes, 
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die Berechnung der sog. Ablenkungskonstanten mittels Ablenkungen 
aus zwei Entfernungen; ferner werden Ungenauigkeiten in der 
Bestimmung des Temperaturkoeffizienten («) und des Induktions- 
koeffizienten (4) durch teilweise Uebernahme in die Konstante C 
in ihren Wirkungen auf das Resultat abgeschwächt. Die Haupt- 
fehlerquellen werden dadurch vermieden. Ein weiterer Vorteil ist 
es, da der ,Relative Theodolith“ infolgedessen viel einfacher, 
leichter und billiger gebaut werden kann. 

2, Es kônnte eingewandt werden, daB ein leichtgebauter Theo- 
dolith sich zu leicht verändern wird. Demgegenüber kônnen als 
beste Widerlegung die tatsächlichen Ergebnisse angeführt werden. 
Sie wurden gewonnen mit einem Magnalium-Theodolithen von der 
Firma L. Tesdorpf in Stuttgart, welcher nach Angaben von 
M. Eschenhagen und J. Edler verfertigt war (s. Figur auf 
Seite 4) Er wurde zuerst von F. Bidlingmeyer auf der 
Deutschen Südpolar-Expedition 1901/1903 benutzt. Während der 
Expedition hatte sich — nach einer privaten Mitteilung von Herrn 
Bidlingmeyer — der log C des Magneten 22 um 0.00002 geändert, 
was einer Unsicherheit von ÆH um noch nicht 1 y entspricht 
(0.00002 Er A = 0189) 

mod. 

Danach wurde dasselbe Instrument 2!}2 Jahre im Samoa-Ob- 
servatorium in Apia benutzt. Die Veränderung von log C betrug 
bei Magnet 22 0.00002, bei Magnet 32 0.00000; im Mittel also 
AH = }y. Man mu das Verhalten des Theodolithen als recht 
gut bezeichnen, besonders wenn man bedenkt, welchen Strapazen 
er bei den häufigen Transporten ausgesetzt gewesen ist. Auf der 
Fabrt durch die Vereinigten Staaten von Nord-Amerika war er 
als Passagiergepäck aufgegeben; bei der magnetischen Vermessung 
von Samoa ist er tagelang von eingeborenen Trägern transportiert 
worden; alles das hat ihm ebensowenig wie Sonnenstrahlung und 
Kälte anhaben kônnen. 

Um für den Fall, daB sich eine wesentliche Aenderung der 
Konstanten zeigen sollte, die Ursache feststellen zu kônnen, sind 
zeitweise Ablenkungen in zwei Entfernungen gemacht worden. 

Es muB die Formel bestehen: 


M. 1 à fers £ 1 k à 
A, = Zn p(l+k H sing) = 57% E sin ®,(1+k' H sin ©) 
also 


GK __sin®g, 1+K'Hsin® 
Eik sing, 1+4 Hsny 
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(Mit Erlaubnis von F. Sartorius in Gôttingen.) 


PEER 


Tesdorpfscher Reisetheodolith nach M. Eschenhagen. 
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oder logarithmiert 
log sin y, — log sin ®, + log (1+ &' H sin ®) — log (1 + k' H sin ©) 
Sr 
Ek? 


wo ® und Æ für die zweite Entfernung E gelten und M das 
Moment des Magneten ist. ‘ 
ee K 
EYk 
auch an Orten mit verschiedener Horizontal-Intensität konstant sein. 

Die Zahlenwerte dieses Ausdruckes waren im Mittel mehrerer 
Beobachtungssätze : 

in Potsdam in Apia in Apia in Potsdam 
vor der Ausreise bei Ankunft vor Abreise nach Rückkehr 

für Mgt 22 0.07121 0.07128 0.07128 0.07124 
für Mgt 32 0.07108 0.07111 0.07112 0.07111 


Wenn keine Veränderungen vorgekommen sind, muf log 


3. Mit diesem Tesdorpfschen Reisetheodolithen wurde nun eine 
Vergleichung der Messungen der Horizontal-Intensität in Potsdam 
und Cheltenham ausgeführt. 

Zunächst wurden durch eine Anschlufmessung in Potsdam, 
die aus je 4 ganzen Messungssätzen mit jedem der beiden Magnete 
22 und 32 bestand, log C,, und log C,, bestimmt. Die dabei be- 
rechneten wahrscheinlichen Fehler waren für 


log C;, + 0.00000.87, ZJH — +0.88y 
log C,, + 2.85, AH = +102y 
für die ganze Messung + 1.16, 4H — +0,50 7. 


In Cheltenham wurden mit jedem Magnete drei Messungs- 
sätze beobachtet. Die mit jedem Magnete erlangten Mittelwerte 
stimmen genau mit einander überein, Der wahrscheinliche Fehler 
des Resultats beträgt: JZH = + 0.78 y. 

Die bei der Schlufmessung in Potsdam nach Rückkehr durch 
3 Messungssätze mit jedem Magneten erzielte Genauigkeit (wahr- 
scheinlicher Fehler der Resultate) beträgt für 


log C;, + 0.00000.61, 2H — +0.26y 
log C,, € 1.02, 4H — +0.44y 
für die ganze Messung + 0.53, 4H = +0.23 y. 

Obgleich die Messungen unter sich recht gut übereinstimmen, 
und damit die Gewifheit geben, da bei den Reduktionen (Tempe- 
ratur und Variation) keine Versehen untergelaufen sind, stellte es 
sich heraus, da der Vergleichstheodolith mit den in 
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Potsdam bestimmten Konstanten in Cheltenham einen 
um 35 y kleineren Wert der Horizontal-Intensität 
ergab als die dortigen Messungen. 

Ein weiterer Vergleich der H-Messung in Cheltenham und 
Potsdam wurde in Apia ausgeführt zwischen demselben Theodo- 
lithen des Samoa-Observatoriums und dem auf dem Vermessungs- 
schiff ,Galilee“ der Carnegie-Institution benutzten (Kew-Model), 
welcher an Cheltenham angeschlossen ist. Nach dem mir mitge- 
teilten Resultat ergab letzterer im Mittel H = 0.835709 cgs während 
die Registrierungen des Samoa - Observatorium H = 0.835675 er- 
gaben. Da die Differenz von 34 y fast dieselbe ist, wie die in 
Cheltenham festgestellte, kann man an einem prinzipiellen Unter- 
schiede zwischen den beiden indirekt verglichenen Observatorien 
nicht zweifeln. 

4. Es soll besonders erwähnt werden, daB stets die gleichen 
Bérechnungsmethoden und Formeln benutzt wurden und auch sonst 
auf jede Weise die Müglichkeit eines Versehens ausgeschaltet wurde. 

Um wegen der auBergewôbnlichen GrôBe des gefundenen Unter- 
schiedes so weit wie môglich eine Kontrole zu ermôglichen, sowie 
durch Vergleich der Methoden zum Aufsuchen der Ursache des 
Unterschiedes anzuregen, soll in nebenstehender Tabelle die Be- 
rechnung je einer Messung in Cheltenham und Potsdam mit Ab- 
leitung der hauptsächlichen Konstanten ausgeführt werden. 

Die obigen Resultate erübrigen es fast darauf hinzu- 
weisen, wie notwendig es ist, derartige Vergleiche von Zeit zu 
Zeit zu veranstalten, wenn man die Resultate verschiedener Ob- 
servatorien zu theoretischen Studien benutzen will Gleichzeitig 
sollte hier gezeigt werden, daB solche Vergleiche einwandsfrei 
mittels ,Relativer Theodolithen“ ausgeführt werden kônnen. 

Nach den Erfahrungen dieses Vergleichs Cheltenham-Potsdam 
würde es zu erwägen sein, ob kleinere Observatorien nicht auf 
absolute Konstantenbestimmung prinzipiell verzichten und ihre 
Messungen an ein Hauptobservatorium anschliefen sollten. Es 
genügt vollständig, wenn an 2 oder 3 solchen Hauptobservatorien 
die Konstantenbestimmung ausgeführt würde; hier aber auch mit 
aller Schärfe und nach mehreren von einander unab- 
hängigen Methoden. 


Gôtting en im Oktober 1907. 


Ueber das Verhalten und das Alter der Stôrungen in 
der Umgebung der Sackberge und des Leinethales bei 
Alfeld und Elze. 


Von 
A. von Koenen. 
Vorgelegt in der Sitzung am 7. Dezember 1907. 


Seit längeren Jahren habe ich das Verhalten von Dislokati- 
onen und den Gebirgsbau im nordwestlichen Deutschland eingehend 
untersucht und Verschiedenes darüber verôffentlicht. Verschiedene 
Fragen blieben aber noch zweiïfelhaft, so namentlich das Fehlen 
gerade der festen Gesteine des Oberen Jura auf der rechten Leine- 
seite unterhalb Kreiensen, während solche auf der gegenüber lie- 
genden Seite in groBer Mächtigkeit und regelmäBiger Folge vor- 
handen sind, ähnlich wie im Wesergebirge, während im Teuto- 
burger Walde nur einzelne Schollen von Oberem Jura erhalten sind. 

Dort konnte nun H. Stille den Nachweïs führen, da$ durch 
Stôrungen vor der Kreidezeit sehr erhebliche Verschiebungen der 
Schichten erfolgt sind, so daf sie an relativ gehobenen Stellen 
abradirt oder sonstwie abgetragen werden konnten. Da solche 
Abrasionen auch viel weiter nach Osten stattgefunden haben, un- 
terliegt keinem Zweifel, ist doch schon vor über b0 Jahren durch 
Ewald und Andere hervorgehoben worden, da8 das Hilskonglo- 
merat am nôrdlichen Harzrande vielfach abgerollte Bruchstücke von 
Ammoniten vermengt enthält, welche aus verschiedenen Schichten 
des Jura stammen, und in der Gegend von Salzgitter treten solche 
als Eisenstein entwickelte Hilskonglomerate in recht verschiedenen 
Horizonten der unteren Kreïde, im oberen Valanginien, Hauteri- 
vien, Barrëmien und unteren Aptien auf. Die Abtragungen haben 
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somit sehr lange Zeit in dieser Gegend fortgedauert und haben 
sich später an anderen Stellen wiederholt, wie z. B. die unter-se- 
nonen Eisensteine von Bülten-Adenstedt-Ilsede Konglomerate von 
Thoneisenstein- und Phosphorit-Gerôllen sind, in denen noch am 
bäufigsten Ammoniten des unteren und oberen Albien (Gault) vor- 
kommen, und es wird sich wobhl feststellen lassen, aus welcher 
Gegend diese einstmals fortgewaschen sind. 

Die wichtigsten St‘rungen, welche für die jetzige Oberflächen- 
gestaltung von besonderer Bedeutung gewesen sind, gehôren aber 
der jüngeren Tertiärzeit, dem oberen Miocän oder selbst dem un- 
teren Pliocän an, da an zahlreichen Stellen das nordwestdeutsche 
Tertiärgebirge von Brüchen der Südost-Nordwestrichtung und der 
Süd-Nordrichtung durchsetzt und gestôrt wird, wie ich schon vor 
längeren Jahren hervorgehoben habe und zuletzt noch in einem 
Aufsatze ,über scheinbare und wirkliche Transgressionen“. 

Es muB daher versucht werden, das Verhalten der zu ver- 
schiedenen Zeïten entstandenen Dislokationen zu einander klar zu 
legen, und einen Beitrag hierzu môchte ich im Folgenden liefern. 


Zwischen Alfeld und Brüggen, gegen 700 m nordwestlich von 
Wettensen, springt auf der rechten Seite der Leine das Steilufer 
nach Westen vor und läuft dann wieder weiter nach Nordwesten. 
Hier ist auf ca. 800 m Länge aufgeschlossen, ziemlich steil nach 
Nordosten einfallend: 

1. Der oberste Wellenkalk; darüber folgt an dem steilen Vor- 
sprunge 

2. Mittlerer Muschelkalk, wenig über 50 m mächtig, nahe seiner 
unteren Grenze mit ca. 4 m streifigem Gyps. 

8. Trochitenkalk und Thonplatten, verrutscht, gegen 20 m. 

4. Graue Mergel und Sandsteine (Lettenkohle?), sowie rothe 
Mergel mit Steinmergel, Gypskeuper, wohl etwa 100 m. 

5. Grauer, schiefriger Thon, vielleicht Rhätkeuper. 

6. Dunkle Thone, vermuthlich Lias. 

Darüber liegen an dem Steilhange theils vorglacialer Pläner- 
schotter und Grundmoräne, diese auch unmittelbar, theils nach 
Osten mächtiger LôBlehm. Weder der obere Muschelkalk noch 
der Keuper ist in voller Mächtigkeit vorhanden, also wohl beide 
durch eine Verwerfung abgeschnitten, wie dies ja so häufig der 
Fall ist. 

Der Trochitenkalk läft sich übrigens auch gegen 600 m weit 
pach Nordwesten verfolgen und fällt dort in einem alten Stein- 
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bluche mit 30 Grad nach Nordosten ein. In gleicher, nordwest- 
sicher Richtung, ein wenig weiter nach Osten, tritt auch an ein 
Paar kleinen Stellen unter der Lehmdecke Gypskeuper hervor s0- 
wie auch Lias, der etwa 800 m nordwestlich von dem erwähnten 
Profile eine grôBere Fläche einnimmt und ziemlich viel Thoneisen- 
stein enthält, wie dies sonst besonders bei oberem Amaltheenthon der 
Fall ist. Unmittelbar ôstlich davon waren auf dem Felde herausge- 
pflügt 

7. Oolithischer Brauneisenstein und grauer Neokomthon mit 
Exogyra Couloni, Hoplites noricus und Belemnites subquadratus, 
also Unteres Hauterivien. Bei einer Erstreckung des Thones von 
Westen nach Osten von fast 200 m kônnten auch noch hôhere Zonen 
der Neokom vorhanden sein, dann folgt 


8. Heller, mürber Hilssandstein, Unteres Albien (oder Gault). 


9. Minimus-Thon und Flammenmergel am Vorderen Hainholz 
und dann die ganze obere Kreide der Sackberge. 


* Ganz dieselbe Schichtenfolge von 1. bis 9. findet sich nun auch 
im Fortstreichen nach Südosten jenseit Alfeld am Schleeberge und 
auf der Nordostseite des nach Hôrsum führenden Thales und weiter 
über Everode bis weit über Winzenburg hinaus auf eine Erstreckung 
von nahezu 12 Kilometern, abgesehen davon, daf die obere Kreide 
nicht ganz s0 weit reicht. 


Ein Zusammenhang dieses langen Streifens mit dem oben be- 
schriebenen Profil, unter der Thalsohle der Leine fort, ist daher 
ganz wabrscheinlich, obgleich diese Unterbrechung gegen b Kilo- 
meter lang ist; mit Flachbohrungen auf den Wiesen nordwestlich 
von Alfeld ist aber auch Muschelkalk und Gypskeuper im Unter- 
grunde angetroffen worden, so daf der Zusammenhang wohl mit 
genügender Sicherheit angenommen werden kann. 


Der Streifen von Muschelkalk mit gleichem Einfallen, auf 
Blatt Gandersheim freilich meist ohne Keuper, läft sich aber mit 
geringen Unterbrechungen durch Querthäler und Lebmplatten noch 
ca. 12 Kilometer weiter, also von Alfeld an 24 Kilom. weit bis 
Dannhausen bei Seesen verfolgen, wo er sich längs einer Stôrung 
erst steil nach Norden umbiegt und dann nach Nordwesten über 
Lamspringe und, stärker gestôrt, über Harbarnsen bis Seblem (auf 
Blatt Sibbesse) verläuft. Hier, auf der Ostseite der Sackberge, 
folgt aber über dem Muschelkalk, ganz wie auf der Westseite bei 
Alfeld, ein Theil des Keuper und des Lias und dann dieselben 
Stufen der unteren und der oberen Kreide, so daf hier wie dort 
eine gleichzeitige Aufrichtung der Schichten und eine gleichzeitige 
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Entstehung der Verwerfungen oder Ueberschiebungen durch die- 
selben Kräfte angenommen werden darf. 

Diese Zeit ist aber jedenfalls eine früh-kretacische oder vor- 
kretacische im Sinne von H. Stille, und es folgte ihr die Abtra- 
gung oder Abrasion aller jüngeren Schichtenfolgen des mittleren 
und oberen Jura, wie sie sonst rund herum, am Selter westlich 
der Leine, bei Hildesheim bis Derneburg, bei Goslar, südlich von 
Dannhausen etc. mehr oder minder vollständig noch heute vor- 
handen sind, so da die hier ältesten Kreideschichten, der Neo- 
komtan, diskordant auf mittlerem oder oberem Lias, im Norden 
auch unterstem braunem Jura abgelagert werden konnten. 

Wenn nun die Kreidemasse der Sackberge (Gronauer Kreide- 
mulde Fôrsters, Siebenberge nebst Vorbergen, Sackwald etc.) noch 
deutlich oben eine Abrasionsfläche und Reste von jedenfalls unter- 
miocänen Quarzsanden führt, die sich im Norden merklich neigt, 
während sonst die Tertiärschichten in der weifen Umgebung sebr 
viel tiefer liegen, fast stets nachweisbar an Stôrungen eingesunken, 
so müssen dies eben noch jüngere Stôrungen sein, wie ich dies 
schon seit langen Jahren verschiedentlich ausgeführt habe. 

Nôrdlich von dem ganzen, bisher besprochenen Gebiete zieht 
sich nun die grofe Trias-Antiklinale des Hildesheimer Waldes (im 
weitesten Sinne) aus der Gegend von Derneburg nach Westen und 
Westnordwesten bis in die Nähe von Nordstemmen hin, hat aber 
ein ganz anderes Schichtenstreichen als die oben angeführten Mu- 
schelkalkzüge und bleibt von ihnen überall getrennt, bei Boden- 
burg nar‘:tlich auch durch eingesunkenes Tertiär (marines Ober- 
‘oligocän), so da ich für sie eine andere Zeit der Entstehung resp. 
Auffaltung für wabrscheinlich halten môchte, nämlich eine jung- 
tertiäre. Wenn auch auf der Nordseite des Hildesheimer Waldes 
bei Diekholzen und Marienrode marines Oberoligocän unmittelbar 
neben Buntsandstein liegt und die stärker zerrüttete Triasantikli- 
nale davon trennt, die sich von hier nach Norden über Himmels- 
thür bis Giesen erstreckt, so kônnten diese füglich eine nach 
Westen verschobene und schmalere Fortsetzung der konvergirenden 
antiklinalen Triaszüge des ,Heber“ (Lamspringe-Sehlem) und der 
»Harplage“ sein, also gleichzeitig mit ihnen aufgerichtet worden sein. 

Im Leinethal treten, wie schon Wermbter!') ausführte, Stü- 
rungen verschiedenen Alters und verschiedener Richtungen auf, 
welche damals zutreffend beschrieben wurden, aber besonders für 

1) Der Gebirgsbau des Leinethels zwischen Greene und Banteln, Inaugural- 


Dissertation Gôttingen 1890 und Beilage-Band VII des Neuen Jahrbuchs für Mi- 
neralogie etc, 1890. 
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das nürdliche Gebiet nicht recht anschaulich gemacht werden 
konnten, da genaue Specialkarten, wie die MeBtischblätter im Maf- 
stabe von 1:25060 noch nicht existirten. 

Bei und in Freden wurde die eigentliche Sattelspalte des Leine- 
thales, in welcher eingeklemmt Streifen von Neokomthon, Hilssand- 
stein und Flammenmergel, sowie marines Oberoligocän und Quarz- 
sande des Unteren Miocän liegen, als jung-tertiär angesprochen, 
und dies trifft auch jetzt noch zu. Dañ sie etwa vorkretacisch 
wäre und sich nur in der jüngeren Tertiärzeit erneuert oder er- 
weitert hätte, ist auch deshalb nicht wohl anzunehnen, weil sie 
eine etwas andere Richtung hat, als die nordôstlich davon liegenden 
Trias-Züge, die nach dem oben Gesagten vor- oder doch früh-kretacisch 
aufgerichtet sein dürften. Auf der später von mir aufgenommenen 
geologischen Spezialkarte, Blatt Freden, konnten nun einzelne Stü- 
rungen und Bruchlinien nicht dargestellt werden, weil sie bei dem 
Mangel an Aufschlüssen über Tage in den wenig verschiedenen, 
mürben, zerfallenen Schichten des Unteren Buntsandstein nicht ge- 
pau erkannt werden konnten oder auch wohl in der Thalsohle oder 
unter einer Lehmdecke liegen. Aber selbst wenn man annehmen 
will, daf der Triasstreifen nordôstlich der Leine seine jetzige, oft 
recht steile Lage nicht gleich ursprünglich, sondern zum Theil 
erst weit später durch wiederholte Bewegungen erhalten hätte, so 
dürfte doch der eigentliche alte Bruchrand etwa von der Zechstein- 
scholle bei Hausfreden ôstlich von Klein-Freden und dem Kaliwerk 
Hohenzollern vorbei in der Richtung auf Meimerbausen verlaufen. 

Dies wird auch dadurch wabrscheinlich, da$ der Buntsandstein- 
rücken, auf welchem das Kaliwerk steht, ein südnôrdliches Strei- 
chen aufweist, abweichend von dem allgemeinen nordwestlichen 
Streichen. Die Stôrungen und Ueberschiebungen!), welche durch 
den Bergbau dort nachgewiesen sind, dürften daher mindestens 
theilweise erst in der jüngeren Tertiärzeit ausgebildet worden sein, 
ebenso wie die das Leinethal selbst bis Freden auf der rechten Seite 
und von da nach Nordwesten auf der linken Seite begleitenden 
Brüche. 

Diese bedingen ja nun zum Theil recht erhebliche Stôrungen, 
welche auf der geologischen Karte nicht sofort in die Augen 
springen; so môchte ich hervorheben, daf in der scheinbar regel- 
mäBigen Schichtenfolge westlich von Alfeld zunächst der Bunt- 
sandstein stark zerrüttet ist, indem ganz verschiedene Abthei- 

1) A. v. Koenen, Ueber die Wirkungen des Gebirgsdruckes im Untergrunde 


in tiefen Salzbergwerken. Nachrichten d. Kgl. Ges. d. Wissensch. zu Güttingen 
1906 I und Zeitschr. f. praktische Geologie 1906. 
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lungen desselben neben einander liegen und ganz verschiedener 
Streichen und zum Theil recht steiles Einfallen besitzen; der 
Wellenkalk steht ferner etwas überkippt und zeigt Quetschfalten, 
während der Obere Muschelkalk wieder normal einfällt, aber durch 
eine Ueberschiebung vom Gypskeuper getrennt ist. 

Nordwestlich von Alfeld und nordôstlich vom Külftreten dann auf- 
fällige Geländeformen auf, die ich zum Theilauf Auslaugung von Stein- 
salz und entsprechende Senkung der Oberfläche zurückführen môchte, 
so das recht groBe, mit Lehm erfüllte Becken bei Limmer zwischen 
der Eisenbahnstrecke und dem anstehenden Buntsandstein, welcher 
dort ja so ungewühnlich schmal wird und sich so stark senkt, ferner 
die Einsenkung westlich von Banteln und der ,Bruch“ nôrdlich von 
Eime. Bei der Senkung môgen dann auch Stôrungen entstanden sein. 
welche die Untersuchung des Gebirgsbaues wesentlich erschweren, 
indem die Schichten nach solchen Senkungsgebieten hin einfallen, 
so am Nordwesthange des Wahrberges bei Alfeld etc. 

Da diluviale Bildungen den weitaus grôBten Theil der ganzen Stô- 
rungszone weiter nach Norden und Nordwesten verhüllen, s0 ist die 
Untersuchung der auf dem Oberge S. $. 0. Banteln (Ohberg bei Wermb- 
ter) und westlich davon zu Tage tretenden Gesteine geeignet, ein Bild 
von dem ganzen Gebirgsbau zu geben. Es finden sich dort vier 
getrennte, annähernd parallele Streifen von Trochitenkalk, von 
welchen der erste den Nordostkamm des Berges bildet, in Stein- 
brüchen aufgeschlossen ist und mit durchschnittlich 25 bis 30 Grad 
nach Nordosten einfällt. Er wurde schon von Wermbter in (na- 
türlich nicht ununterbrochene) Verbindung gebracht mit den oben 
erwähnten Muschelkalkstreifen am Leineufer südlich von Brüggen, 
sowie mit dem Trochitenkalk am Ostende und nôrdlich von Eime 
auf dem ,Hunnenlager“. Auf dem nôrdlichsten Feldwege des 
Oberges fällt dann, nur 75 m von dem ersten Streifen entfernt, 
ein zweiter entgegengesetzt mit ca. 30 Grad nach Südwesten ein; 
am Südhange des Oberges liegt aber unter dem ersten Streifen noch 
Mittlerer und Unterer Muschelkalk mit ähnlichem Einfallen, und 
der letztere steht auf dem südlichsten Feldwege wieder mit ca. 
80 Grad südwestlichem Einfallen an als Gegenflügel der Antikli- 
male. Auf dem Rücken südlich vom Oberge fällt aber ein Streifen 
Trochitenkalk nach Norden ein und biegt sich an der LandstraBe 
nach Banteln nach Nordwesten um in der Richtung auf den dritten 
‘Streifen Trochitenkalk. Dieser liegt auf dem Feldwege, welcher 
vom Südbange des Oberges nach Westen führt, 50m westlich von 
der Landstrafe und wird ôstlich durch einen Streifen Gypskeuper 
abgeschnitten; nach Westen folgen dann etwa 00m nach Süd- 
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westen einfallender Mittlerer Buntsandstein und endlich in einem 
Gehôülz der vierte Streifen Trochitenkalk, welcher in tiefen Stein- 
brüchen ausgebeutet worden ist, dahinter wieder Mittlerer Bunt- 
sandstein. Im Fortstreichen dieses vierten Streifens folgt dann auf 
dem südlich folgenden nächsten Rücken und am Osthange des Rôbscher- 
berges ein sebr auffälliger Abbruch des südwestlich davon liegenden 
Buntsandsteins, und auf dem ersten Rücken ein mit Lehm bedeckter 
Streifen, am Rôübscher Berge aber wieder ein 300 m langer Streifen 
von steil stehendem Trochitenkalk. Ein hier etwa 100 m weiter 
ôstlich liegender Streifen von Oberem und Unterem Muschelkalk 
ist von jenem durch Lebm und darunter vermuthlich Buntsand- 
stein getrennt, so daB er vielleicht mit dem ,dritten Streifen“ 
westlich vom Oberge in Verbindung gebracht werden künnte. 
Weiïter nach Südosten dürfte aber der vermuthlich widersinnig 
einfallende Bruch des vierten Streifens den Abbruch des Mittleren 
Buntsandstein gegen das Leinethal bis Gotenau begleiten und mit 
den etwas verwickelten Lagerungsverhältnissen des Salzwerkes 
Desdemona in Verbindung zu bringen sein. Im Fortstreichen des 
vierten Streifens nach Nordwesten folgt aber ebenfalls ein sebr 
deutlicher Abbruch des Buntsandsteins bis zu der ausgedehnten 
Lehmdecke westlich von Banteln, so daB diese südwestlichste 
Brucblinie des Leinethals sich auf über 6 Kilometer mit genü- 
gender Sicherheit verfolgen läft; unter der Decke von jüngeren, 
diluvialen und alluvialen Ablagerungen dürfte sie sich aber noch 
sehr viel weiter erstrecken, und dasselbe gilt dann auch von den 
Stôrungen, welche zwischen den 4 Trochitenkalkstreifen am Oberge 
und westlich davon auftreten. Durch die Querbrüche, welche die 
Einsattlungen des Külf und seinen Abbruch bei Dunsen bedingen, 
môgen aber die Verhältnisse im Untergrunde des Beckens zwischen 
Banteln, Eime und dem Külf noch wesentlich verwickelter werden. 
DaB jene Stôrungen aber mindestens theilweise jung-tertiär 
sind, ergiebt sich daraus, daf mit dem Schachte des Kaliwerkes 
Frisch-Glück-Eime eine Scholle von marinem Ober-Oligocän gleich 
dem von Freden durchteuft worden ist, wäbrend einige hundert 
Meter weiter nach Ostsüdosten durch die Anschlufbahn des Werkes 
Unterer Muschelkalk und Rôth aufgeschlossen wurden. Ebenso 
wurde mit einem Bohrloche an der LandstraBe von Eime nach 
Sehlde, etwa 1000 m von da, unter 25 m Diluvium und 85m glau- 
konitischem Tertiärsand 565 m stark gestürtes Salzgebirge (vielfach 
wechselnd Gyps und Anbydrit, Steinsalz und Kalisalz), 8 m Rôth 
voller Rutschflächen und endlich 48 m Buntsandstein durchbobrt, 
während ein anderes, 400 m weiter nach Ostsüdosten nieder- 
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gebrachtes Bohrloch unter 120 m Diluvium die obersten Schichten 
des Wellenkalk traf und diesen bis 420 m MTiefe nicht 
durchbohrte. Mit diesem Bobrloch wurde wohl noch der Nordostflügel 
der Antiklinale getroffen, mit dem anderen der verruschelte mitt- 
lere Theil. 

Die Stôrungen vom Rande des- Külf setzen jedenfalls weiter 
nach Nordwesten fort; so fällt auf dem Sonnenberge zwischen 
Dunsen und Esbeck der Trochitenkalk vorwiegend nach Südwesten 
ein, im Südosten aber auch nach Nordosten, und ist im Norden 
gespalten. 

Im weiïteren Fortstreichen liegt endlich auf der Nordostseite 
des Osterwaldes Muschelkalk neben dem Lias. 


Die geologische Greschichte der Bergzüge im Hildesheimischen 
würde nach allem diesem folgende sein : Gegen Beginn der Kreide- 
zeit wurde der Trias-Sockel der Sackberge zusammen- und empor- 
geschoben, so daB der Keuper groBentheils auf die Thonplatten 
und der Lias auf dem Keuper überschoben, jedenfalls alle drei 
durch Verwerfungen abgeschnitten oder getrennt wurden. Der 
mittlere und obere Jura ragten dann so weit hervor, daB sie ab- 
radiert und vielleicht auch gleich den untersten Kreïde-Bildungen 
einfach nicht abgelagert wurden. Es liegen daher die ältesten 
vorhandenen Kreidezonen, von denen nur unteres Hauterivien bis- 
her nachgewiesen ist, meistens auf Lias, vereinzelt auf unterstem 
braunem laura, und darüber folgt in normaler Entwicklung das 
ganze Albien, Cenoman und Turon, von welchem als oberstes Glied 
noch Cuvieri-Pläner erhalten, Vieles aber später wieder fortge- 
waschen ist, vielleicht schon in der obersten Kreidezeit oder der 
älteren Tertiärzeit, sicher aber in der jüngeren Tertiärzeit, da auf 
der Abrasionsfläche der Sackberge im Norden noch Fetzen von 
Miocän erhalten sind. 

Die Stôrungen, welche am Ende der Miocänzeit erfolgt sind und 
sonst so bedeutenden Einfluf auf den Gebirgsbau gehabt haben, sind 
auf die Sackberge und ihren Triassockel, abgesehen von dessen 
nôrdlichem Rande, ohne wesentliche Bedeutung geblieben, indem 
sie nicht viel mehr, als etwa eine stärkere Aufbiegung und Fälte- 
lang der Muldenflügel bewirkt haben dürften. Eine sebr starke 
Erosion bat dann besonders in vorglacialer Diluvialzeit stattgefunden, 
wesentlich stärker, als in postglacialer Zeit. 

Die Hilsmulde im weiteren Sinne ist wesentlich stärker ero- 
dirt und enthält oberes Turon nicht mehr, dagegen liegen beson- 
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ders in ihrem nôrdlichen Theiïle alle Jura- und Kreidebildungen 
(abgesehen vielleicht von dem nicht entwickelten Valanginien und 
Barrêmien) regelmäBig über einander, während wesentliche Brüche den 
Hilskamm bei Delligsen und Holzen durchschneiden, und andere am 
Selterzug und am Ith auftreten, und Bohrungen nach Wälderthon- 
kohle auBerhalb und innerhalb des Hilskammes haben in den letzten 
10 Jahren vielfach Rutschflächen und Harnische sowie stärkere 
Stôrungen in den durchbohrten Kreide- und Wealden-Schichten er- 
geben; endlich liegen zwischen dem Hilskamme und dem Selter- 
zuge bei Wallensen Tertiärschichten eingesunken, ebenso wie bei 
Freden, Eschershausen etc., so daB jungtertiäre Stôrungen hier je- 
denfalls von wesentlichem Einflu8 sind. 

Dasselbe ist auch der Fall bei Gro8-Rhüden-Borrhausen, Bo- 
denburg und Diekholzen-Marienrode, aber der Hildesheimer Wald, 
die Trias-Antiklinale zwischen Derneburg und Nordstemmen, ist 
jedenfalls etwas älter, als die durch Tertiärschichten von ihr ge- 
trennten Bergzüge, die mehr oder minder steil gegen sie gerichtet 
sind, wie die süd-nôrdlich laufende Antiklinale Marienrode-Giesen, 
die südlich von den Giesener Teichen eine Scholle miocäner Quarz- 
sande eingeklemmt enthält und sich im Süden so auffällig zwischen 
den Muschelkalk und Buntsandstein des Hildesheimer Waldes und 
den Rhätkeuper einschiebt; dieser legt sich weiter nach Osten ganz 
gleichmäBig auf den Muschelkalk auf, wie dies alles Windhausen 
gezeigt hat. : 


Ueber eine Berechnung der Wellenlänge der 
Rôntgenstrahlen aus dem Planckschen Energie- 
Element. 


Von 
W. Wien. 


Mit einer Figur im Text. 
Vorgelegt in der Sitzung am 23. November 1907. 


Bei Gelegenheit der Bestimmung des Verhältnisses der Energie 
der Rôntgenstrahlen zu der der erzeugenden Kathodenstrahlen 
hatte ich bemerkt !), daB die Geschwindigkeit der von den Rôntgen- 
strahlen sekundär erzeugten Kathodenstrahlen bei weitem zu grof 
ist, um durch die beschleunigende Wirkung des von den Rüntgen- 
strahlen herrührenden elektrischen Feldes erklärt zu werden. Ich 
_ batte vielmehr die Hypothese aufgestellt, da die groBe Geschwin- 
digkeit der sekundären Kathodenstrahlen aus den Atomen selbst 
stamme, sodaB die Wirkung der Rôntgenstrahlen nur eine aus- 
1ôsende sei, durch die die Atome in eine Art radioaktiven Zustand 
unter Aussendung von B-Strahlen versetzt würden. Eine Arbeit 
von Bumstead”*), der fand, da die Rôntgenstrahlen in Blei dop- 
pelt so viel Wärme entwickeln wie in Zink, schien diese Ansicht 
zu bestätigen. 

Auch P. D. Innes*), der neuerdings die Geschwindigkeit der 
sekundären Kathodenstrahlen maB und im wesentlichen die Dorn- 
schen‘) Werte bestätigte, schlieBt sich der Aufstellung, daf die 
Sekundärstrahlen ihre kinetische Energie dem Atom entnehmen, an. 


1) W. Wien, Ann. d. Phys. 18, S. 991, 1906. 

2) H. A. Bumstead, Phil. Mag. 11, S. 292, 1906. 

8) P. E. Innes, Proc. of Royal Soc. 4, 79, S. 442, 1907. 
4) E. Dorn, Jubelband f. G. A. Lorentz, 1900, S. 596. 
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Inzwischen hat E. Angerer') im Würzburger Institut die 
Bumsteadschen Versuche nach einer andern Methode wiederholt, 
ist aber zu den entgegengesetzten Ergebnissen gelangt, indem er 
durchaus keinen Unterschied zwischen der Erwärmung durch 
Rôntgenstrahlen in Zink und Blei finden konnte. 

Obwohl nun der Grund des Unterschiedes in den Ergebnissen 
Bumsteads und Angerers noch nicht aufgeklärt ist, so scheinen 
mir doch die Bumsteadschen Ergebnisse nicht mehr zur Stütze 
der erwähnten Auffassung über die Entstehung der Sekundär- 
strahlen benutzt werden zu kônnen. 

Ich môchte nun eine andere Auffassung der Entstehung der 
sekundären Kathodenstrahlen mitteilen, welche die Erzeugung der 
hohen Geschwindigkeiten der sekundären Kathodenstrahlen nicht 
nur erklärt, sondern fordert und auferdem noch eine Berechnung 
der Wellenlänge der erzeugenden Rôntgenstrahlen liefert. Diese 
Theorie ist eine einfache Erweiterung der Planekschen Strahlungs- 
theorie auf Rôüntgenstrahlen. 

Nach dieser Theorie findet bei Emission und Absorption die 
Abgabe und Aufnahme der Energie immer in bestimmten, von der 
Wellenlänge abhängigen Energieelementen statt. A. Einstein hat 
die Plancksche Theorie auf die lichtelektrischen Vorgänge ange- 
wandt, und A. Joffe?) findet diese Theorie, wenigstens was die 
Abhängigkeit von der Schwingungszahl angeht, durch die Ver- 
suche E. Ladenburgs *) (der seine Beobachtungen EE anders 
darstellt) bestätigt. 

Ich habe die Plancksche Theorie auf die RER der 
Spektrallinien“) anzuwenden versucht und dabei die Anschauung 
vertreten, da8 das Elementarquantum diejenige Energiemenge ist, 
welche von einem Atom in der Form von Strablung aufgenommen 
oder abgegeben wird, um ein Elektron aus dem Atom zu treiben 
oder in das Atom aufzunehmen. 

Wenn man diese Hypothesen überhaupt gelten läBt, so ist 
kein ersichtlicher Grund vorhanden, sie nicht auch auf Rôüntgen- 
strahlen auszudehnen. 

Nan ist nach Planck 


1) E. Angerer, Ann. d. Phys. 24. 8. 370, 1907. 
2) A. Joffe, Ber. d. Münchener Akad., Nov. 1907. 
8) E. Ladenburg, Phys. Zeitschr. 8, S. 590, 1907. 
4) W. Wien, Ann. d. Phys. 28, S. 415, 1907. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse 1907. Heft 5. 40 
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wenn & das Energieelement, # die Schwingungszahl, 4 die Wellen- 
länge, c die Lichtgeschwindigkeit h = 6,548. 107” ist. 

Da nun bei den grofen Geschwindigkeiten der Sekundär- 
strahlen die Arbeitsleistung, welche beim Hinaustreiben eines Elek- 
trons gegen die anziehenden Kräfte des Metalls geleistet werden 
muf, zu vernachlässigen ist, so haben wir, wenn wir mit v die 
Geschwindigkeit des Elektrons, mit »" seine Masse, mit e seine 
Ladung bezeichnen, 


mv 
‘rm 
sodah 
-  2hce 
| mv'e 
ist. 


Es geht aus dieser Hypothese hervor, daB die Geschwindigkeit 
der Sekundärstrahlen nur von der Wellenlänge der Rôntgenstrahlen 
abhängen kann und unabhängig sein muB vom Material, das die 
Sekundärstrahlen aussenden. 

In der Tat geben die Beobachtungen von Innes für die Ge- 
schwindigkeiten der Sekundarstrahlen bei den verschiedenen Schwer- 
metallen sebr nahe gleiche Werte, und nur der Wert für Zink ist 
um etwa 15° kleiner. 

Beobachtungen, die ich selbst über Sekundärstrahlen angestellt 
habe, ergaben allerdings, daf auch noch viel langsamere Strahlen 
beigemischt sind. 

Ich habe nicht die photographische Methode benutzt, wie Dorn 
und Innes, sondern folgende Anordnung: 

In eine Glasbirne ragte eine Bleirôhre À von etwa 2 cm 
lichter Weïte, in die, durch Bernstein isoliert, ein zylindrischer 
Auffänger a eingeführt war. 
Vorn war die Rôhre durch 
ein feines Drahtnetz D ab- 
geschlossen. Der Auffänger 
bestand aus einem hohlen 
Metailzylinder, der vorn offen, 
hinten geschlossen war und 
mit einem Dolezalekschen 
 }/?p Elektrometer mit Bernstein- 

isolation verbunden war. Dem 
Ende der Bleirôhre gegen- 
über, an einem Schliff S dreh- 
bar befestigt, befand sich die 
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Platte P, auf die schräg von der Seite die Rôntgenstrahlen auf- 
fielen, gegen die der Auffänger durch die Bleirôhre geschützt war. 
Zwischen D und P konnte eine hohe Spannung gelegt werden. 
Wenn P positiv geladen wurde, verzügerte sie die von P durch 
D nach a gelangenden Sekundärstrahlen. 

Hier zeigte sich nun, daB bei einer Spannungsdifferenz von 
1000 Volt zwischen D und P die Menge der nach a gelangenden 
Sekundärstrahlen auf 50°} fiel, bei 2000 Volt auf 38°/o, wenn P 
aus Platin bestand und mit Strahlen von einer Rôüntgenrôühre mit 
Eisenantikathode und 70000 Volt Spannung bestrahlt wurde. Bei 
Alaminiumplatte P gingen im ersteren Falle die Strahlen auf 
75°Jo zurück, während sämtliche Strahlen bei 25000 Volt ver- 
schwanden. | 

Wurde das Vakuum durch Kohle und flüssige Luft verbessert, 
so fielen um 20°/ mehr Strahlen auf den Empfänger. 

Das Vorhandensein langsamer Strahlen kann nicht weiter auf- 
fallen, da es ja jetzt feststeht, daB die Kathodenstrahlen selbst 
wieder langsamere Strahlen erzeugen, wenn sie auf feste Kürper 
auffallen. Die aus der Tiefe des Metalls hervordringenden schnellen 
Kathodenstrahlen werden daher langsame auslôsen müssen, die 
natürlich für die hier vertretene Theorie keine Bedeutung haben. 
Nehmen wir für v den Wert 


De D 10 172.10 e— 46910 
m 


so ist 
22=16,75 :107:cm 
während nach Haga-Wind-Sommerfeld 
À — 1,810 cm 


ist. Für etwas kleineres v würde man daher zu vollständiger 
Ubereinstimmung gelangen. 

Dieser berechnete Wert verdient jedenfalls trotz der hypo- 
thetischen Voraussetzung grôBeres Vertrauen als der früher von 
mir auf Grund einer hypothetischen Annahme über den Mecha- 
nismus der Entstehung der Rôüntgenstrahlen abgeleitete Wert. 


Würzburg, November 1907. 


40* 


Ueber Langbeinit und Vanthoffit 
(K:S01.2MgSO4 und 3NasSO4 . MgSOu). 
Von 
R. Nacken in Gôttingen. 
Mit 2 Figuren im Text. 
Vorgelegt von Th. Liebisch in der Sitzung vom 23. November 1907. 


Unter den wasserfreien Doppelsulfaten beanspruchen ein be- 
sonderes Interesse die in den Kalisalzlagern auftretenden Minera- 
lien Langbeinit und Vanthoffit. Die Bedingungen ihrer 
Bildung aus wässrigen Lôsungen auf diesen Lagerstätten sind durch 
J. H. van’t Hoff" festgestellt worden. Ueber die Entstehung 
des regulär kristallisierenden Langbeïinits, K:2S04.2 Mg SO, aus 
dem Schmelzfluf besitzen wir eine Beobachtung von F. R. Mallet”), 
wonach ein Gemenge von K: SOs und MgSOs im Molekularverhältnis 
1:2 bei starker Rotglut schmilzt, aufschäumt und nach dem Er- 
kalten im Innern häufig einen Hohlraum darbietet, dessen Wände 
mit Kristallen von Langbeinit besetzt sind. Auf gleiche Weise 
8oll noch eine andere regulär kristallisierende Verbindung ‘) 
K:SO0:.MgSOs darzustellen sein, die auch von Berthelot und 
Ilosvay‘) angegeben ist. 

Vanthoffit, 3Na:SO1.MgSOu, ist auf diesem Wege nicht 
dargestellt worden. Es ist vielmehr aus einer Untersuchung von 
H. Le Chatelier‘) über die Erstarrungstemperaturen von ge- 


1) J. H. van’t Hoff, Z. Bildung d. ozean. Salzablagerungen, Braunschweig 
1905, I. Heft, 51, 52. 

2) F. R. Mallet, Journ. Chem. Soc. 77, 219; 1900. 

8) F. R. Mallet, a. a. O. 224, 

4) Berthelot et Ilosvay, Ann. chim. phys. (5) 29, 829; 1883. 

5) H. Le Chatelier, Ann. d. Mines (9) 11, 209; 1897. 
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mischten Schmelzen aus Natriumsulfat und Magnesiumsulfat zu 
entnehmen, daf diese Verbindung beim Kristallisieren der ent- 
sprechenden Schmelze direkt nicht entsteht. Dagegen würde man 
aus der von Le Chatelier mitgeteilten Erstarrungskurve schlieBen 
müssen auf die Existenz der Verbindung Na: SO4.2MgSO4. Auch 
Mallet!) giebt an, dieses Doppelsalz durch Zusammenschmelzen 
der Komponenten dargestellt zu haben und beschreibt es als einen 
doppeltbrechenden Kürper. Indessen konnte er die Homogeneität 
des aus dem Schmelzflusse entstandenen Stoffes nicht mit Sicher- 
heit feststellen. 

In der Untersuchung van’t Hoffs traten nur Langbeinit und 
Vanthoffit auf. 

Um einen Ueberblick über das Verhalten der hier in Betracht 
kommenden wasserfreien Sulfate von Kalium, Natrium und Magne- 
sium zu gewinnen, habe ich die Temperatur-Konzentrati- 
onsdiagramme der aus den Komponenten Mg SO4 — K: SO4 und 
MgSOs — Nas SO gebildeten Systeme aufgenommen. Die Versuchs- 
anordnung war wesentlich dieselbe wie früher?) bei der Untersu- 
chung des Systems Na: SOs — K: SOu. 


A. Die einfachen Sulfate. 


Natriumsulfat und Kaliumsulfat sind enantiotrop-dimorph mit 
den Umwandlungstemperaturen 234° und B95°, und den Schmelz- 
temperaturen 883° und 1076°. Sie schmelzen ohne merkliche Zer- 
setzung oder Verdampfung. Dagegen zersetzt sich Magnesium- 
sulfat sehr stark, bevor es schmilzt; bei ca. 1000 ° entweichen weiBe 
SOs Dämpfe. Gleichwohl gelang es seine Schmelztemperatur 
(1124°) zu bestimmen, da die Schmelzwärme bedeutend ist. H. Le 
Chatelier ermittelte den Wert 1170°. 

Das durch Erhitzen entstehende MgO ïist in der Schmelze 
nicht merklich lôslich, denn es ergeben sich bei mehreren aufein- 
anderfolgenden Beobachtungen für die Schmelztemperatur dieselben 
Zahlen. Die Frage, ob MgSOs vor dem Schmelzen eine Umwand- 
lung erleidet, konnte mit Sicherheïit nicht entschieden werden. Zu- 
weilen schien in der Abkühlungskurve zwischen 9b0° und 1000° 
ein schwacher Knick aufzutreten. Zur optischen Prüfung konnten 
Dünnschliffe aus der blasigen und porzellanartig trüben Schmelze 
nicht verwendet werden. Bei der Ausarbeitung der Temperatur- 


1) F. R. Mallet, Journ. Chem. Soc. 81, 1548; 1902. 
2) R. Nacken, Dissert. Güttingen 1907. N. Jahrb. f. Min. Beil.-Bd. 24, 8 
und B54f.; 1907. 
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Konzentrationsdiagramme wurde daher die etwaige Dimorphie des 
MgSOs nicht berücksichtigt. 


B. Das System Magnesiumsulfat-Kaliumsulfat. 
Die gemischten Schmelzen bilden homogene Phasen. Ihr Exi- 
stenzgebiet « (Fig 1) wird in der Richtung sinkender Temperaturen 


1200°, 1200° : 


ZL 
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Molekülprozente K, SU, 
Figur 1. 


« Existenzgebiet der homogenen flüssigen Mischungen. 
B Gleichgewichtsgebiet von Magnesiumsulfat und Schmelzen. 
y, e Gleichgewichtsgebiete von Langbeinit und Schmelzen. 
n Gleichgewichtsgebiet von Mischkristallen : und Schmelzen. 
s Existenzgebiet von Mischkristallen aus «-Kaliumsulfat und Langbeinit. 
8 Existenzgebiet von eutektischen Gemengen aus Magnesiumsulfat u. Langbeinit, 
© Gleichgewichtsgebiet von Mischkristallen + und Langbeinit. 
# Gleichgewichtsgebiet von Mischkristallen « und $-Kaliumsulfat. 
4 Existenzgebiet von eutektischen Gemengen aus B-Kaliumsulfat u. Langbeinit. 
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Temperatur-Konzentrationsdiagramm des Systems 
Mg SO: — K: SO4. 


RE : : Zeitdauer der|Temperaturen,, . 
PS0, | Ertamune norton eutehtischen er Umyand- andinng 

0 11240 (A) 

13,8 974 8789 157 sec. 

24,7 904 884 180 

29 920 884 75 

33,3 930 (C) 

36,1 927 

40 899 750 580° 15 sec 

50 831 747 573 30 

60 746 (D) 574 52 

70 850 724 578 75 

80 963 718 581 82 

90 1035 570 120 

100 1076 (E) 595 (M) 


durch die Aeste der Erstarrungskurve AB, BC, CD und DE be- 
grenzt. Von besonderem Interesse ist der Punkt C, da er der 
Bildung des Langbeinits entspricht, der einzigen zwischen 
den Komponenten existierenden Verbindung. Enthalten die Schmelzen 
mehr Magnesiumsulfat, als der Zusammensetzung des Langbeinits 
entspricht, so beginnt ihre Erstarrung bei Temperaturen, die durch 
Punkte auf den Kurvenästen AB oder BC bestimmt werden. Die 
vollständig kristallisierten Phasen sind aus Magnesiumsuifat und 
Langbeinit aufgebaut. Ist der Gehalt der Schmelzen kleiner, 
so beginnt die Ausscheidung von Phasen, die Langbeinit und Ka- 
liumsulfat enthalten, bei Temperaturen, die den Aesten CD oder 
DE entsprechen. 


1. Langbeinit K:S04.2MgSOs. 
Die Annahme von W. Meyerhoffer!), daB Langbeinit einen 
inkongruenten Schmelzpunkt besitze, hat sich nicht bestätigt. 


1) W. Meyerhoffer, Zeitschr. f. Krist. 34, 374; 1904. 
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Vielmehr erstarrt eine Mischung von 33/3 Mol. ‘jo K2 SO: und 
66?/s Mol. ° MgSO4 bei konstanter Temperatur 9309 Die 
Kristallisation von 30g Substanz dauerte unter den Versuchsbe- 
dingungen b Minuten, woraus auf eine beträchtliche latente 
Schmelzwärme geschlossen werden kann. Auf den Abkühlungs- 
kurven äufBert sich dies durch einen ausgeprägten Haltepunkt im 
Gegensatz zu den Knicken auf Abkühlungskurven von Mischungen, 
die mehr oder weniger Kaliumsulfat enthalten. 

Für die Existenz der Verbindung ergeben sich aus dem Dia- 
gramme noch folgende Belege. Die Temperatur des Punktes C liegt 
hôher als die der benachbarten Punkte. An der in C entsprin- 
genden Vertikalen C H K endigen die eutektischen Geraden FBG 
und HDI, die etwa 150° auseinander liegen. Auch ergiebt sich 
aus der Beobachtung der Umwandlung des Kaliumsulfats, daB in 
dem aus Magnesiumsulfat und der Phase C gebildeten System freies 
Kaliumsulfat nicht mehr vorhanden ist, da eine Zustandsänderung 
nicht erfolgt. Das Kaliumsulfat ist demnach vüllig in dem 
Doppelsalz K: SO .2 Mg SO4 gebunden. 

In Uebereinstimmung hiermit zeigte die Abkühlungskurve von 
80g geschmolzenen Langbeinits aus Neu-StaBfurt, den das hiesige 
mineralogische Institut Herrn Prof. Dr. Precht verdankt, bei 930° 
einen ausgeprägten Haltepunkt. Die Kristallisation dauerte wieder 
ca. b Minuten. 

Die Prüfung von Dünnschliffen der erstarrten Schmelze 
mit 33!/3 Mol. ‘Jo K: SO4 erwies die einfache Brechung des 
künstlichen Langbeinits. Auch im spezifischen Gewicht war ein 
Unterschied zwischen dem Mineral und den künstlich dargestellten 
Kristallen nicht vorhanden. Splitter von beiden Stoffen schwebten 
bei 25° gleichzeitig in einer Flüssigkeit, deren spezifisches Ge- 
wicht 2,829 betrug. 


2. Die Erstarrungskurve ABC. 


Bei der Bestimmung der Erstarrungstemperaturen von Mischun- 
gen mit grôBerem MgSOs-Gehalt, als dem Langbeinit entspricht, 
trat die Zersetzbarkeit!) des MgSO4 stôrend auf. Die hierdurch 
entstehenden Aenderungen in der Zusammensetzung bewirkten 
Aenderurgen der Erstarrungstemperaturen, die in Mischungen, 


1) Die Zersetzbarkeit des Mg SO, erhellt auch aus einer Angabe von H. 
Debray, wonach durch Zusammenschmelzen von Mg SO, und K;,SO, Periklaskri- 
stalle erhalten werden kônnen, wenn die Mischungen starker Glühhitze ausgesetzt 
werden. (Compt. rend. 62, 985: 1861). 
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deren Konzentrationen durch Punkte des Astes AB repräsentiert 
werden, ca. 8—10°, in Mischungen mit Konzentrationen längs BC 
und dem Beginn von CD ca. b—8° betrugen. Daher wurden aus 
den flüssigen Schmelzen vor der Messung ihrer Erstarrungstempe- 
raturen Proben mit einem Platinlôffel entnommen; ihre Zusammen- 
setzung wurde später durch Ermittelung des Gehaltes an Schwe- 
felsäure und Kalium bestimmt. Auf solche Weise wurde für den 
eutektischen Punkt B des Systems Magnesiumsulfat-Langbeinit die 
Temperatur 884° und die Konzentration 22 Mol. ‘Jo K: SO4 festge- 
legt. Aus der Beobachtung der Dauer der eutektischen Kristalli- 
sation in den verschiedenen Mischungen dieses Systems wurde er- 
mittelt, da8 Mischbarkeit der Komponenten im festen 
Zustande nicht vorliegt. 

Da in dem Gebiet à eine Umwandlung im kristallisierten Zu- 
stande nicht stattfindet und die Bestandteile der Konglomerate 
durch den Gegensatz von einfacher Brechung und Doppelbrechung 
zu unterscheiden sind, so läft sich hier das Ergebnis der Kry- 
stallisation optisch prüfen. 

Ein Dünnschliff einer erstarrten Schmelze mit etwa 25 Mol. ‘Jo 
K:SO4 zeigt einfachbrechende Langbeinitkristalle, die z.'T. qua- 
dratische Begrenzungen zeigen und in einer eutektischen Grund- 
masse eingelagert sind. 


83. Die Erstarrungskurve CDE. 


Im System Langbeinit--Kaliumsulfat liegt ein Erstarrungs- 
typus für beschränkte Mischbarkeit vor. Die Schmelzen 
sind viel weniger zersetzlich, sodaf eine Analyse nur in den an 
Langbeinit reichsten Mischungen erforderlich war. In den übrigen 
Mischungen ändert sich die Erstarrungstemperatur bei mebrmaligem 
Schmelzen nicht merklich. Der eutektische Punkt D bei 747° ent- 
spricht einem Gehalt von etwa 62 Mol. °/o K:SO4. Aus der Ver- 
gleichung der Zeitdauer der eutektischen Kristallisation in den be- 
pachbarten Mischungen ergiebt sich, daf Mischbarkeit nur in den 
an Kaliumsulfat reichen Mischungen, nicht aber auf der Seite des 
Langbeinit auftritt. Der bei 747° neben Langbeinit bestandfähige 
Mischkristall enthält etwa 6 Mol. °/o Mg SO: Bestätigt wird die 
Existenz von Mischkristallen dadurch, dafi die Umwandlungstem- 
peratur des Kaliumsulfats herabgedrückt erscheint (K L M). 

Beim Erstarren der Mischungen CD, aus denen sich zuerst 
Langbeinit ausscheidet, treten Unterkühlungen auf, die durch 
kräftiges Umrübren verhindert werden künnen. Bei den Schmelzen 
DE, aus denen zuerst Mischkristalle « auskristallisieren, wurden 
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solche Erscheinungen nicht wahrgenommen. Aber hier trat die 
eutektische Kristallisation, bei der neben Mischkristallen Langbeïnit 
sich bildet, 30—35° unter der dem Punkt D entsprechenden Tem- 
peratur 747° ein. In beiden Fällen handelt es sich also um eine 
Verzôgerung der Langbeinitbildung. Daher setzt sich im 
zweiten Falle die alleinige Ausscheidung von Mischkristallen « auch 
noch unterhalb 747° fort und die Schmelzen ändern hierbei konti- 
nuierlich ihre Zusammensetzung entsprechend der Verlängeruug 
der Kurve DE über D hinaus. Die darauf bei der Kristallisation 
von Langbeinit freiwerdende Wärmemenge reicht nicht aus, um die 
Temperatur des Systems bis auf 747° zu erhôhen. Auf diese Weise 
erklären sich die Differenzen zwischen den beobachteten eutekti- 
schen Temperaturen und der Temperatur des Punktes D. 


4. Die Umwandlungskurve ILMKN. 


Umwandlungsvorgänge spielen sich nur im System Langbeinit- 
Kaliumsulfat ab, da nur hier freies Kaliumsulfat vorhanden ist. 
In den Mischkristallen « tritt zunächst unterhalb 747° eine Ent- 
mischung auf. Es ist im Diagramm (Fig. 1) angenommen, daB sie 
längs der Kurve IL erfolgt; ihre Punkte geben die Konzentra- 
tionen der bei den entsprechenden Temperaturen beständigen ge- 
sättigten Mischkristalle an. Die Umwandlung des Kaliumsulfats 
wird in den Mischkristallen « herabgedrückt. Es ergiebt sich die 
Umwandlungskurve ML, die im eutektischen Punkte L bei 576° 
endet. Hier wandelt sich bei konstanter Temperatur ein Misch- 
kristall mix ca. 4. Mol. ° MgSOs um in Langbeinit und 8-Kalium- 
sulfat. 

Da der Langbeinit nicht beeinfluft wird durch die Umwand- 
lung des Kaliumsulfats, so erblickt man im Dünnschliffu.d.M. 
seine durchsichtigen Kristalle umschlossen von einer infolge der 
Umwandlung porzellanartig trüben Grundmasse. 


C. Das System Magnesiumsulfat-Natriumsulfat. 


Die gemischten Schmelzen («x in Fig. 2) bilden homogene 
flüssige Phasen. Ihr Existenzgebiet ist durch die Temperaturen 
der Erstarrungskurve A bis E begrenzt. Beim Erstarren waren, 
wenn kräftig gerührt wurde, Unterküblungen nicht zu bemerken. 
Aber auch in diesem System war bei den an Magnesiumsulfat reichen 
Mischungen eine Analyse der erhitzten Schmelzen notwendig. 
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Figur 2. 


« Existenzgebiet der homogenen flüssigen Mischungen. 
B/Gleichgewichtsgebiet von Magnesiumsulfat und Schmelzen. 
y, ® Gleichgewichtsgebiete von Na, SO, . 3 Mg SO, und Schmelzen, 
e Gleichgewichtsgebiet von Mischkristallen n und Schmelzen. 
n Existenzgebiet von Mischkristallen aus Na, SO, . 8 Mg SO, und «-Natriumsulfat. 
+ Gleichgewichtsgebiet von Na, S0,.3 Mg SO, und Mischkristallen 9. 
: Existenzgebiet von eutektischen Gemengen aus Magnesiumsulfat und 
Na, SO,.3 Mg SO, 
x Existenzgebiet von Gemengen aus Na, SO, .3 Mg SO, und Vanthoffit. 
4 Gleichgewichtsgebiet von Mischkristallen 7 und Vanthoffit. 
u Gleichgewichtsgebiet von Mischkristallen n und B-Natriunsulfat. 
y Existenzgebiet von eutektischen Gemengen aus Vanthoffit und B-Natriumsulfat. 
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Tabelle 2. 
Temperatur-Konzentrations-Diagramm des Systems 


Nas SO4 — Mg SOu. 
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1. Das Doppelsalz Na SOs.3 Mg SOu. 


Nach H. Le Chatelier') ist die Erstarrungskurve dieses 
Systems ausgezeichnet durch ein Temperaturmaximum (800°), das 
der Bildung der Verbindung Na: SO4.2 Mg SO entsprechen würde. 
Meine Beobachtungen ergaben ein Maximum bei 813°(C), aber nicht 
für die dem Langbeinit analoge Natrium-Verbindung, sondern für 
das Doppelsalz Na: SO. 3 Mg SO. 

Auf dieselbe Formel führen die Bestimmungen der Zeiten der 
eutektischen Kristallisation und der Umwandlung der Mischungen, 
die in Fig. 2 unterhalb HI und KM durch Strecken dargestellt 
sind. Denn durch Verbindung der Endpunkte gelangt man nach 
H und K auf der Vertikalen, die einer Mischung mit 25 Mol. ‘Jo 
Na: SOs entspricht. 

Ein Dünnschliff zeigt ein Aggregat doppelt brechender 
Kôrner ohne regelmäfige Umgrenzung. Das spezifische Gewicht 
von kleinen in einem Hohlraum der erstarrten Schmelze aufge- 
wachsenen Kristallen war 2,0345 bei 25°. 

Als Mineral ist dieses Doppelsalz nicht bekannt. 


2. Die Erstarrungskurve ABC. 


Sie entspricht den Kristallisationsvorgängen des aus MgSOu 
und Na2 SO4.3 Mg SOx gebildeten Systems. Die Komponenten 
mischen sich nicht. Bei 808° und 23 Mol. ‘/s Nas SO liegt 
der eutektische Punkt B. Es sind Schmelzen also im Gleichge- 
wicht mit Kristallen von Magnesiumsulfat im Gebiet 8 und mit 
Kristallen von Nas SOu.3 Mg SO im Gebiet y. Unterhalb der eu- 
tektischen Graden FBG erstreckt sich herab zu gewühnlichen 
Temperaturen das Existenzgebiet « für Gemenge dieser beiden 
Kristallarten. 


8. Die Erstarrungskurve CDE und die Schmelz- 
kurve IE. 


In dem System Nas SO4.8 Mg SO: — aNa: SO findet be- 
schränkte Mischbarkeïit statt. Bei 665° liegt ein eutekti- 
scher Punkt (D) mit der Konzentration 52 Mol. ‘Jo Nas SO4 Die 
eutektische Horizontale H D I verläuft nur auf der Seite des Dop- 
pelsalzes bis zur reinen Komponente (H). Rechts von D wird 
durch ihren Endpunkt I, der sich aus der Zeitdauer der Kristalli- 
sation ergiebt, die Konzentration des bei 665° gesättigten Misch- 
kristalls I zu etwa 57 Mol. °/o Nas SO4 bestimmt. Schmelzen mit 


1) H. Le Chatelier, a. à. O. 
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einem grôferem Gehalt an Natriumsulfat erstarren daher in 
einem Intervall zu Mischkristallen. Das Ende der Kri- 
stallisation lieB sich aus den Knicken der Abkühlungskurven be- 
stimmen, die infolge des Rübhrens scharf hervortraten. Auf solche 
Weise ergaben sich die Punkte der Kurve EI. Das Erstarrungs- 
intervall beträgt also im Maximum ca. 409. 


4 Die Entmischungskurve IMQN und das Auftreten 
des Vanthoffit. 


Bei weiterer Abkühlung bleiben die Mischkristalle nicht be- 
standfähig. Es tritt vielmehr eine Entmischung ein unter 
Abscheidnng von Doppelsalzen oder des reinen Natriumsulfats in 
der B-Form. Denn die Akkühlungskurven von Schmelzen, deren 
Zusammensetzungen zwischen 57 und 100 Mol. °/o Nas SO4 liegen, 
zeigen aufer den vom Erstarrungsintervall herrührenden Knicken 
noch je einen Knick und einen Haltepunkt. Die Knicke liefern die 
Punkte des Kurvenzuges IMQN, die Haltepunkte bestimmen die 
Horizontalen MLK und OQ P. 

Aus Mischkristallen, deren Existenzgebiet über der Ent- 
mischungs-Kurve IM liegt, scheidet sich das Doppelsalz 
Naz SO4.38 Mg SOs ab. Wird z. B. die zu homogenen Mischkristallen 
mit 60 Mol. ‘/o Na: SO4 erstarrte Schmelze abgekühlt, so beginnt 
bei 633° eine Entmischung unter Abscheidung jenes Doppelsalzes, 
und dieser Vorgang vollzieht sich bei fortgesetzter Wärment- 
ziehung längs der Kurve IM. Dadurch werden die mit dem 
Doppelsa!:e koexistierenden Mischkristalle ärmer an. Magnesium- 
sulfat. Schlieflich enthält der bei 490° neben dem Doppelsalz be- 
standfähige Mischkristall (M) nur noch 23 Mol. °/0 Mg SO. 

Der Knickpunkt M ist bedingt durch das Auftreten eines 
zweiten Doppelsalzes, des Vanthoffit 3Na: SO. MgSO4 Es 
erfolgt nämlich durch Wärmeentziehung bei der konstanten Tempe- 
ratur 490° ein Umsatz: 


Mischkristalle (M) + Naz SOs . 8 Mg SO4 — 
3 Nas SOu . Mg SO4. 


Die Uebereinstimmung der Umwandlungstemperatur des künst- 
Jlich dargestellten Doppelsalzes mit der des Vanthoffit von Neu- 
StaBfurt, den das mineralogische Institut ebenfalls Herrn Prof. 
Dr. Precht verdankt, folgt daraus, daB ein Dünnschliff dieses 
Materials bei 4890 eine Aenderung der Doppelbrechung zeigte. 
Auch ergab sich übereinstimmend als spezifisches Gewicht bei 25° 
der Wert 2,695b. 
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Diese durch Wärmezufubhr bewirkte Umwandlung des Vanthoffit 
in einen Mischkristall gleicher Zusammensetzung erfolgt in einem 
Intervall, ein Vorgang, der einem inkongruenten Schmelzen 
entspricht. 

In den Matin talien die dem Gebiete über der Kurve MQ 
entsprechen, findet die Entmischung unter gleichzeitiger 
Bildung von Vanthoffit statt. 

Die Entmischung eines Kristalles mit 90 Mol. ° Nas SO4 
beginnt bei 427°. Es bildet sich mit sinkender Temperatur fort- 
gesetzt Vanthoffit, wodurch der Magnesiumgehalt der mit ihm 
koexistierenden Mischkristalle geringer wird. Deren Zusammen- 
setzungen ergeben sich für Temperaturen zwischen 234° und 212° 
aus den Punkten der Entmischungskurve MdQ,. 

Enthalten aber die Mischkristalle mehr als 97 Mol. ‘Jo Natrium- 
sulfat, so beginnt ïihre Entmischung bei Temperaturen, die 
der Umwandlungskurve QN entsprechen. Es bildet sich freies 
B-Natriumsulfat, wodurch mit sinkender Temperatur der 
Gebalt der Mischkristalle an Natriumsulfat schlieflich bis auf 
97 Mol. °/o sinkt; dies ist der Fall bei etwa 212° (eutektischer 
Punkt Q). Hier tritt bei weiterer Wärmeentziehung als neue feste 
Phase neben B-Natriumsulfat auch Vanthoffit auf. 

Dieser bei konstanter Temperatur vor sich gehenden Um- 
wandlung der Mischkristalle Q in ein Konglomerat von Vanthoffit 
und B-Natriumsulfat entsprechen die Punkte der Horizontalen OP, 
deren Bestimmung durch den trägen Verlauf der Umwandlung des 
Natriumsulfats erschwert wurde. 


Dem Verbande für die wissenschaftliche Erforschung der 
deutschen Kalisalzlagerstätten bin ich für die Unterstützung dieser 
Arbeit zu Dank verpflichtet. 


Gôüttingen, mineralogisches Institut, September 1907. 


Ueber die Eigenbewegungen der Fixsterne. 
| Von 
K. Schwarzschild. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 7. Dezember 1907. 


Die Hypothese von der rein zufälligen Verteilung der Spezial- 
bewegungen der Sterne hat sich als unhaltbar erwiesen. Die 
Sterne bewegen sich nicht durcheinander, wie die Moleküle eines 
Gases, etwa nach dem Maxwell’schen Gesetz der Geschwindig- 
keïitsverteilung. Herr Kobold hat zuerst gezeigt, daB es eine 
Reïhe ausgezeichneter Bewegungsrichtungen giebt, denen die Sterne 
mit Vorliebe folgen und welche übrigens alle der Ebene der Milch- 
strafe parallel liegen'). Eine zusammenfassende mathematische 
Formulierung der thatsächlichen Anordnung der Bewegungen hat 
Herr Kobold nicht versucht, da er offenbar die Erscheinungen 
für zu verwickelt hielt. In dieser Hinsicht hat Herr Kapteyn 
einen bedeutsamen Schritt vorwärts gethan, indem es ihm glückte, 
die wesentlichsten Züge der Verteilung der Eigenbewegungen aus 
dem Bilde zweier Sternschwärme, die sich durchsetzen, abzuleiten?). 
Die Bevorzugung der MilchstraBenebene kommt dabei dadurch 
zum Ausdruck, daB die Bewegungsrichtung des einen Schwarmes 
relativ zum andern parallel zur MilchstraBe liegt. Die Kap- 
teyn’sche Vorstellung ist kürzlich von Herrn Eddington®) an 
dem Material von Eigenbewegungen geprüft worden, das aus der 
Neubearbeitung der Beobachtungen von Groombridge hervor- 


1) Vgl. H. Kobold. Der Bau des Fixsternsystems. Braunschweig 1906, 
pag. 78—150. 

2) Report of the British Association for the Advancement of Science 1905, 
pag. 257. 

8) Monthly Notices of the Roy. Astron. Society 1906, Bd. 67, pag. 34. 
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gegangen ist. Herr Eddington setzt ausdrücklich innerhalb 
jedes der beiden einander durchdringenden Schwärme das Ma x- 
well’sche Gesetz der Geschwindigkeitsverteilang voraus. Aus 
der Superposition der beiden Schwärme mit Maxwell’scher Ge- 
schwindigkeitsverteilung ergiebt sich bei geeigneter Wabhl ihrer 
Relativbewegung eine so vortreffliche Wiedergabe der beobachteten 
Anordnung der Geschwindigkeiten, daB man — zumal unter der 
Wucht von Herrn Eddington’s prägnanter Darstellung — den 
Eindruck hat, hier sei mehr, als eine Interpolation: hier sei eine 
wirkliche Erkenntnis der Bewegungsvorgänge im Fixsternsystem 
gewonnen, mit der man sich, wenn sie überraschend erscheint, 
eben abfinden müsse. 

Indessen ist das Abfinden mit der Vorstellung zweier sich 
durchsetzender ,Sternengase“ schwer. Man wird an sich nur 
ungern den Glauben an die durch das Phänomen der MilchstraBe 
dokumentierte Einheit des Fixsternsystems aufgeben. Auferdem 
zeigen Herrn Eddington’s Rechnungen, da8 der eine Schwarm 
in derselben Himmelsrichtung eine Vermehrung der Sternanzahl, 
eine Verdichtung, aufweist, wie der andere. Auch die GrôBe der 
scheinbaren Eigenbewegungen und damit vermutlich die durch- 
schnittliche Entfernung der Sterne beider Schwärme ergiebt sich 
als gleich. Die beiden ,Sternengase“ müBten also, während sie 
durcheïnander strômen, gemeinsamen Verdichtungen unterliegen, 
und es bleibt die Frage nach plausibeln Ursachen offen, welche 
dies bewirken kônnten. 

Ich babe daher geglaubt, dasselbe Beobachtungsmaterial, auf 
das sich Herr Eddington stützt, noch einmal auf Grund einer 
unitarischen Hypothese über die Sternbewegungen bearbeiten 
zu sollen. Die notwendige Abänderung der alten unzureichenden 
Vorstellung regelloser Verteilung der Spezialbewegungen wurde 
in folgendem gesucht. Bezeichnet man die Komponenten der Ge- 
schwindigkeiten eines Sterns gegen einen als ruhend betrachteten 
Punkt mit U,V,W, so ist die Anzahl der innerhalb des Geschwin- 
digkeitsbereiches U+O0U, V+ôV, W+ù W liegenden Geschwindig- 
keiten nach Maxwell gleich: dUdVaW.e AOF PIE WI (A eine. 
Konstante). Statt dieser Formel habe ich gesetzt: 


— AU?-BVi-CW* 
dUdVaW.e À 


wo À,B,C drei verschiedene Konstante bedeuten. Es ist also 
die kugelfôrmige Maxwell’sche Dichte-Verteilung der Ge- 
schwindigkeitsvektoren durch eine ellipsoidische ersetzt. Die 
Fläche: 1 — AU'+BV'+CW" selbst soll als ,Geschwindigkeits- 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klase. 1907. Heft BE, al 
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ellipsoid“ bezeichnet werden. Die Axen dieses Ellipsoides stellen 
ausgezeichnete Richtungen dar, ohne welche man eben nach unsern 
jetzigen Kenntnissen von der Verteilung der Eigenbewegungen 
nicht auskommen kann. 

Es war zu vermuten, daB die Annahme einer ellipsoidischen 
Verteilung der Geschwindigkeitsvektoren eine verhältnismäBig gute 
Darstellung der beobachteten Verteilung der Eigenbewegungen 
liefern würde. Denn denkt man sich die Geschwindigkeitsvektoren 
nach der Eddington’schen Annabme zweier Maxwell’scher 
Verteilangen unter Berücksichtigung seiner quantitativen Ergeb- 
nisse räumlich aufgetragen, so erhält man zwei kugelfôrmige 
Haufen, die beträchtlich ineinander eingreifen und daher, indem 
man die Einkerbung zwischen den beiden Kugeln ausfüllt, einiger- 
mafen durch eine ellipsoidische Verteilung ersetzt werden kônnen. 

Für die Ausführung eines Teiles der folgenden Rechnungen 
bin ich Fräulein J. Lehmann zu Dank verpflichtet. 


Die ellipsoidische Geschwindigkeitsverteilung auf die 
Sphäre projiziert. 
Wir wollen also einen begrenzten Raum innerhalb des FKix- 
sternsystems ins Auge fassen und annehmen, da die Anzah]l der 


Sterne dieses Raumes, welche Geschwindungen zwischen U und 
U+OU, Vund V+0V, W und W+0W haben, gegeben sei durch: 


a) Ke UE OP uGyaW (K, A, B,C Konstante) 


wofern man das Koordinatensystem seinem Nullpunkt und seiner 
Richtung nach geeignet wählt. Was wir beobachten, ist nur die 
Projektion des Geschwindigkeitsvektors auf die Himmelssphäre. 
Es ist also zu überlegen, welches Gesetz für die Häufigkeit von 
Projektionen bestimmter Grô$e und Richtung folgt. Diese Ueber- 
legung sei hier nur für den Fall des Rotationsellipsoides 
(B = C) durchgeführt. 

Der Winkel, welchen der Visionsradius nach der betreffenden 
Himmelsgegend mit der Rotationsaxe (x-Axe) des Ellipsoides macht, 
heiBe y. Die z-Axe kann man wegen der Symmetrie um die +-Axe 
in die Ebene hineingedreht denken, welche durch die Rotationsaxe 
und den Visionsradius geht. Nennt man nun « die Geschwindig- 
keitskomponente senkrecht zum Visionsradius in dieser Ebene, 
v diejenige senkrecht zum Visionsradius und senkrecht zu dieser 
Ebene, w die dem Visionsradius parallele Komponente, so gilt: 
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U = u sin y +w cos 4 
Fee 
W = u cos 4 — w sin 4. 
Es folgt: 
AU+B(V'+W*) = (Asin'y+8B cos'y)u°+ Bv°+(4 cos’ 7+B sin°y)w* 
+ 2uw sin y cos y (À — B). 
Für die durch die Komponenten «,v,w ausgedrückten Geschwindig- 


keiten tritt daher an Stelle von (1) der Ausdruck: 


K.dudo.du.e (4 Sn?x+ B cos? 3) u°— Bo? — (A cos! y + B sin? y) 0° — 2 sin y cos (A — B)urwo 


Da alle in dasselbe Bereich du.dv fallenden Geschwindigkeits- 
vektoren gleiche Eigenbewegung an der Sphäre geben und nicht 
nach dem Werte der dritten unbekannten Komponente « getrennt 
werden kônnen, so haben wir, um eine mit der Beobachtung ver- 
gleichbare Häufigkeitsfanktion zu erhalten, über alle Werte von 
w von —oco bis +oo zu integrieren. Spaltet man den von w un- 
abhängigen Faktor: 


(3) Leu (4 sin? y + Bcos?y) u? — Bv? 


ab, so ist also das Integral: 


(4) fais Mets Bsin°z)w—2snycosz(4— Bu, 
— CO 


auszuführen. 
Der Exponent läft sich so umschreiben: 


(A cos’ 4 + B sin° 4) w° + 2 sin y cos 4 (4 — Bjuw 
(A—B)siny cos .u l'- (4—B)'sim'ycos"qu 


— (Acos”7+B sin°}) Leo+ Acos'y+ Bsin'y Acos*7+B sin'y 


Beachtet man, daB, wenn p und q beliebige Konstante bedeuten: 
OO S 2 pri 
Î ç—P(w+ 4) pe AVE 
rs p 
ist, so ergiebt sich hiernach für das ganze Integral (4) der Wert: 
(4 — B}° sin? y cos? y u? 
V. x A co? y + Bsin°y 


A cos 7 + Bsin'y ° 


41* 
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Fügt man hierzu den vorher abgespalteten Faktor (3), so erhält 
man durch einfache Umstellung den Ausdruck für die Ver- 
teilung der Geschwindigkeitsprojektionen: 


beat ma dv, 


Se KV 48 4e 


VA cos° 3 + B sin°7 ” DER A cosy + Bsin°4° 


ist. 

Die Verteilung der Geschwindigkeitsprojektionen kann 
also ebenfalls als eine ellipsoidische bezeichnet werden und 
die Kurve aw*+bv° — 1 soll kurz ,Geschwindigkeitsellipse“ heifen. 
Die Beziehung der Bestimmungsstücke À4,B des ursprünglichen 
»Geschwindigkeitsellipsoides“ zu den Bestimmungsstücken a,b der 
,Geschwindigkeitsellipse“ läft sich einfacher in der Form schreiben: 


(6) de = (5 -1)si x 


Berücksichtigung der Eigenbewegung der Sonne. 
Häufñgkeit der Eigenbewegungen bestimmter Richtung. 


Bisher war als Nullpunkt ein Punkt gewählt, um den die 
Eigenbewegungen der Fixsterne symmetrisch verteilt sind. Unser 
Beobachtungspunkt, die Erde oder Sonne, bewegt sich gegen diesen 
Symmetriepunkt mit einer gewissen Geschwindigkeit w, in Richtung 
auf einen bestimmten Zielpunkt (Apex). Ist der Winkel zwischen 
dem Visionsradius und der Richtung nach dem Apex gleich 6, s0 
erhält man die thatsächlich zu beobachtenden Eigenbewegungen 
an der Sphäre, indem man von dem Vektor w,v den Vektor 
h = u,sine abzieht. Die Richtung nach dem Apex müge den 
Positionswinkel œ, haben in dem oben benutzten an der Sphäre 
gezeichneten Axensysteme, welches die Richtung von w(p — 0) 
zur «-AÂxe, die von v(g — 90°) zur y-Axe hat. Die Komponenten 
des beobachteten Vektors sind also: 


(7) x = u—hcosp,, y = v—hsiny,. 


Die Häufigkeit einer zu beobachtenden Eigenbewe- 
gung mit den Komponenten x,y wird daher: 


(8) Léa (æ + h cos po)? — db (y + h sin po)? dx dy. 
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Nan ist schlieflich noch zu berücksichtigen, da wir nicht die 
absoluten, sondern nur die angulären Beträge der Eigenbewegungen 
direkt beobachten. Um keine Hypothese über die Entfernungen 
der Sterne machen zu müssen, wollen wir uns in der üblichen 
Weise auf die Betrachtung der Richtung der Eigenbewegungen 
beschränken, also: 


(9) ZT = rCco8p y —= rsiny 


setzen, und gleich nach der Anzahl von Eigenbewegungen fragen, 
welche in den Winkelraum œ bis o + d fallen. 

Der Ausdruck (8) geht durch Einführung der Polarkoordinaten 
(9) über in: 


ge 4 (r cos p + h cos po)? — b (r sin p + ken), qe do. 


Hierüber hat man von 7 — 0 bis r — co zu integrieren, um die 
Häufigkeit J'(p) der Eigenbewegungen in der Richtung y auf 
Grund unserer Annahmen zu erhalten. Die Integration läBt sich 
auf das Wabhrscheinlichkeitsintegral zurückführen. 

Setzt man zur Abkürzung: 


F = a cos m+bsino, F, — a cos* ,+b sin° y, 
[es a 7, (@ C08 y cos ®, + d sin y sin p,) 
Va cos* p + b sin y 


und führt an Stelle von r die neue Variable + ein durch: 
2 = rVF+E 


so erhält das auszuführende Integral die Form: 


Hormobetaselsirii st 
E F 


oder : 


oder auch: 
Lier rene: 4 —# 
D Jo = |3-y vel +te f'- às | 


Vermüge der Gleichungen (I) und (I) 1äBt sich also 
mit Hülfe einer Tafel des Wahrscheinlichkeïitsinte- 
grals die Anzahl J(y) der Eigenbewegungenberechnen, 
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welche unter Annahme der ellipsoidischen Geschwin- 
digkeitsverteilungin jeder Richtung gzuerwartenist. 

Anschluss an eine beobachtete Verteilung. Für jede 
Himmelsgegend liefert die Anordnung der beobachteten Eigen- 
bewegungen nach ïhrer Richtung @ und die Abzählung der in 
jeden Einheitswinkelraum (nach Herrn Eddington im folgenden 
zu 10° gewählt) fallenden Anzahl von Eigenbewegungen die Funk- 
tion J'(y). Dabei ist allerdings noch zu beachten, daB @ vom 
Schnitt der durch Visionsradius und Rotationsaxe des Ellipsoids 
gehenden Ebene mit der Himmelskugel an zu zählen ist und daf 
diese Richtung zunächst unbekannt ist. Zählt man mit Herrn 
Eddington Positionswinkel # am Himmel von der Richtung nach 
Osten beginnend über Süden, Westen, Norden, so môüge die Aus- 
gangsrichtung der Zählung von y, die frühere æ-Axe, den Positions- 
winkel #, haben. Es sei also allgemein: 


(10) p — #—#,. 
Die aus der Beobachtung unmittelbar hervorgehende Häufñgkeits- 
funktion J (3) wird daher gegeben durch: 
Or EP M he 4 
OI) 36) = “—— : 4 rss [Te | 
0 

wobei : 

F = acos' (8—9,)+b sin (9—9,), ÆF, — a cos° p, +b sin° y,, 
(1) | À a cos p, cos (# — 9) + b sin y, sin (9 — 9) 

Va cos’ (9 — 9,) + b sin° (9 — #:) 


ist. Das Problem besteht darin, diejenigen Werte 
der Konstanten a,b,®,,@,,.,k zu bestimmen, welche 
die beobachtete Verteilung môglichst gut wieder- 
geben. Man bemerke übrigens, daB sich J nicht ändert, wenn 
man 4, b, k und 1/X° mit demselben Faktor multipliziert, da wir 
also eine dieser GrôBen willkürlich wählen dürfen und nur 6 un- 
abhängige Konstanten zur Verfügung haben. Wir wollen die 
Willkür gleich ausnutzen und setzen: 
(11) ah = 1 
Es wurde folgendes Verfahren eingeschlagen. Man fasse die 
zu zwei gegenüberliegenden Werten von #, nämlich # und #8 +180° 
gehôrigen Anzahlen : 


J = J(#), J'— J(#+180°) 
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ins Auge. Bei Vermehrung von # um 180° ändert sich F nicht, 
£ wechselt nur sein Zeichen. Indem man daher die geraden und 
ungeraden Bestandteile des Ausdrucks von J trennt, erhält man: 


ë 
HT = + Ê +a# f 7 # ae] 
0 


FRE ME pe 
J'—J — GE £e 
Bildet man die Funktionen: 


ME — 1428 de und N(E) — . 


so ergiebt sich: 
en cles 


Die Funktionen M(£) und N(Ë) sind in dem Täfelchen I auszugs- 
weise tabuliert. 


Tabelle I. 

£ | M (£) | AN (é) | Ë | M (£) | @ 
0.00 1.00 0.000 0.653 
0.05 1.00 0.087 0.614 
0.10 1.02 0175 0.666 
0.15 1.04 0.259 0.715 
0.20 1.08 0.341 0.757 
0.25 1.13 0.416 0.794 
0.30 1.19 0.488 0.65 . 0.827 
0.35 1.27 0.553 0.70 2,37 0.857 


M(£Ë) ist stets positiv. N(£) hat dasselbe Vorzeichen wie £. 


Aus jedem Paar gegenüberliegender Werte J und J' kann man 
nach den Formeln (12) mit Hülfe der Tafel zunächst £ und dann 
F finden. Führt man diese Rechnung für jeden Wert von # durch, 
so müssen die erhaltenen Werte £ und F in einer leicht zu über- 
sehenden Weise verlaufen, falls unsre Annahmen überhaupt zur 
Darstellung der Beobachtungen ausreichen. Setzt man nämlich: 
LE 
si re — 0, 

CT 
wonach also p und 6 unmittelbar aus F und £ zu berechnen sind, 
so gelten für e und 6 die Beziehungen: 


(14) 1 = ag cos (8 — 9,) +b op" sin° (9 — ,) 


(13) F — 


622 K. Schwarzschild, 


(15). 1 — ha cos y, 6 cos (8 — ®,) + hb sin y, o sin (8 — #,). 

Diese Gleichungen haben folgende geometrische Bedeatung: Trägt 
man zu jedem Positionswinkel 8 den berechneten Wert @ als Ra- 
diusvektor auf, so müssen die entstehenden Punkte auf einer El- 
lipse liegen. Verfährt man ebenso mit den berechneten Werten 
6, so muB eine Gerade entstehn. Die Ellipse ist unmittelbar 
die ,Geschwindigkeitsellipse.“ Die Richtung ihrer grofen Axe 
liefert den Positionswinkel #,. Die Beträge « und B ihrer Halb- 
axen ergeben a und b nach den Relationen: 


1 pl 
(16) a = Fe b = PF 
Die 3 Konstanten a, b, 9, sind also aus der Ellipse zu bestimmen. 
Was die Gerade angeht, so haben ihre Abschnitte p und q auf 
den beiden Axen der Ellipse die Werte: 


1 Ÿ 
QG? 1 — jucosp” ? — lbsny, 


sodaB aus den Gleichungen : 

Re 

gb 

auch noch die beiden übrigen Konstanten * und , folgen. 


Ein Beispiel, für das ich die von Herrn Eddington als F 
bezeichnete Region wähle, soll das Verfahren näher erläutern. 


Tabelle II. Bearbeitung des Gebietes F. 


°|2 J' 


1 à 
(18) h cos y, — Fe h sin y, — 


N(E) | 5 


| + 0.555 | + 0.851 | 1.27 | 3.76 |+ 107| 5 | 16 | +1|+2 
+ 0.523 | + 0.328 | 1.23 | 4.13 |+ 126| 6 | 19 | +1 | +3 
+ 0.555 | + 0.851 | 1.27 | 4.60 |+ 13.1] 7 | 22 | +1 | +1 
+ 0500 | + 0.309 | 1.20 | 5.46 | + 17.7| 9 | 25 CA PS" 
+ 0.486 | + 0.299 | 1.19 | 5.72 |+ 19.2] 11 | 27 | + 1 | —2 
+ 0.300 | + 0.174 | 1.06 | 6.14 |+ 35.31 12 | 27 | —2 | +1 : 
+ 0.152 | + 0.087 | 1.01 | 5.80 | + 66.5| 13 | 23 | — 1 | +4 
+ 0.097 | + 0.055 | 1.01 | 5.54 | + 100. | 14 | 18 FN D 
— 0.040 | — 0.022 | 1.00 | 5.00 | — 230. | 13 | 14 0| +2 
— 0.044 | — 0.025 | 1.00 | 4.79 |— 190. | 13 | 10 | +1 | —1 
+ 0.048 | + 0.028 | 1.00 | 4.58 | — 160. | 12 | 8 | +2 | —3 
— 0.158 | — 0.090 | 1,02 | 4.30 |— 47.7| 11 | 6 den 
— 0.176 | — 0.100 | 1.02 | 4.08 |—— 408] 10 | 5 0 | 282 
— 0.250 | — 0.145 | 1.04 | 3.92 |— 27.01 10 | 5 0 | 
— 0.077 | — 0.044 | 1.00 | 3.60 |— 82. | 10| 41 +3 | —2 
—0.986 | 20:166 106 | 8.68 [018 ir | GAMES Ne 
— 0.286 | — 0.166 | 1.06 | 3.63 |— 21.8| 12 | 5 ! +3 0 
— 0.655 | — 0.851 | 1.27 | 3.76 |— 10.7| 14 | 5 PE 5 
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Die ersten Spalten der Tafel II geben zu jedem Positions- 
winkel # die von Herrn Eddington abgezählte Anzahl von 
Eigenbewegungen dieser Region J und daneben gleich die Anzahl 
J' für den Positionswinkel 8#+180°. Es folgen die aus den Formeln 
(12) und (13) mit Hülfe von Tafel I sich ergebenden Werte von 
N(E),£, M(E),e und 6. Diese Werte @ und 6 sind als Radien zu 
den Positionswinkeln 8 in Fig. 1 aufgetragen. Die Punkte @ 
schlieBen sich sehr scharf der durch Probieren ermittelten, in die 
Figur eingezeichneten Ellipse an. Die Punkte 6 liegen unregel- 
mäfiger, was daher kommt, daf sie wesentlich von den prozentual 
schlechter bestimmten Kkleineren Differenzen J'—J herrühren, 
während die Grüfen g wesentlich durch die grôBeren Summen 
J+J' bestimmt werden. Immerhin werden sie durch die Gerade 
der Figur einigermafen wiedergegeben. 

Der Positionswinkel der grofen Axe der Ellipse findet sich 
zu b7°7. Ihre Halbaxen sind « — 6.00 und 8 — 83.60. Die Ab- 
schnitte der Geraden auf diesen Halbaxen sind p — —299 und 
g—=+148 Daraus berechnen sich nach (16) und (18) die b Kon- 
stanten unsrer Formel : 


a = 0.0278, b — 00773, h — 1.49, 9, — 877, g, = 3240. 


Um zu prüfen, wie die Beobachtungen bei dieser Wahl der 
Konstanten dargestellt werden, wurden nun umgekehrt der ein- 
gezeichneten Ellipse und Geraden die zu jedem # gehôürigen theo- 
retischen Werte 6 und @g entnommen und aus diesen durch Um- 
kehrung der Formeln (12) und (13) der Reïhe nach F,£6, M(£), 
N(E), J'+J, J'—J und schliefilich J und J' berechnet. Die Ver- 
gleichung der so berechneten Werte J und J' mit den beobachteten 
zeigt, daB ein guter AnschluB erreicht ist. 

Aehnlich, wie hier, waren auch in allen andern Fällen die El- 
lipsen sehr exakt, die Geraden weniger gut. Stets wurde aber 
durch die nach Gefühl eingezeichneten Kurven eine genügende 
Darstellung der beobachteten Häufigkeiten erreicht. Einige Male 
fügte ich, um den AnschluB zu verlassen, zum Schluf noch eine 
kleine Drehung oder Veränderung des Mafstabs der ganzen Kurve 
hinzu. Ich habe nicht versucht, die Darstellung aufs äuferste zu 
treiben. Die geometrische Methode ist direkt hierzu nicht ge- 
eignet, da sich die Abweichungen von der Ellipse und der Geraden 
in den Werten J and J' etwas unübersichtlich superponieren. Zu 
einer endgültigen Bearbeitung würde man daher doch wohl Diffe- 
rentialformeln benutzen müssen. 
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Ergebnisse der einzelnen Gebiete. 

Herr Eddington hat das vom Groombridge-Greenwich- 
Katalog überdeckte Areal in 7 Gebiete eingeteilt. Das Gebiet 4 
enthält alle Sterne der Poldistanz 0°—20°, die Gebiete B—G ent- 
halten die Sterne von 20°—652° Poldistanz aus je 4 A. R. Stunden, 
wobei B mit den Stunden 22'—2 beginnt. 

Die folgende Tabelle giebt für alle 7 Regionen die beob- 
achtete Anzahl J der Eigenbewegungen von 10° zu 10° des 
Positionswinkels 81), darauf die Unterschiede B—R für die Zwei- 
schwarmhypothese nach Eddington und für die hier ge- 
machte Hypothese*). Für das Gebiet ÆE, welches Herr Ed- 
dington wegenseiner geringen Sternzahl nicht weiter bear- 
beitet, wurden die beobachteten Zahlen der von Herrn Ed- 
dington gezeichneten kleinen Kurve entnommen und sind daher 
etwas unsicher. Die unter Z gegebene Summe der absoluten 
Abweichungen zwischen Beobachtung und Rechnung zeigt, daf 
beide Hypothesen gleich guten Anschluf an die Beobachtung 
liefern mit Ausnahme des Gebietes C, wo die Zweischwarm- 
hypothese mehr leistet, ohne daB die unitarische Hypothese unzu- 
lässige Abweichungen gäbe. Die Sache liegt so, daB Herr E d- 
dington eine Unbekannte mehr hat, indem bei ihm die Ver- 
teilung der Sternanzahl zwischen beiden Schwärmen als sechste 
Unbekannte hinzukommt. Ist die Sternanzahl beider Schwärme 
sebr ungleich, so giebt das eine Unsymmetrie in der Ver- 
teilung der Eigenbewegungen, welche durch unsre Ellipsoid- 
bypothese nicht wiedergegeben wird. Man sieht, da die Ein- 
führung dieser sechsten Unbekannten bei den meisten Gebieten 
nicht mehr leistet, als unsre fünf Konstanten, und in der That 
findet auch Herr Eddington die Sternanzahl beider Schwärme 
nahezu gleich, abgesehn von dem Gebiet C. Hier herrscht eine 
deutliche, aber vielleicht doch nur zufällige Unsymmetrie eben von 
der Art, wie sie durch eine Verschiedenheit der Sternanzahl 
beider Schwärme wiedergegeben wird. 

Man kann also sagen, da sich die unitarische 
Hypothese der Verteilung der Eigenbewegungen 
in den einzelnen Gebieten trotz ihrer geringeren 
Konstantenzahl vôllig befriedigend anschlieft. 


1) Für Gebiet À ist # vom Stundenkreis 6h an gerechnet. 

2) Die theorctischen Werte sind ebenso, wie das Herr Eddington bei 
den beobachteten gethan hat, ausgeglichen, indem das Mittel aus je 3 Nachbar- 
werten genommen wurde. 
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Die folgende Tabelle enthält die für die 7 Regionen gefun- 
denen Konstanten. 


Tabelle IV. Konstanten der Regionen. 


. æ B Ÿ P | g + a | b h Po _|Po+ do 
0 

A | 6.75 | 4.22 | 175.0] + 19.8 | + 40.0 | 0.0219 
B | 7.84 | 4.45 | 176.0] + 25.6 | + 11.9 | 0.0163 | 0.0505 34.8 | 210.8 
C | 5.67 | 3.81 | 216.5] + 13.0 | + 11.4 | 0.0311 | 0.0688 27.3 | 248.8 
D | 4.80 | 3.87 | 302.0|+ 9.2 | + 40.4 | 0.0433 | 0.0668 8.4| 310.4 
E | 4.84 | 3.89 0.0/— 8.8 | + 82.0 | 0.0426 | 0.0870 857.0 | 357.0 
F | 6.00 | 3.60 57.7|— 29.9 | + 14.8 | 0.0278 | 0.0773 324.0| 21.7 
G | 8.80 | 6.82 | 139.5 | + 130.0 | + 60.0 | 0.0129 52.6 | 192.1 


Fig. 2 verdeutlicht noch das Verhalten beider Theorien zur 
Beobachtung, indem sie für das Gebiet F die Werte von J als 
Radien zu den Positionswinkeln # giebt. 


Zusammenfassung der Gebiete. 


Der Winkel y,+®, giebt den Positionswinkel der Richtung, 
in welcher sich die Eigenbewegung der Sonne auf die Sphäre pro- 
jiziert. Trägt man diese Richtung in dem Centrum jedes Gebietes 
an und verlängert sie alle zu grôfiten Kreisen, so müften sich 
alle diese Kreise in einem Punkte schneiden, welcher den Apex 
der Sonnenbewegung darstellt. Das ist mit einiger Annäherung 
der Fall. Durch graphisches Auftragen auf einer stereographischen 
Projection der Kugel fanden sich als Koordinaten des Apex: 


8 — +41, A.R. — 25%. 


Die Abstände, in welchen die grôBten Kreise an diesem Punkt 
vorbeigingen, waren für die einzelnen Regionen 4 — G der Reihe 
nach 3°, 49, 129, 11°, 16°, 49, 6°. 

Nimmt man ferner an, da die Rotationsaxen der 
Geschwindigkeitsellipsoide in allen Teilen des Raumes 
parallel liegen, so müssen auch die Richtungen #, 
verlängert durch einen Punkt gehen. Dieser Punkt wird 
nahe übereinstimmen müssen mit dem Zielpunkt der Relativ- 
bewegung der beiden Kapteyn’schen Schwärme, und man wird 
daher auf ïihn auch den Namen Vertex übertragen dürfen, den 
Kapteyn für letzteren Zielpunkt eingeführt hat. Die graphische 
Aufzeichnung ergab als Koordinaten des Vertex: 


ô = +3, A.R. — 2720. 
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Die Abstände der grôften Kreise vom Vertex waren für die ein- 
zelnen Regionen: 


20, 19, 100, 39, 10, 40, 140, 


Fügt man die weitere Annahme hinzu, da die Geschwindig- 
keitsellipsoide in allen Teilen des Raumes gleiche 
GrüBe haben, daf die mittlere Geschwindigkeit einer bestimmten 
Richtung überall dieselbe ist, so muB man einerseits verlangen, 
daf die Abplattung der gefundenen Ellipsen gemäf Gleichung (6) 
mit dem Abstand y vom Vertex geht 


b B Le 
él = (5 —1)sin 2 
oder wenn man die Halbaxen «, 6, A, B der Geschwindigkeits- 


ellipse resp. des Geschwindigkeitsellipsoids einführt : 


(19) FE L apr Sn Pa GE le 
EMA +(% —1)sin"r 


Andrerseits folgt aus dieser Annahme, daf die durch die Pro- 
jektion auf die Sphäre nicht veränderte kleine Axe 8 — B der 
Ellipsen als vereinheitlichendes MaB für die Bewegungskomponente 


h der Sonne zu dienen hat und daB daher die Grüfe _ mit der 
Gesamtgeschwindigkeit w, der Sonne durch die Gleichang : 


(20) à = 4, Sin 6 


zusammenhängen muB, wo 6 den Winkelabstand vom Apex be- 
deutet. 

Die folgende Tabelle giebt die Rektaszension und Deklination 
der Centren der einzelnen Regionen nach Herrn Eddington, 
die Abstände 6 und y dieser Centren von Vertex und Apex, die 

B B 


aus der Beobachtung folgenden Werte von su und Fa und nach 


(19) und (20) die mit den Konstanten _ — 0.635 und u, — 0.750 


abgeleiteten theoretischen Werte. 
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Re- h : B p 

gion | Ô | 6 | B 0.75 sino 1 a beob _ theor 
Fr qe go | 499 | 0.55 | 0.57 g7o 0.63 0.63 
B œ | 50 65 0.66 | 0.68 86 0.57 0.63 
C 60 50 87 073 | 0.75 124 0.67 0.70 
D | 120 50 83 0.66 | 0:75 122 0.80 0.69 
E | 180 50 54 0.79 | 0.61 89 0.70 0.63 
F | 240 54 19 0.41 | 0.24 54 0.60 0.71 
&G | 300 50 29 0.15 | 0.36 53 0.77 0.72 


B 


Man sieht, daB 1 und A im groBen und ganzen das von der 


Theorie geforderte Verhalten zeigen, daB aber im einzelnen noch 
starke Abweichungen bestehn. Ich habe daher versucht, Apex 
und Vertex noch auf eine andere Art zu bestimmen, welche von 
vorneweg auf den Betrag dieser GrôBen Rücksicht nimmt. 

Sind « und © die À.R. und Deklination des Centrums des be-: 
treffenden Grebietes, bedeuten À und D dieselben GrôBen für den 
Apex, so folgt aus dem Dreieck zwischen Pol, Apex und dem 
Centrum des Gebietes : 

sin 6 cos (y, + ®,) — cos D sin (A — a) 

sin 6 sin (œ, + ®,) — cos D sin Ô cos (A — «) — sin D cos 0. 


Maltipliziert man hier mit w, und setzt: 
(21) x = ,cos D'cos À, Y = u,cos D'sin À, 2 = u,sinD, 


so folgt: 


-U,8in6co8(p.+ #.) = %-co8(p,+ 8) = Ycosa— Xsina 


(ee) u,sin6sin(p,+®,) = her pant = Xsindcosa 


B 
+ Ysindsina—Zcos 0. 
Ans den beobachteten Werten von _ und y,+®, entstehen s0 


14 Grleichungen, aus denen nach der Methode der kleinsten Qua- 
drate X, Y, Z berechnet wurden. Er ergab sich: 


X = —0.044, Y = +—0.589, Z — +0.877. 
und damit: 
Koordinaten des Apex: À = 266, D = +339, uw, — 0,70. 
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ine 
V1 und den Positionswinkel #, für den Vertex durchführen 
und ergab das Resultat: 


Eine vüllig analoge Rechnung lie sich in Bezug auf die Grüfe 
3 


Koordinaten des Vertex: 4'=— 273, D'— —6, _. —= (0.67. 
Folgende Tabelle stellt die Werte, die sich aus diesen neuen 
Bestimmungsstücken von Vertex und Apex ergaben, mit ihren 


Differenzen gegen die beobachteten zusammen : 


Abgesehen von der Region G, welche sich auch bei Herrn Ed- 
dington als anormal erweist, erscheint der AnschluB für den 
Vertex nunmehr ein befriedigender. Beim Apex zeigt aufer G 
noch die Region E eine starke Abweïchung, welche indessen auf 
die geringe Sternzahl und ungenaue Entnahme der Zahlen aus der 
Figur zu schieben sein mag. Unter den übrigen Gebieten giebt F 
die stärksten Abweichungen. 

Was das Verhalten zur Zweischwarmhypothese angeht, so ist 
zwar kein ganz exakter Vergleich mit den analogen Zahlen Herrn 
Eddington’s môglich, es ist aber doch deutlich, daf die Ueber- 
einstimmung der verschiedenen Gebiete bei der Be- 
arbeitung nach der Zweischwarmhypothese eine bes- 
sere ist, als hier. 

Man muf sich daher die Frage vorlegen, ob der Anschluf 
der unitarischen Hypothese an die Beobachtungen, 
wenn auch etwas schlechter, nicht doch noch vüllig 
ausreichend und der Zuverlässigkeit des Materials 
entsprechend ist. Für die Bejahung dieser Frage wird 
folgendes sprechen: 

1) Ich habe für das Gebiet F mit den eben gefundenen theo- 
retischen Werten der Konstanten die Verteilung der Eigen- 

bewegungen zurückgerechnet und durch Zusammenfassung der 
Zahlen über Winkelräume von 60° folgendes erhalten: 
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ÿ beob. berechnete Anzahl 
20°— 80° 67 65 
80 —140 66 53 
140 —200 69 69 
200 —260 139 . 130 
260 —320 DEEE bb 
320 — 20 29 42. 


Die Annahme rein zufälliger Verteilung der Eigenbewegungen 
würde erfordern, da die Eigenbewegungen symmetrisch zur 
Richtung nach dem Apex, welche hier durch den Positionswinkel 
20°—200° gegeben wird, verteilt seien. Es müften also die Ge- 
biete 140°—200° und 200°—260° die gleiche Anzahl von Eigen- 
bewegungen aufweisen. Man sieht, wie wenig das erfüllt ist, und 
wie groB der Fortschritt ist, der durch die Hypothese der ellip- 
soidischen Geschwindigkeitsverteilung erzielt wird, sodaf der 
eventuelle weitere Gewinn durch den Uebergang zur Zweischwarm- 
hypothese dem gegenüber nicht sehr beträchtlich sein kann. 

2) Unmittelbar zu übersehen ist die Bedeutung einer Ver- 
schiebung der GrôBe des motus parallacticus der Sterne des be- 
treffenden Gebietes. Der Durchschnittswert von 8 beträgt (vgl. 
Eddington I.c. pag. 57) etwa 3” im Jahrhundert. Die grüBte 
Abweichung in » zwischen Rechnung und Beobachtung ergab sich 
oben (für Gebiet G&) zu 0.28. Das bedeutet also 0:6 im Jahr- 
hundert oder 05 für die 80 Jahre Zwischenzeit, aus denen die 
Eigenbewegungen abgeleitet wurden. Man ist daher hier der 
Grenze nahe, wo restierende systematische Fehler der beiden ver- 
glichenen Kataloge trotz der sorgfältig differentiellen Reduktion 
wirksam geblieben sein kônnen. Z.B. würde durch eine Aenderung 
des Aequinoktiums von Groombridge um 0‘02 eine merkliche Ver- 
minderung der Differenzen B— R für y,+, und À zu erzielen 


B 


8) SchlieBlich ist daran zu denken, da Gebiete von 60° Aus- 
dehnung in AÀ.R. zusammengefafit wurden und daher Eigenbewe- 
gungen beträchtlich verschiedener Richtung zu ein und demselben 
Positionswinkel # gezählt worden sind. 

Daher glaube ich, unter Einfügung der numerischen Ergeb- 
nisse das Resultat dahin zusammenfassen zu kônnen: Die 
Verteilung der Eigenbewegungen des Groombridge- 
Greenwich-Katalogs zwingt uns, soweit sich bisher 
übersehen läft, noch nicht dazu, eine Spaltung des 
Sternsystems in zwei verschiedene Schwärme vorzu- 


sein 
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nehmen, vielmehr wird eine befriedigende Darstel- 
lung der beobachteten Verteilung erreicht durch 
folgende unitarische Annahme: Die Häufigkeit 
einer Geschwindigkeit der GrôBe V bis V+dV in 
einer bestimmten räumlichen Richtung hängt ab von 
dem Winkel 4, den diese Richtung mit der Richtung 
nach dem Vertex des Systemes macht, gemäB der 
Formel: 


— . (1 — 0.55 cos? x) 
e. “é V*dV (V, eine Konstante). 


Der in der MilchstraBe gelegene Vertex hat die Ko- 
ordinaten: 
AR. —=:2789,9 ==1— 6°, 


Die Bewegung der Sonne relativ zu einem Punkt, 
um den sich die Geschwindigkeiten der Sterne sym- 
metrisch gruppieren, ist gerichtet nach dem Apex: 


A.R. — 266, 0 — + 33° 
und hat die Geschwindigkeit: 0,70 F. 


&gl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse. 1907. Heft 6. 42 
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Ueber die Uniformisierung beliebiger analy- 
tischer Kurven. 


(Zweite Mitteilung). 
Von 
Paul Koebe in Gôttingen. 


Vorgelegt durch Herrn F. Klein in der Sitzung am 23. Nov. 1907. 


Das Problem der Uniformisierung beliebiger analytischer 
Kurven hängt mit folgendem allgemeinen Abbildungssatze über 
einfach zusammenhängende Bereiche zusammen. 

Ein allgemeïner Abbildungssatz. Es sei B irgend ein nach 
Art einer Riemannschen Fläche über der z-Ebene ausgebreiteter 
einfach zusammenhängender Bereich, welcher endlich- oder un- 
endlich- vielblättrig sein kann. Der Bereich B kann in seinem 
Inneren endlich oder unendlich viele Windungspunkte haben; die 
Ordnungszahl jedes einzelnen inneren Windungspunktes ist jedoch 
endlich. Die Anzahl der Blätter und die Anzahl der Windungs- 
punkte ist abzählbar. (Riemannsche Flächen mit nichtabzähl- 
barer Blätterzahl oder nichtabzählbarer Anzabhl der inneren 
Windungspunkte gibt es bekanntlich nicht). Hat der Bereich B 
in irgend einem seiner Blätter Grenzpunkte oder ganze Begren- 
zunggslinien, so werden dieselben zum Bereiche B selbst nicht 
mitgerechnet. 

Unter den genannten vüllig allgemeinen Voraussetzungen 
über den Bereich B gilt die Bebauptung: Es ist môglich, den 
einfach zusammenhängenden Bereich B in eindeutig umkehrbarer 
Weise konform auf einen die Kugel schlicht überdeckenden eben- 
falls einfach zusammenhängenden Bereich abzubilden. Der letztere 
Bereich wird entweder von der ganzen Vollkugel gebildet oder 
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von der ganzen Vollkugel mit Ausnahme eines Punktes oder von 
einer Kugelkalotte, deren Begrenzungskreis nicht als zur Kalotte 
gehôrig betrachtet wird 1). — 

Einen vollständigen Beweis dieses Satzes habe ich 1 c. 
mitgeteilt. ù 

Anfang November 1907 wurde von Herrn Poincaré eine 
Abbandlung ,Sur l’uniformisation des fonctions analytiques“ ver- 
6ffentlicht ?), in welcher Herr Poincaré ebenfalls (s. insbesondere 
pag. 46—63 der Abhandlung) einen vollständigen von dem er- 
wähnten meinigen wesentlich verschiedenen Beweis des genannten 
Abbildungssatzes gibt. (Der Fall der geschlossenen Vollkugel 
wird dabei von Poincaré nicht besonders erwäbnt). Durch die 
Lektüre dieser Abhandlung wurde ich veranlaft, einen bereits 
früher von mir erwogenen Gedankengang wiederaufzunehmen, der 
mich zu einem neuen dem Poincaréschen verwandten Beweise 
des in Rede stehenden Abbildungssatzes führte. Dieser weiter 
unten mitgeteilte Beweis mag an gedanklicher Einfachheït dem von 
mir in meiner ersten Abhandlung über die Uniformisierung belie- 
biger analytischer Kurven gegebenen Beweise kaum nachstehen ; 
gleichwohl glaube ich, daB letzterer als der naturgemäBere Be- 
weis bezeichnet werden darf. Führt derselbe doch auch von selbst 
zu dem naturgemäBen Kriterium, durch welches bei dem in Rede 
stehenden Abbildungssatze der Fall der Kugelkalotte von dem 
Falle der punktierten Vollkugel (sphère pointée) unterschieden 
werden kann ‘). 

Die Anwendung des Harnackschen Satzes über positive 
Potentiale und namentlich des Schwarzschen Prinzips der 
gürtelfôrmigen Verschmelzung geben dem Poincaré- 
schen und auch dem von mir hier mitgeteilten Beweise ein cha- 
rakteristisches Gepräge‘). Während im Übrigen Poincaré die 


1) S. die Abhandlung des Verfassers: ,Ueber die Uniformisierung belie- 
biger analytischer Kurven“, Gôtt. Nachr. 1907, pag. 191—210. Vorgelegt durch 
Herrn F. Klein in der Sitzung am 11. Mai 1907. 

2) Acta math., Bd. 31, Heft 1, pag. 1—63. Diese Abhandlung wurde bereits 
im März 1907 gedruckt, und ist von der erwähnten meinigen vôllig unabhängig. 

8) L c. pag. 202 oben. Vgl. damit die in $ 1,c und $ 1,f der vorliegenden 
Abhandlung entwickelten Kriterien, sowie die Kriterien von Poincaré (1 c.) 
und Brodén, ,Bemerkungen über die Uniformisierung analytischer Funktionen“ 
Lund 1905. Auf die Brodénsche Abhandlung bin ich erst durch die Lektüre 
der Poincaréschen aufmerksam geworden. 

4) Bei meinem ersten Beweise habe ich zwar an einer Stelle (pag. 202) 
ebenfalls von dem Harnackschen Satze Gebrauch gemacht; die Anwendung 
desselben lä8t sich jedoch, was ich hier nicht näher begründen will, an der betref- 
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Untersuchung an seine méthode de balayage anlehnt, habe 
ich die bekannten einschlägigen Schwarzschen Abhandlungen 
überhaupt als Grundlage meiner Untersuchungen zu nennen. 

In $ 1 der vorliegenden Abhandlung entwickle ich den in 
Rede stehenden neuen Beweis des allgemeinen Abbildungssatzes. 
Die am Schlusse dieses Paragraphen ($ 1,f) angestellten ergän- 
zenden Betrachtungen sind für den Beweis des Abbildungssatzes 
selbst nicht notwendig. 

In $ 2 unterziehe ich den Fall eines mit analytischen Begren- 
zungsteilen versehenen einfach zusammenhängenden Bereichs einer 
besonderen Betrachtung. In diesem Falle findet die Abbildung 
stets auf die Fläche einer Kugelkalotte bezw. des Einheitskreises 
statt und die analytische Funktion, welche die Abbildung ver- 
mittelt, verhält sich längs jedes regulären analytischen Begren- 
zungsstückes regulär. Der Nachweis dieser Behauptungen wird 
nach vier Methoden geführt, von welchen die beiden ersten den all- 
gemeinen Abbildungssatz als bewiesen voraussetzen, die beiden 
letzten von dieser Voraussetzung unabhängig sind. 

Mit Hülfe der beiden in $ 1 und 2 entwickelten Abbildungs- 
theoreme gelingt die vollständige Begründung der vier Unifor- 
misierungstheoreme, welche ich in meiner ersten Abhandlung for- 
muliert habe. Während beim Beweise der beiden ersten Unifor- 
misierungstheoreme, die sich auf beliebige reelle oder komplexe 
analytische Kurven beziehen, der allgemeine Abbildungssatz von 
$ 1 zur Anwendung gelangt, tritt beim Beweise der beiden 
letzten Theoreme, die sich speziell auf reelle ana!ytische Kurven 
beziehen, der in $ 2 behandelte speziellere Abbildungssatz in Kraft. 
(Vgl. pag. 198—200 der ersten Mitteilung). 


8 1. Neuer Beweis des allgemeinen Abbildungssatzes. 


a. Die Bereiche B und B,. Existenz der Green- 
schen Funktion für den Bereich B,. In Anlehnung an 
unsere frühere Bezeichnungsweise môüge der gegebene einfach zu- 
sammenhängende Bereich, um dessen konforme Abbildung auf das 
Innere des Einheitskreises bezw. auf die ganze Ebene mit Aus- 
schluB des unendlich fernen Punktes!) es sich handelt, mit B be- 


fenden Stelle in vorteilhafter Weise vermeiden, indem man einen neuen Hülfssatz 
aufstellt, welcher dem in meiner ersten Abhandlung als ,zweiter Hülfssatz“ 
bezeichneten Satze analog ist. 

1) Der Fall der geschlossenen Vollkugel, der nur für geschlossene Rie- 
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zeichnet werden. Im Innern von B wählen wir mit Poin- 
caré’) einen Punkt 0’, der der Einfachheit halber kein Ver- 
zweigangspunkt sei, und beschreiben um 0’ als Mittelpunkt einen 
Kreis X, mit dem Radius r,, wobei r, so klein gewählt werde, 
daf die durch die Kreislinie X, auf der Fläche B abgegrenzte 
Umgebung des Punktes 0’ weder im Innern noch auf der Grenze 
einen Verzweigungspunkt oder Grenzpunkt von B enthält. Die 
einfach zusammenhängende Fläche B wird auf diese Weise in 
zwei Flächenstücke zerlegt, nämlich in die Kreisfläche X, und 
in ein zweïifach zusammenhängendes Flächenstück B.. 


Es bandelt sich nun zunächst darum, für die Fläche B, de 
Existenz der Greenschen Funktion zu beweisen. 


Es sei O0 derjenige Punkt im Innern von B,, an welchem die 
gesuchte Greensche Funktion unendlich werden soll wie log _ 


Wir konstruieren dann eine unendliche Folge vollständig inner- 
halb B, verlaufender geschlossener Linien Z,, L,, L,, . .., von 
welchen keine zwei einander schneiden und deren jede auf B; 
zusammen mit der Kreisperipherie X, einen endlich-vielblätt- 
rigen, nur endlich viele Windungspunkte in seinem Innern ent- 
haltenden zweïfach zusammenhängenden Flächenteil abgrenzt. Diese 
Flächenteile môgen den Linien L,, L,, L,, ... po 
mit D,, b,, b,, . . . bezeichnet werden. Die Linien L,, L,, 
seien ferner so gewählt, da8 von den Bereichen b,, b, je Fe 
jeder alle vorhergehenden als Teile enthält und daf ee Pankt 
O im Innern von à, liegt; schlieflich soll noch der Bedingung 
genügt sein, daf durel die Bereiche b,, b,, b,, . . . das ganze In- 
nere von B, ausgeschôpft wird, d. h.: wenn P irgend ein innerer 
nicht auf der Grenze liegender Punkt von B, ist, so soll von 
einem gewissen * ab P innerhalb (nicht auf der Grenze) jedes 
der Bereiche b, liegen. Es würde keine prinzipielle Schwierigkeit 
darbieten, die Linien Z, successive durch ein wohldefiniertes Ver- 
fabren den gestellten Bedingungen gemäB zu bestimmen, wobei 
man leicht auch der Forderung genügen kann, daB jede einzelne der 
Linien L etwa aus einer endlichen Anzahl geradliniger Stücke oder 
aus einer endlichen Anzahl von Kreisbôgen gebildet wird. 


mannsche Flächen vom Geschlecht p — 0 eintritt, ist bereits von Herrn Schwarz 
vollständig erledigt worden und braucht hier nicht weiter untersucht zu werden; 
(vgl. die entsprechenden Bemerkungen pag. 200 meiner ersten Abhandlung). 

1) Vgl. Poincaré I. c. pag. 46. 
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Es werde nun mit w, diejenige Greensche Funktion be- 
zeichnet, welche innerhalb b, definiert ist, auf der Begrenzung von 
b,, d. i auf X, und L,, verschwindet und im Puankte O unendlich 


wird wie log = Dann verschwindet die Funktion u,,,—", längs 


der Linie X, und ist längs L, positiv, während sie innerhalb 6, 
eindeutig und regulär ist. Es ist also innerhalb und auf der Be- 
grenzung von b, 

Fu. 


+1 — 


Es fragt sich, ob diese Potentiale gleichmäfig gegen eine 
Grenzfunktion konvergieren. Um dies für jedes innere Teilgebiet 
von B,, welches nicht bis an die Grenze von B, heranreicht, zu 
zeigen, genügt es auf Grund des Harnackschen Satzes!) die 
Existenz des Grenzwertes 

lim «, 

# = @ 
für irgend einen nicht auf X, befindlichen Punkt im Innern von 
b, darzutun. Die Existenz eines derartigen Punktes kann nun 
in der Tat nach Poincaré (1 c. pag. 46—47) direkt dargetan 
werden. Etwas einfacher dürfte vielleicht folgender indirekte 
Weg sein. 

Angenommen die Reïihe der positiven Potentiale u,, u,, . .. 
divergiere in einem Punkte 4, welcher innerbalb b, liege und 
der Begrenzungslinie X, nahe liegend vorgestellt werde. Dann 
betrachten wir die Werte von u,, u,, u,,.., auf der Peripherie 
des Kreises X,, welcher 0’ zum Mittelpunkt und 0'4 = r, zum 
Radius hat. Der Harnacksche Satz liefert für das Minimum 
m, der Funktion «, auf der Peripherie des Kreises X, eine 
untere Grenze: Zufolge dieses Satzes gibt es nämlich eine von 
n unabhängige Grôfe q, für welche die beiden Ungleichheiten 

à 
und 
PTT TU A) 
gelten. Mit u,(A) ist hierbei der Wert der Funktion «, im 
Punkte À bezeichnet. Aus der Annahme 


lim u,(4) = co 
n = © 
ergäbe sich also, daf 


1) Siehe das Werk von Harnack: Die Grundlagen der Theorie des lo- 
garithmischen Potentiales, p. 67 ; 1887. 
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lim ", = co 
# = 

ist. Wird jetzt mit P ein innerhalb des Kreisringes K,-K, ver- 

änderlicher Punkt, mit 7 sein Abstand vom Punkte 0’ bezeichnet, 

so ist das Hülfspotential 

; 

54 


log 


h,(P) = mn, ; r 
log + 
auf K, gleich null, auf K, gleich "m, und man hat also innerhalb 
X, EX X 0° 
h(P) & u, (EP), 


also 
ôh, < du, 
0 dv 
.. Oh Ôu , . 
wenn mit Es and ns die Ableitungen der Funktionen #, und 


#, an einem Punkte der Linie K,, genommen in der Richtung der 
inperen Normalen des Gebietes X — Æ,, bezeichnet werden. 
Nan ist offenbar 


n = [e ») Ôv 
Æ, 
wobei da das Differential der Bogenlänge auf der Kreislinie X, 
bedeutet; also würde mit Rücksicht auf die letzte Ungleichheit 
folgen 


Dies ist jedoch nicht môglich. Denn man hat für die Green sche 
Funktion “, die Gleichung 


Ou, du, ES 
1 > “a EM do” = 2%, 
K, # 


folglich, weiïl alle Integralelemente positiv sind, für jeden Wert 


des Index # 
Ou, 
dre < 2x. 
0 


Ueber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. II. 639 


Es ist demnach die Annahme, daB die Reïhe der Poten- 
tiale «, im Punkte À divergiere, unzutreffend. Aus der Konver- 
genz der Potentiale «, im Punkte À folgt nun aber nach 
Harnack die gleichmäfige Konvergenz dieser Potentiale gegen 
ein im ganzen Bereiche B, existierendes überall positives Po- 
tential u(B,, 0), welches im Punkte 0 unendlich wird wie 


1 
log 

und als Greensche Funktion für den Bereich B, anzusprechen ist. 

Von den Potentialen «,, u,, u,, : - - kônnen wir jetzt be- 
haupten, daf sie in dem Ringgebiete (KX, — ÆX,) sämtlich regulär 
sind und auf den Begrenzungslinien desselben, X, und X,, gleich- 
mäfig konvergieren. Zufolge einem bekannten Satze über Po- 
tentialfunktionen gilt daher die Behauptung der gleichmäfigen 
Konvergenz der Funktionen u,, #,, - - - für das ganze Gebiet 
(K,— K,) mit EinschluB der Begrenzung. Insbesondere erlangen 
wir so die GewiBheit, daB die Funktion w(B,, 0) bei der An- 
näherung an die Linie ÆX, stetig in den Wert null übergeht ?). 

b. Konstruktion der zum Bereiche B, gehôren- 
den einfach zusammenhängenden Ueberlagerungs- 
fläche B% Existenz der zugehôrenden Greenschen 
Funktion. Wir wählen auf der Linie X, einen Punkt P,, auf 
L, einen Punkt P,, auf Z, einen Punkt P, u.s. w. Darauf ver- 
binden wir P, mit P, durch eine Linie, welche ganz innerhalb 
(b, — K,) verläuft, darauf P, mit P, durch eine ganz innerbalb 
(b,—b,) verlaufende Linie, P, mit P, durch eine ganz innerhalb 
(b,—b,) verlaufende Linie u.s. w. Der Bereich B, erscheint dann 
in eine unendliche Anzahl einfach zusammenhängender Teilbe- 
reiche zerlegt : 


B, = B,+B,+B4 


Hierbei wird mit B, derjenige einfach zusammenhängende Bereich 
bezeichnet, welcher aus dem zweïfach zusammenbängenden Bereich 
(b,—b,_,) dadurch entsteht, da8 man die vorhin erwähnte Verbin- 


dungslinie von P,, nach P, zieht. Wir konstruieren nunmehr 
mit Hülfe der Bereiche B,, B,, B, : : : eine neue Folge einfach 
zusammenhängender Bereiche, B°, B*, B°, : . ., deren jeder alle 


1) VglPoincaré I. c. pag. 47, 48 sowie meine Abhandlung ,Ueber konforme 
Abbildung mehrfach zusammenhängender ebener Bereiche“, Jahresberichte der 
Deutschen Mathematikervereinigung, 1907, pag. 128. 
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vorhergehenden in seinem Innern enthält und aus endlich vielen 
von den Flächenstücken B gebildet wird, übrigens aber jedes der- 
artige Flächenstück mehrmals enthalten kann. 

Als B° werde der Bereich B, selbst gewählt. Fassen wir die 
Begrenzung von BŸ als einen geschlossenen Linienzug auf und 
lassen, dasjenige Stück dieses Linienzuges fort, welches mit der 
Kreislinie X, koinzidiert, so zerfällt dieser Linienzug in drei 
Stücke P,P,, L, und PP. Der Uebergang von B® auf B? 
* werde nun dadurch ausgeführt, da8f man längs des ersten und 
dritten Begrenzungsstückes je ein neues Exemplar 8, an B° an- 
setzt und an den so erhaltenen Bereich noch drei Exemplare B, 
ansetzt längs der jetzt dreimal durchlaufen zu denkenden Linie 
L,. Von B® wird der Uebergang zu B* analog bewerkstelligt, 
indem man B% mit einen neuen Kranz von Flächenstücken 8 um- 
rahmt. Die Art und Weise, wie die Bereiche B°, B°, B° u.s.w. 
aus den Flächen 8 gebildet werden, wird durch die folgende 
Figur (Fig. 1) schematisch veranschaulicht. 


D = B, 
BP = B9 + 2p, +38, 
B? = B} +2(8, +8.) +58, 


ed 
| 


1 BT° +2(8,+ B; + ST BE) + (2n —1)8, 
Wir gelangen auf diese Weise zur Vorstellung einer Grenzfläche 


B® — lim B, 
n = © 


welche nichts anderes ist als die aus der zweifach zusammenhän- 
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genden Fläche B, entspringende einfach zusammenhängende Ueber- 
lagerungsfläche. 

Zu der Fläche B° gehôrt eine bestimmte Greensche 
Funktion, deren Existenz jetzt leicht bewiesen werden kann. 

Zu dem Zwecke markieren wir innerhalb B% denjenigen Punkt, 
welcher, als Pankt der Fläche B, betrachtet, mit dem Unendlich- 
keitspunkte O der oben konstruierten Greenschen Funktion 


u(B,, 0) koinzidiert, und bezeichnen ihn mit O0. Wir dürfen of- 


fenbar annehmen, daB O nicht auf der Begrenzung von B‘ liegt. 
Wir bestimmen nun die Reiïhe der Potentiale 


va min, 70 


wobei %, definiert ist als die zum Bereiche B°° gehürende Green- 
sche Funktion mit der Unendlichkeïtsstelle 0. Diese Funktionen 
sind wieder lauter positive Potentiale, welche mit zunehmendem 
Wert des Index » wachsen, und, um ïihre Konvergenz darzutun, 
genügt nach Harnack die Angabe einer Majorante. Als solche 
bietet sich hier die Funktion w(B,, 0) dar, welche, betrachtet als 
Funktion des Ortes auf der Fläche B°’, mit U bezeichnet werde. 
Offenbar ist die Differenz 


U—-a, 


ein in dem ganzen einfach zusammenhängenden Gebiet B® nicht 
negatives Potential, da diese Funktion auf der Begrenzung von 
B* nicht negativ ist und im Innern nur endlich viele logarith- 
mische Unstetigkeiten hat. 

Es ist somit sicher, daf die Greensche Funktion des Be- 
reiches B° als die Grenzfunktion 


lim #,— 9% 
n = @ 

existiert. Die Konvergenz findet sicher gleichmäfig für jeden Ge- 
bietsteil der Fläche B°’ statt, welcher sich nicht bis an die Grenze 
von B°, also insbesondere nicht bis an die Kreislinie X, heran 
erstreckt. Letztere Kreïslinie müge, sofern sie als Begrenzungs- 
linie der Fläche B{° betrachtet wird, mit Æ}° bezeichnet wer- 
den. Die Linie K® ist ungeschlossen; sie entsteht aus der ge- 
schlossenen Linie K,, indem man sich dieselbe unendlich oft vor- 
wärts und rückwärts durchlaufen denkt. 

Die Potentialfunktion % ist im ganzen Innern des Bereiches 


B'° eindeutig und positiv und wird im Punkte O und nur in die- 
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sem Punkte unstetig, nämlich wie log _ Nähert man sich stetig 


einem Punkte der Linie AX{°, so geht à stetig in den Wertnull 
über. Wählt man nämlich n# so gro, idaB der betrachtete Pankt 
der Begrenzung von B‘ angehôrt, so hat man innerhalb B° 


He ms Le 
(v eine beliebige positive ganze Zahl), also ist innerhalb B° auch 
a = U. 


Da nun Ü bei der Annäherung an den betrachteten Punkt der 
Linie K°’ stetig in den Wert null übergeht (vgl. $ 1,a), so 
muB das Gleiche auch bei der Funktion % stattfinden !). 

c. Konforme Abbildung der Fläche B° auf das In- 
rere des Einheitskreises. Nähere Diskussion dieser 
Abbildang. Wird mit v das der Greenschen Funktion & zu- 
geordnete Potential mit dem Periodizitätsmodul 2x bezeichnet, 
so soll jetzt gezeigt werden, daB die Funktion 


— (à +5) 

tué : 
welche im Innern von B(° endlich und eindeutig ist, eine konforme 
Abbildung der Fläche B° auf das Innere des Einheitskreises ver- 
mittelt derart, daB jedem inneren nicht zur Begrenzung gehô- 
renden Punkte von B{° ein und nur ein innerer nicht auf der Be- 
grenzung befindlicher Pankt der schlicht zu denkenden Fläche 
des Einheitskreises entspricht und umgekehrt und da ferner bei 
dieser konformen Abbildung die Linie Æ{% in ein bestimmtes 
Stück der Peripherie des Einheitskreises übergeführt wird. 

Was zunächst den Nachweis anbelangt, daf jedem inneren 
nicht zur Begrenzung gehôrenden Punkte der Fläche B‘° ein in- 
nerer nicht auf der Begrenzung liegender Pankt des Einheits- 
kreises entspricht und daB zwei verschiedenen Punkten der Fläche 
B}° auch verschiedene Punkte des Einheitskreises entsprechen, s0 
ergibt sich derselbe leicht aus der Eigenschaft der Funktion 
— (4, +15.) 


2, = € , 


1) Die Existenz der Funktion & kann auch ohne Voraussetzung der Kenntnis 
der Greenschen Funktion u(B,,0) — U bewiesen werden, indem man die Kon- 
vergenz der Reihe der Potentiale 4,, %,, %;, ... nach einer in & 2 dargelegten 
Methode schlieBt ; 8. insbesondere den Abschnitt: Dritter und vierter (in- 
dependenter) Beweis. 
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eine konforme Abbildung der Fläche B®% auf die schlicht zu den- 
kende Fiäche des Einheitskreises zu vermitteln, und aus dem 
Umstande, daB die Potentiale 4,, 4, ... gleichmäfig konvergieren. 
(Vgl. Poincaré, Bull. t. 11). 

Wie oben gezeigt worden ist, geht das Potential & stetig in 
den Wert null über, wenn man sich innerhalb B%° einem Punkte 
der Linie X{° unbegrenzt stetig uäbert. Hieraus folgt aber 
nach bekannten Sätzen der Potentialtheorie, daB die Funktion z 
sich längs dieses Kreïises regulär verhält. Bei der betrachteten 
konformen Abbildung der Fläche B‘° auf die Fläche des Einheïits- 
kreises entspricht demnach der Linie X°° punktweise umkehrbar 
eindeutig ein bestimmtes Stück H, H, der Peripherie des Einheits- 
kreises, welches von einem Punkte ÆH, bis zu einem Punkte Æ, führt. 
Daf dieses Stück nicht grôBer als 2x sein kann, versteht sich 
nach dem Vorhergehenden von selbst. Von einschneidender Wich- 
tigkeit ist jedoch die Unterscheidung der beiden Fälle H H, < 2x 
und AH, H, — 2x; im letzteren Falle koinzidieren die beiden 
Punkte H, und H,. (S. Fig. 2). 


E | 


“ 


a. hyperbolischer Fall. b. parabolischer Fall. 
Figür 2. 
Wir wollen mit Rücksicht auf spätere Bemerkungen den ersten 
Fall als den hyperbolischen Fall, den zweiten als den para- 
bolischen Fall bezeichnen. Da der Bogen H,H, die Länge 


hat, so kônnen wir die beiden Fälle durch folgendes Kriterium 
von einander unterscheiden: 


[ on Ut ns Fall) 
Ôv parabolischer 
K\o) 
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Es ist noch zu zeigen, daB bei der durch die Fanktion z ver- 
mittelten konformen Abbildung jedem Punkte innerhalb des Ein- 
heitskreises auch ein Punkt innerhalb B°° entspricht. 

Wir bezeichnen zu dem Zwecke mit E' denjenigen Teil der 
Fläcbe des Einheitskreises, auf welchen das Innere der Fläche B:° 
durch Vermittelung der Funktion z abgebildet wird. Das Gebiet 
E" ist einfach zusammenhängend und die Begrenzung desselben 
ist eine perfekte Punktmenge, welche den Bogen H, H, als Teil 
enthält. Es gibt einen Punkt dieser Begrenzung, welcher vom 
Mittelpunkte des Einheitskreises einen môglichst kleinen Abstand 
hat. Ist a ein derartiger Punkt, so betrachte man die Fläche F, 
welche aus der Riemannschen Fläche der Funktion 


Vz-a 
dadurch entsteht, daf man aus einem Blatt der letzteren das 
durch die Ungleichheitsbedingung |3| < a bestimmte kreisférmige 
Stück ausschneidet. Der Bereich Æ’ kann als Teïilbereich der 
Fläche F'aufgefaft werden. Die Potentiale 4, kônnen vermôge der 
betrachteten konformen Abbildung der Fläche B° auf die Fläche 


E' als Funktionen des Ortes in der z- Ebene aufgefaft werden. 
Den Bereichen B% auf B{° entsprechen nämlich bei dieser Abbil- 
dung gewisse Bereiche E® innerhalb Æ’, deren jeder ein von 
null verschiedenes endliches Stück der Peripherie des Einheits- 
kreises als Begrenzungsteil aufweist. (S. Fig. 2). 

Betrachten wir nun die zur Fläche F gehôrende Greensche 
Fanktion velche im Nullpankt logarithmisch unendlich wird, 50 
ist dieselbe eine Majorante für die Funktionen 4,, 4,, 4,, ..., also 
auch für # selbst, sofern auch letztere Funktion als Funktion 
des Ortes in der + - Ebene, d. i. im Gebiete E", betrachtet wird. 

Die Greensche Funktion der Fläche F geht zufolge ihrer 
Definition bei der Annäberung an den Punkt z — a stetig in 
den Wert null über. Folglich geht auch die Funktion % bei der 
. Annäherung an diesen Punkt stetig in den Wert null über. Nun 
ist 


—à 
ll=e ; 
also ergibt sich 
| a | = 1, 
d. b.: das Gebiet E' enthält alle Puakte der +-Ebene, für 
welche |#| << 1 ist, in seinem Innern!). 


1) Der Umstand, daB ich in dem vorstehenden Beweise keinen Gebrauch 
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Hiermit ist bewiesen, daB die durch die Fanktion z vermit- 
telte konforme Abbildang der Fläche B° auf die Fläche des Ein- 
heitskreises in der Tat in der Weise stattfindet, wie die sche- 
matische Figur 2 andeutet. Die in dieser Figur ausgeführte Ein- 
teilung der Fläche des Einheitskreises entspricht der zu Grunde 
gelegten Auffassung der Fläche B° als eines Aggregats von lauter 
Flächen 8 (s. Fig. 1) bezw. als Grenzfläche 

His) limb? 
# = © 

Die so konstruierte konforme Abbildung der Fläche B{° auf 
den Eïnheitskreis kann auch als eine konforme Abbildung der 
Fläche B, auf den Einheitskreis aufgefaft werden. Bei dieser 
konformen Abbildung entsprechen jedoch jedem Punkte der Fläche 
B, unendlich viele von einander verschiedene Punkte innerhalb 
des Einheïtskreises. Desgleichen entsprechen jedem Punkte auf 
K, unendlich viele verschiedene Punkte auf der Peripherie des 
Eïnheitskreises, welche man der Reïhe nach erhält, wenn man auf 
der Linie Æ, einen Umlauf nach dem andern ausführt. Diese un- 
endlich vielen Bildpunkte nähern sich unbegrenzt zwei bestimmten 
Häufungspunkten, Æ, und H,, welche mit den oben gleich- 
bezeichneten Punkten (s. Fig. 2) identisch sind. 

Wir betrachten jetzt zwei veränderliche Punkte der Fläche 
B°, P, und P,, welche, aufgefaft als Punkte der Fläche B,, be- 
ständig koinzidieren. Der Uebergang vom Punkte P, zum Punkte 
P, kann als eine konforme Abbildung der Fläche B°° auf sich selbst 
angesehen werden, bei welcher jedem inneren nicht zur Begren- 
zung gehôrenden Punkte dieser Fläche ein und nur ein innerer 
nicht zur Begrenzung gehôrender Punkt entspricht und umge- 
kebrt. Sind 2, und z, die den Punkten P, und P, innerhalb des 
Einheiïtskreises entsprechenden Punkte, so vermittelt die Funktion 


2,(2,) eine umkehrbar eindeutige konforme Abbildung der Fläche 
des Einheitskreises auf sich selbst. Jede derartige Funktion ist 
bekanntlich eine ganze oder gebrochene lineare Funktion. Im 
vorliegenden Falle besitzt diese lineare Funktion die Eigenschaft, 
jeden inneren nicht auf der Peripherie befindlichen Punkt der 
Fläche des Einheitskreises in einen von ihm selbst verschiedenen 


von der elliptischen Modulfunktion mache, erscheint mir als beachtenswerte Ver- 
einfathung gegenüber Osgood, Johansson, Poincaré. UÜbrigens teilt Herr 
Poincaré (Acta math. 31, pag. 35—38) auch einen Beweis mit, bei welchem 
von der Modulfunktion kein Gebrauch gemacht wird. 
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Pankt überzuführen. Die betrachtete lineare Substitution ist mit- 
hin entweder eine hyperbolische oder eine parabolische 
Substitution. 

Bei der erwähnten konformen Abbildung der Fläche B!°° auf 
sich selbst werden die Punkte der Linie X umkebrbar ein- 
deutig in sich selbst transformiert, und zwar entspricht dabei 
kein Punkt sich selbst. Nun geht, wie uns bereits bekannt ist, 
die erwähnte Linie bei der konformen Abbildung der Fläche B°° 
auf die Fläche des Einheitskreises in den Kreisbogen H, H, über, 
wobei die beiden Pankte H, und AH, selbst auszuschlieBen sind. 


Die lineare Funktion £,(z,) muB daher so beschaffen sein, daB 
durch sie der Kreisbogen H, H, unter Beïbehaltung des Durch- 
laufungssinnes in sich transformiert wird, wobei kein Punkt sich 
selbst entspricht. Hieraus kann der Schluf gezogen werden, daB durch 
die lineare Funktion z,(z,) die Endpunkte H, und H, des Bogens 
H, H, in sich transformiert werden. 

Die Substitution z, — z,(;) ist demnach eine hyperbo- 
lische oder parabolische Substitution, jenachdem A, 
und H, zwei von einander verschiedene oder zwei 
koinzidierende Punkte sind, jenachdem wir es also mit dem 
hyperbolischen oder parabolischen Falle zu tun baben. 

Die hier vorliegenden Verhältnisse stellen sich besonders an- 
schaulich dar, wenn wir uns die Fläche B, längs der Linie 
P, P, P,...aufgeschnitten und die Fläche B° durch Aneinander- 
heftung von unendlich vielen Exemplaren der aufgeschnittenen 
Fläche B, entstanden denken. Ein Exemplar der aufgeschnittenen 
Fläche B, ist in der schematischen Figur 1 durch die Schraffierung 
angedeutet. Die anderen Exemplare gehen in Fig. 1 durch Pa- 
rallelverschiebungen aus dem schraffierten Exemplar hervor. Durch 
Vermittelung der Funktion z wird die aufgeschnittene Fläche B, 
konform auf ein die Ebene einfach bedeckendes Gebiet abge- 
bildet, wobei je zwei an der Linie P, P, P, ... einander gegenüber 
liegende Punkte der Fläche B, in zwei getrennte durch eine hy- 
perbolische bezw. parabolische Substitution auf einander bezogene 
Punkte übergehen. (S. die schraffierten Gebiete in Fig. 2,a und b; 
die Beziehung der Randpunkte auf einander ist durch Pfeile ange- 
deutet). Das Verhalten der Bildkurven, welche der Linie P, P, P, 
in der z-Ebene (Fig. 2) entsprechen, wird durch folgende Be- 
merkungen näher charakterisiert. Die Linie P,P, P,..., be- 
trachtet als Linie auf B;°, hat die Eigenschaft, daf für jeden Wert 
des Index x das Stück P, P.,, P.,,... auBerhalb des Gebietes B° 
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liegt Das Bild des Stückes P, P.,, P.,...in der z - Ebene 
muB folglich auferhalb E! liegen. Ueber die auf einander bezo- 
genen Begrenzungslinien der in Fig. 2 schraffierten Gebiete er- 
gibt sich hieraus, daB im parabolischen Falle jede derselben sich 
dem Punkte H, — H,asymptotisch nähert (Fig. 1,b), im hyper- 
bolischen Falle jede sich unbegrenzt demjenigen Teiïle der Kreis- 
peripherie nähert, welcher den Bogen H, H, zur vollen Kreislinie 
ergänzt; im letzteren Falle brauchen jedoch keine asymptoti- 
schen Punkte vorhanden zu sein. 

Um zu einer noch präziseren Auffassung der votliegenden 
Verhältnisse zu gelangen, denken wir uns im hyperbolischen Falle 
von À, nach H, unendlich viele Hülfskreisbôgen gezogen (— in der 
Figur sind dieselben nicht angedeutet —), welche durch das Innere 
des Eïinheiïtskreises führen. Der n-te Hülfsbogen werde s0 ge- 
wählt, daf er mit dem Peripheriebogen H, H, ein Kreisbogen- 


zweieck mit dem Winkel x(1 -—) bildet. Läft man die posi- 


tive ganze Zahl n ins Unendliche wachsen, so wird das Kreis- 
bogenzweieck schlieBlich das ganze Innere des Einheïitskreises aus- 
schôpfen. Da.jeder der genannten Hülfsbôgen durch die hyper- 
bolische Substitution in sich transformiert wird, so entspricht 
dem System der Hülfsbôgen auf der Fläche B, ein System ge- 
schlossener Linien, /,,1,, /,, ..., welche alle Eigenschaften 
haben, die bei der Konstruktion der Läinien L,, L,,... von 
letzteren verlangt wurden. Es wird daher nach Angabe eines : 
beliebigen Index x stets zwei positive ganze Zahlen p und q geben, 
soda der von den Linien Æ, und L, begrenzte gweïfach zu- 
sammenhängende Bereich vollständig im Innern des von den Linien 
Æ, und /, begrenzten Bereiches liegt und daB der von den Linien 
X, und !, begrenzte Bereich vollständig im Innern des von den 
Linien X, und L, begrenzten Bereiches liegt. 

Im parabolischen Falle kônnen wir uns analog ein System 
von Hülfskreisen konstruiert denken, wobei als n-ter Hülfskreis 
derjenige Kreis erklärt wird, welcher den Einheitskreis im Punkte 


H, = H, von innen berübrt und den Durchmesser . hat. Jeder 


dieser Hülfskreise begrenzt zusammen mit dem Einbeitskreise ein 
Kreïsbogenzweieck mit dem Winkel null. Da die Hülfskreise 
darch die parabolische Substitution einzeln in sich transformiert 
werden, s0 erhalten wir als Bildkurven derselben auf der Fläche 
B , wie im hyperbolischen Falle, ein System geschlossener Linien 
1, l,,... von den angegebenen Eigenschaften. 

gl. Goes. d. Wiss. Nachrichten. Math.-pbys. Klasse. 1907. Heft 6. 43 
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Betrachten wir jetzt wieder die Linie P,P, P, ... auf der 
Fläche B,, so bemerken wir folgendes: Der Linienzug P, P., 
P,, -.. liegt vollständig auBerhalb /,, wenn mit q die oben er- 
klärte positive ganze Zahl bezeichnet wird. Also: Wenn die po- 
sitive ganze Zahl n beliebig gro gegeben wird, so gibt es eine 
positive ganze Zahl q, sodaB die Bildkurven des Linienzuges P, 
Pet UN UC z- Ebene alle auBerhalb des »-ten Kreisbogen- 
zweiecks liegen, eine Bemerkung, welche sowohl im hyperbolischen 
als auch im parabolischen Falle gilt. Die in dieser Bemerkung 
enthaltene Präzision unserer früheren Aussage über das Verhalten 
der einander zugeordneten Begrenzungslinien der schraffierten 
Bereiche in Fig. 2 wird weiterhin nicht ohne Wichtigkeit sein. 

Wir fügen noch eine Bemerkung hinzu, welche das Verhalten 
derjenigen Linien innerhalb des z-Einheitskreises betreffen, die 
den Linien L,, L,... entsprechen. Aus dem Umstande, daB einer 
vollständigen Durchlaufung der Linie L, die Ausübung der hyper- 
bolischen bezw. parabolischen Substitution entspricht, und aus 
unseren obigen Bemerkungen über die Beziehung der Linien ZL 
und ! zu einander ergibt sich, da sich die Bildkurve der Linie 
L, den Punkten H, bezw. H, asymptotisch nähert, jenachdem 
man sie im einen oder andern Sinne durchläuft; und zwar befindet 
sie sich vollständig innerbalb des p-ten Kreisbogenzweïecks, wenn 
p die oben angegebene Bedeutung hat. Auch diese Bemerkungen 
gelten gleichlautend für den hyperbolischen und parabolischen 
Fall. (Vel. Fig. 2). 

d Konforme Abbildung der Fläche B, auf die 


Fläche eines Kreisrings bezw. Kreises. Von der z- 
Ebene künnen wir durch lineare Transformation zu einer é- 
Ebene übergehen derart, daB dem Bogen Æ, H, der Fig. 2 im 
Falle getrennter Punkte H,, H, das durch die Ungleichheitsbe- 
dingung € — O0 bestimmte Stück der Achse des Reellen, im Falle 
koinzidierender Punkte H,, H, die ganze Achse des Reellen ent- 
spricht, wobei im ersten Falle den Punkten H,, H, bezw. die 
Punkte £ — O0 und £ — ©, im zweiten Falle dem Punkte 
H, = H, der Punkt £ — co zugeordnet sein soll. Wir bekommen 


a. hyperb. Fall. b. parab. Fall. 
Figur 5. 


Ueber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. Il. 649 


so das Bild, welches Fig. 3 darbietet. Die Zuordnung der Rand- 
punkte der schraffierten Gebiete wird jetzt durch Substitutionen 


& — c-6 (hyp. Fall) bezw. £ = £+ C (parab. Fall) 


vermittelt, wobei mit c und C reelle positive Grôfen bezeichnet 
werden. 

Ueber das Verhalten der einander zugeordneten Begrenzungs- 
linien dieser schraffierten Bereiche kônnen ähnliche Bemerkungen 
wie im Anscbluf an Fig. 2 gemacht werden. Um den Inhalt dieser 
Bemerkungen zu charakterisieren, genügt es darauf hinzuweisen, 
da das n-te Hülfskreisbogenzweieck, welches wir uns in Fig. 2,a 
bezw. 2,b konstruiert dachten, sich in Fig. 3,a als ein von zwei 
unendlichen Halbstrahlen begrenzter Sektor mit dem Nullpunkt 


als Eckpunkt und der Winkelôffnung #{1 — + sbbildet fie Gb 


hingegen als ein von zwei unendlichen einander parallelen Ge- 
raden begrenzter Parallelstreifen, dessen Breite mit unendlich 
wachsendem Werte des Index # unendlich grof wird. Von den 
beiden begrenzenden Halbstrahlen des Sektors ist für jedes » der 
eine mit der positiven Hälfte der Achse des Reellen, von den be- 
grenzenden Geraden des Parallelstreifens jedesmal die eine mit 
der Achse des Reellen identisch. 
Bilden wir im ersten Falle die Funktion 


ni 
Il 
Z=$ 5 (log c reell), 
im zweiten Falle die Funktion 
2ni£ 
Gr appres ; 


so vermitteln diese Funktionen, wie wir jetzt zeigen wollen, die ge- 
wünschte konforme Abbildung der Fläche B, auf die Fläche eines 
die Ebene einfach bedeckenden Kreisrings bezw. Kreises (excl. 
Mittelpunkt); und zwar wird in beiden Fällen die äuBere Be- 
grenzung von der Peripherie des Einheitskreises gebildet. 

DaB im parabolischen Falle die Funktion Z* eine konforme 
Abbildung der Fläche B, auf die Fläche des Einheitskreises (exkl. 
Nullpunkt) vermittelt, ist ohne weiteres ersichtlich. Als Bild der 
Linie P, P, P,... erscheint in der Z*-Ebene eine von einem 
Punkte der Peripherie des Einheitskreises ausgehende Linie, welche 
sich dem Mittelpunkte asymptotisch nähert. (Fig. 6, b). 

43* 
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Um zu erkennen, daB im hyperbolischen Falle die Funktion Z 
eine konforme Abbildung der Fläche B, auf die Fläche eines 
Kreisrings vermittelt, zerlegen wir diese Abbildung in zwei nach 
einander auszuführende. Es ist 


ri nr Fa 
log c log c 8 
Zr=2 e = 
also, wenn wir setzen 
(1) € log £; 
so wird 
Qi — 
log c d 
@) Z=e 


Die durch die Funktion € vermittelte konforme Abbildung 
entspricht dem Uebergange von Fig. 8,a zu Fig. 4,a. Dem in 
Fig. 3,a schraffierten Bereich entspricht der in Fig. 4,a schraffierte 
Bereich !). 


— co 


a. hyperb. Fall. b. parab. Fall. 
Figur 4. 

Der oberen £-Halbebene entspricht in der £-Ebene die 
Fläche eines Parallelstreifens, dessen eine begrenzende Gerade die 
Achse des Reellen ist, während die andere von ihr den Abstand 
x hat. Erstere Gerade entspricht der positiven Hälfte der Achse 
der reellen £-Werte, letztere der negativen. Den Punkten £ — 0 
und £ — © der oberen f-Halbebene entsprechen beziehlich der 
negativ und positiv unendlich ferne Punkt des Parallelstreifens. 
Was den schraffierten Bereich innerhalb des £ - Parallelstreifens 
anbetrifft, so wird bei diesem die Zuordnung einander entspre- 
chender Randpunkte durch die Substitution 


& — £ +logc 
vermittelt. Fassen wir eine der einander zugeordneten Begren- 
zungslinien dieses schraffierten Bereiches ins Auge, so kônnen wir 


1) Fig. 4,b ist eine Reproduktion von Fig. 3,b, welche zum Vergleiche mit 
Fig. 4,a neben letztere gesetzt ist. 
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über das Verhalten derselben mit Sicherheit soviel behaupten, 
daB sich dieselbe, ausgehend von einem bestimmten im Endlichen 
befindlichen Punkte der Achse des Reellen, allmählich der anderen 
Begrenzungsgeraden unbegrenzt nähert, ohne jedoch notwendig 
einem bestimmten Punkte der letzteren zuzustreben. 

Nanmebr ist sofort zu sehen, daB die durch (2) dargestellte 
Funktion Z eine konforme Abbildung des € -Parallelstreifens auf 
die Fläche eines Kreïisrings mit dem Einheitskreise als äuBerem 
Begrenzungskreise vermittelt und daB bei dieser Abbildung der 
schraffierte £-Bereich derart in die einfach üiberdeckt zu den- 
kende volle Fläche dieses Kreiïsrings übergeführt wird, daB je 
zwei einander entsprechende Randpunkte in der Abbildung koin- 
zidierende Punkte werden; s. Fig. 5, a. 


a. hyperb. Fall. b. parab. Fall. 
Figur 5. 


Die Fläche B, ist mithin umkehrbar eindeutig auf die {Fläche 
des Z-Kreisrings bezogen, wobei der Kreiïslinie X, die Peripherie 
des Einheitskreises und der Linie P, P, P, ... eine von einem 
bestimmten Punkte der Peripherie des Einheitskreises ausgehende, 
durch das Innere des Kreiïsrings hindurchgehende, dem inneren 
Begrenzungskreise sich allmählich asymptotisch nähernde Linie 
entspricht; s. Fig. b,a. 

e. Gürtelfôrmige Verschmelzung. Wir wenden 
nanmehr, um den Beweis des zu Anfang zitierten allgemeinen Ab- 
bildungssatzes zu Ende zu führen, wie Poincaré, das Schwarz- 
sche Verfahren der ,gürtelfôrmigen Verschmelzung“ an. 

Bezüglich der Beweiseinzelheiten des Verfabrens verweisen 
wir auf die Abhandlung des Herrn H. A. Schwarz: ,Ueber die 

2 2 
Integration der partiellen Differentialgleichung ms FA =, Ù 
unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen* à: 


1) Berliner Monatsberichte 1870, pag. 767—795. S. auch Ges. Abh. Bd. 11 
pag. 144—171. 
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(S. insbesondere No. 16, 17 der genannten Abhandlung). Wir 
begnügen uns hier damit, die unserem Falle entsprechenden Ver- 
hältnisse im Hinblick auf die Anwendung der erwähnten Schwarz- 
schen Methode näher zu präzisieren. 

Die ursprünglich gegebene einfach zusammenhängende Fläche 
B war zerlegt in die Kreisfläche X, und die zweifach zusammen- 
hängende Fläche B, Letztere haben wir umkehrbar eindeutig 
und konform auf die Fläche eines die Ebene einfach bedeckenden 
von konzentrischen Kreisen begrenzten Kreisrings abgebildet, 
wobei der äufere Begrenzungskreis, der mit X, bezeichnet werde, 
dem Kreise X, entspricht. Der innere Begrenzungskreis werde, 
sofern nicht der parabolische Fall betrachtet joe mit X, be- 
zeichnet. 

In der Ebene des Kreisrings konstruieren wir einen mit X, 
konzentrischen Kreis X, welcher ganz im Innern des Kreisrings 
liegt. Die Linie, welche auf B, das Bild des Kreises X darstellt, 
werde mit Z bezeichnet. Ferner werde das von den Kreisen X 
und X, begrenzte Gebiet mit G (Gürtel), das dem Gebiete G auf 
B, entsprechende Gebiet mit G’ bezeichnet. 

Der Beweis dafür, daf es môglich ist, die Fläche B konform 
auf das Innere des Einheitskreises bezw. die ganze Ebene abzu- 
bilden, läuft darauf hinaus, folgendes zu zeigen : 

Erstens: Im hyperbolischen Falle gibt es zwei Potentiale, 
u, and #,, von welchen das erste innerhalb des von X, und K, 
begrenzten Kreisrings eindeutig und regulär ist und auf X, ver- 
schwindet, das zweite in dem Gebiete (X, + G‘) eindeutig ist, im 


Punkte 0’ unendlich wird wie log (+ und in jedem Punkte 


von G' denselben Wert annimmt, den das erste in dem entspre- 
chenden Punkte von G annimmt. 

Zweiïitens: Im parabolischen Falle gibt es zwei Potentiale, 
u, und «,, von welchen das erste innerhalb der ganzen Kreisfläche 
Æ, eindeutig und regulär ist, das zweite im Grebiete (X, + G) 
eindeutig ist, im Punkte O0’ unendlich wird wie »* cos @ und in 
jedem Punkte von G’ denselben Wert annimmt, den das erste in 
dem entsprechenden Punkte von G annimmt. 

Damit die Funktionen w, und w, in dem Gebiet G die ge- 
nannte (Verschmelzungs-)Bedingung erfüllen, genügt es, das Er- 
fülltsein dieser Bedingung für die Randpunkte von G zu ver- 
langen. Gerade diese Uebereinstimmung der Werte von «, und u, 
wird aber durch den ins Unendliche fortgesetzt zu denkenden 
alternierenden Prozef der gürtelférmigen Verschmelzung erzielt. 


Ueber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven. Il. 653 


Fañt man die Fanktion w, vermôüge der zwischen ihrem De- 
finitionsbereich und der Fläche B, bestehenden Abbildungsbeziehung 
als Funktion des Ortes auf letzterer Fläche auf, so erscheinen 
die beiden Potentiale uw, und w, auf Grund des Erfülltseins der 
Verschmelzungsbedingung als Ausschnitte einer und derselben auf 
der ganzen Fläche B existierenden eindeutigen Potentialfanktion 


“,, Welche im Punkte 0’ unendlich wird wie log = bezw. r7' cos 


und an der Grenze von B verschwindet; letzteres soll besagen : 
wenn «e eine beliebig klein gegebene positive von null verschie- 
dene Grôüfe ist, so gibt es eine positive ganze Zahl », so, da die 
genannte Potentialfunktion für das ganze auBerhalb Z, (s. $ 1) be- 
findliche Gebiet von B ihrem Werte bezw. ihrem absoluten Be- 
trage nach kleiner als & ist. 

Wird mit v, das der Potentialfunktion uw, zugeordnete Po- 
tential bezeichnet, so vermittelt im hyperbolischen Falle die 
Funktion e_ (+ 502) im parabolischen Falle die Funktion eee ss 
die gewünschte konforme Abbildung der Fläche B-auf das Innere 
des Eïinheitskreises bezw. auf die ganze Ebene excl. des unendlich 
fernen Punktes. Im letzteren Falle müssen die Potentiale w, und v,, 
die ja zunächst nur je bis auf eine reelle additive Konstante be- 
stimmt sind, vorher s0 normiert sein, daf beide bei der Annäherung 
an die Grenze von B verschwinden. 

Hiermit ist der zu Anfang dieser Abhandlung 
zitierte allgemeine Abbildungssatz aufs neue voll- 
ständig bewiesen. 


f. Ergänzende Bemerkungen über die Greensche 
Funktion u(B,,0) Wir lassen dem Beweise des Abbildungs- 
satzes noch einige Bemerkungen folgen, durch welche das Ver- 
balten der Greenschen Funktion «{B,,0), deren Existenz in$1,a 
bewiesen worden ist, näher charakterisiert wird. Wir setzen 
dabei die in $ 1,d bewiesene Môglichkeit der konformen Abbildung 
der Fläche D, nel die Fläche eines Kreisrings bezw. eines Kreïses 
(excel. Mittelpankt) als bekannt voraus. U. a. wird sich ergeben, 
da, falls mit v(B,,0) das dem Potentiale u(B,,0) zugeordnete 
Potential bezeichnet wird, die Fanktion e— ((200 +880) jm 
parabolischen Falle unmittelbar die gewünschte D KE 
Abbildung der Fläche B, auf die Fläche des Einheitskreises (excl. 
eines Punktes) Femitielé eine Tatsache, deren direkter Nach- 
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weis den Gegenstand einer von Poincaré 1 c. $ 15 mitgeteilten 
Entwickelung bildet. 

Die Greensche Funktion w(B,, 0) hat nach $ 1,a fol- 
gende Eigenschaften: sie ist ein im ganzen Innern von B, ein- 
deutiges und positives Potential, welches im Punkte O unend- 


lich wird wie log ee und bei der Annäherung an die Begren- 


zungslinie K, stetig in den Wert null übergeht. Wir werden 
nunmehr auch das Verhalten dieser Greenschen Funktion bei 
der Annäherung an die zweite Grenze des zweïifach zusammen- 
hängenden Bereichs B, beurteilen kônnen, d. h. das Verhalten 
dieser Funktion in dem Gebiete (B, —b,) (s. $ 1,a), wenn man die 
positive ganze Zahl n unendlich gro8 werden läft. Hierbei zeigt 
die Funktion «(B,, 0) ein verschiedenartiges Verhalten, jenachdem 
man den hyperbolischen oder parabolischen Fall be- 
trachtet. 

Um zunächst den hyperbolischen Fall zu untersuchen, 
nehmen wir die konforme Abbildung der Fläche B, auf den Kreisring 
mit den Begrenzungskreisen X, und X, zu Hülfe. Bei dieser Abbil- 
dung entspricht dem System der Linien L,, L,, L,, ... ein System 
von Linien 4,, 4,, 4, ... innerhalb des Kreisrings, deren jede 
den Kreis X, einfach umschlingt. ‘Es ist klar, daB die Linien À,, 
wenn man # ins Unendliche wachsen läft, gleichmäfig gegen die 
Kreislinie X, vordringen. D.h.: Wenn & eine beliebig klein ge- 
gebene positive von null verschiedene GrüBe ist, so gibt es eine 
positive ganze Zahl N, sodaB für n > N jeder Punkt auf 4, von 
K, einen kürzesten Abstand hat, dessen GrôBe kleiner ist als &. 

Es sei © derjenige Punkt innerhalb des Kreisrings, welcher 
dem Punkte O0 der Fläche B, entspricht. Dann gehôrt zu dem 
Kreisring eine bestimmte Greensche Funktion w(æ), welche auf 
K, und X, verschwindet und im Punkte w unendlich wird wie 


log =. Wir behaupten, da$ die Fanktion u(B,, 0), aufgefast 


als Funktion des Ortes innerhalb des Kreisrings, mit #(w) iden- 
tisch ist. Um dies einzusehen, beachten wir, daB die Funktion 
u(B,,0) in $1,a als Grenze der zu den Gebieten b,, b,, b,, ... 
gehô6renden Greenschen Funktionen ”,, u,, u,, . . . mit der Un- 
endlichkeitsstelle 0 erklärt worden ist. Den entsprechenden Grenz- 
übergang kônnen wir nun in der Kreisringebene vollziehen, in 
welcher dem Gebiete #, das von K, und 4, begrenzte zweifach 
zasammenbängende Flächenstück entspricht. Fassen wir #, als 
Fuanktion des Ortes innerhalb des letztgenannten Gebiets auf, 80 
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stellt u(æ)—u, ein in diesem Gebiete eindeutiges und reguläres 
Potential dar, welches auf X, verschwindet und auf 4, mit w(w) 
übereinstimmt. Da nun das Maximum von w(w) auf 4, eine mit 
upendlich wachsendem »# unendlich klein werdende GrôBe ist, so 
ergibt sich, daf 

lim uw, — u(o) 

n — œ@ 
ist, d. h. aber: die Funktion u (B,, 0), aufgefaBt als Funktion des 
Ortes innerhalb des von X, und X, begrenzten Kreisrings, ist mit 
u(œ) identisch. Daraus schliefen wir: 

Satz: Die Funktion «(B,, 0) nähert sich im hyperbolischen 
Falle dem Werte null, wenn man sich innerhalb B, der zweiten 
Grenze von B, nähert !) 

Wir betrachten nunmebr den parabolischen Fall, in wel- 
chem es môglich ist, die Fläche B, umkehrbar eindeutig und kon- 
form auf die ganze Fläche des Einheitskreises (excel. Nullpunkt) 
abzubilden. In diesem Falle werden sich die Linien 4, auf den 
Nullpunkt zusammenziehen in der Weise, daB, wenn # hinreichend 
groB gewählt wird, der vom Nullpunkt am weitesten entfernte 
Punkt von 4, eine Entfernung vom Nullpunkte hat, welche kleiner 
ist als eine beliebig klein gegebene positive von null verschiedene 
Grüle &. Mit #(w) wollen wir jetzt diejenige Potentialfunktion 
bezeichnen, welche im ganzen Innern des Einheitskreïses (incl. 
Nullpunkt und excel. w) eindeutig und regulär ist, auf dem Ein- 
heitskreise (X,) verschwindet und im Punkte © unendlich wird 


wie log Wir behaupten dann, daf, wie vorhin, die Funktion 


u(B,,0), aufgefaft als Funktion des Ortes innerhalb der Kreis- 
fläche X,, mit der Funktion w(o) identisch ist. Um dies einzusehen, 
konstruieren wir um den Nullpunkt als Mittelpunkt zwei mit X, 
konzentrische Kreise, X,, und X,.,, deren Radien die Längen © 
bezw. g-o haben. Hierbei soll g so klein gewählt werden, daf 
der Punkt w auBerhalb K, liegt; ferner soll q der Bedingung 
0O—g<1 genügen. Nachdem @ und q gewählt sind, kann die 
Zabl n so groB angenommen werden, da 4, innerhalb K,., liegt. 
Die Differenz u(œ) —u, stellt dann eine in dem von À, und X, 
begrenzten Gebiet eindeutige und reguläre Potentialfunktion dar, 
welche auf Æ, verschwindet und auf 4, dieselben Werte wie u(w) 
annimmt. Diese Potentialfanktion ist also, wenn mit M, das 


1) Der präzise Sinn dieses Ausdrucks ist aus dem Vorhergehenden klar. 
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Maximum der Werte der Funktion w(œ) auf À, bezeichnet wird, 
in dem ganzen Gebiet zwischen 1, und X,, also insbesondere auf 
der Kreïslinie K,,, kleiner als M, und verschwindet auf X.. 
In dem von X,., und X, begrenzten Ring liegen daher die Werte 
der Potentialfunktion #(œ) — #, unterhalb der Werte der Funktion 
log r 
log (ae) 

wobei mit r der Abstand eines innerhalb des von K, und KG 
begrenzten Ringes veränderlich zu denkenden Punktes vom Null- 
punkte bezeichnet wird. Daraus schliefen wir weiter, daf das 
Potential w(œ)—"u, in dem von Æ, und K, begrenzten Ringge- 
biete nur Werte unterhalb 


moe" e 

* log (ge) 
annimmt. Halten wir nun @ fest und lassen qg gegen Null kon- 
vergieren, so muB gleichzeitig n gegen unendlich konvergierend 
gedacht werden, da die Linie 4, ja innerhalb X,., liegen soll. 
Für n — co konvergiert die GrôBe M, gegen einen endlichen 
Wert, nämlich den Wert der Funktion w(œ) im Nullpunkte. Wir 
sind also in der Lage, die durch den aufgestellten Ausdruck 
dargestellte GrôBe beliebig klein werden zu lassen, ohne o än- 
dern zu müssen, allein durch VergrôBerung von # und gleich- 
zeitige Verkleinerung von g. Die Funktion 

lion 

ù = © 
welche ja nach Erklärung mit der Funktion #(B,, 0) übereinstimmt, 
ist mithin innerhalb des von X, und X, begrenzten Kreisrings 
mit “(œ) identisch. Da nun auch @ beliebig klein gewählt werden 
kann, so findet die genannte Uebereinstimmung der Funktionen 
u(B,, 0) und w(œ) für die ganze Kreiïsfläche X, (excl. Nullpuokt, 
an welchem ja die Funktion w(B,, 0) bisher nicht erklärt ist) 
statt. 

Sehr einfach läft sich die Tatsache der Uebereinstimmung 
der Funktionen (wo) und w(B,, 0) auch mit Hülfe des folgenden 
Satzes der Potentialtheorie beweisen: Eine in der Umgebung des 
Nullpunktes (excl. Nullpunkt) eindeutig und regulär erklärte Po- 
tentialfunktion, deren Werte dem absoluten Betrage nach unter- 
halb einer endlichen Grenze liegen, verhält sich auch im Null- 
punkte regulär. 

In der Tat ist, weil jedes der Potentiale w,, als Funktion des 
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Ortes innerhalb X, betrachtet, kleiner ist als das Potential u (w), 
auch die Grenzfunktion w(B,,0) kleiner als u(w). Da die Funktion 
u(B;, 0) auferdem überall positiv ist, so kann auf dieselbe der 
erwähnte Satz der Potentialtheorie angewandt werden, und es 
ergibt sich, daB sie im Nullpunkte regulär ist. Die Differenz 
u(@) — w(_B,, 0) stellt also eine innerhalb der ganzen Kreisfläche XÆ, 
reguläre Potentialfunktion dar, welche auf der Begrenzung dieser 
Kreisfläche verschwindet, also identisch verschwindet. q. e. d. 

Aus der Tatsache der Uebereinstimmung der beiden Poten- 
tiale u(œ) und «(B,, 0) entnehmen wir jetzt folgendes: 

Satz. Die Greensche Funktion (B,, 0) der Fläche B, 
nähert sich im parabolischen Falle bei der Annäherung an 
die zweite Grenze der Fläche B, einem ganz bestimmten positiven 
von null verschiedenen Werte, nämlich dem Werte der Funktion 
u(œ) im Nullpunkt. 

Ferner: Wird mit v das der Funktion w(B,, 0) zugeordnete 
Potential bezeichnet, so vermittelt die Funktion w — e-(“*+) eine 
konforme Abbildung der Fläche B, auf das Innere des Einheits- 
kreises (excl. eines Punktes)!). Die Funktion w ist demnach eine 
lineare Funktion der Funktion Z* (s. $ 2,e dieser Abhandlung). 


$ 2. Das Abbildungstheorem für Bereiche mit analytische 
Begrenzungsstücken. 


Das zu Anfang dieser Abhandlung zitierte allgemeine Abbil- 
dungstheorem enthält nur solche Behauptungen, welche die kon- 
forme Abbildung des Innern einer beliebig gegebenen einfach 
zusammenhängenden Fläche B betreffen. Wir wollen jetzt die 
Annahme machen, da8 die Fläche B analytische Begrenzungslinien 
hat?) Bei dieser Annahme wird es wichtig sein zu wissen, ob und 
in welcher Weise die durch den allgemeinen Abbildungssatz ge- 
wäbhrleistete Abbildungsbeziehung auch auf die Begrenzungs- 
linien ausgedehnt werden kann. Hierüber gibt der folgende Satz 
Aufschluf. 

Theorem. Besitzt der gegebene einfach zusammen- 
hängende Bereich B analytische Begrenzungsstücke, 
so läft sich dieser Bereich stets umkehrbar ein- 


1) Vgl. eine zu Anfang von $ 1,f gemachte Bemerkung. 
2) Die Anzahl der wesentlich verschiedenen regulären analytischen Linien- 
züge. der Begrenzung kann endlich oder unendlich groB sein. 
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deutig auf das Innere des Einheitskreises abbilden 
— der Fall der ganzen Ebene (excel. unendlich ferner 
Punkt) und der Fall der geschlossenen Vollkugel 
sind also auszuschliefen —, und zwar entspricht 
jedem regulären analytischen Begrenzungsstück ein 
bestimmtes Stück der Peripherie des Einheitskreises 
derart, daB die genannte Abbildungsbeziehung des 
Bereichs B auf die Fläche des Einheitskreises in 
regulär-analytischer Weise auf die genannten Be- 
grenzungsstücke ausgedehnt werden kann. 

Zusatz: Weist die Begrenzung des Bereichs B 
Ecken oder Spitzen auf, die von analytischen Kur- 
venstücken gebildet werden, so verhält sich die Ab- 
bildungsbezienung für jede dieser Ecken und Spitzen 
an dem Punkte p,in welchemdiebeidendie Ecke bezw. 
Spitze bildenden Kurvenstücke zusammentreffen, 
jedenfalls dann stetig, wenn die betrachteten bei- 
den Kurvenstücke im Punkte p den Charakter alge- 
braischer Kurven haben oder wenigstens je mit ei- 
ner bestimmten Tangentenrichtung im Punkte p ein- 
laufen, wobei dann die Kurvenstücke im Punkte p 
selbst aufhôren kônnen, den Charakter algebrai- 
scher Kurven zu besitzen. 

Wir teilen im folgenden vier Beweise dieses Theorems mit, von 
welchen die beiden ersten den allgemeinen Abbildungssatz als be- 
wiesen voraussetzen, während der dritte und vierte von dieser Vor- 
aussetzung keinen Gebrauch macht und auch von grôferer Trag- 
weite ist. Es ergibt sich auf diese Weise die Müglichkeit, den 
in $ 1 mitgeteilten Beweis des allgemeinen Abbildungstheorems zu 
modifizieren, insofern als der Gedankengang des dritten und vierten 
Bevweises direkt auf die aus B, entspringende Ueberlagerungsfläche 
B° angewandt werden kann, ohne daf es nôtig ist, die Existenz 
der Greenschen Funktion w(B,, 0) zu kennen. 

Wir fassen ein reguläres analytisches Linienstück D ins Auge, 
welches den Bereich B in einem seiner Blätter begrenze, sodaf 
also der Bereich B in dem betreffenden Blatte sich von der einen 
Seite mit einem Flächenteile 8 an das Linienstück b heranerstreckt. 
Ohne den Grad der Allgemeinheit der Untersuchung zu be- 
schränken, dürfen wir annehmen, daB das Linienstück b ganz im 
Endlichen liegt. Nach dem Begriffe der regulären analytischen 
Linie, wie derselbe von Herrn Schwarz formuliert worden ist, 
gibt es zwei an der Stelle £ — 0 reguläre nach ganzen positiven 
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Potenzen von # aufsteigende Potenzreihen E(f) und w(f) von der 
Beschaffenheit, daB die analytische Funktion x({) — E(t) + iw(t) 
eine konforme Abbildung der Umgebung des Punktes  — 0 (incl. 
des Nullpunktes selbst) vermittelt, bei welcher das dieser Um- 


gebung angehürende Stück der Achse des Reellen, à, in das Linien- 


stück b übergeht, während der an b angrenzende Teil 8 der 
oberen t-Halbebene in 8 transformiert wird. Uebrigens lassen 
wir im folgenden zu, da die Ableitung der Funktion æ(f) nach # 


an einer oder mehreren Stellen der Strecke b verschwindet, 80- 
daB also, wenn man das reguläre Linienstück b durchläuft, die 
Fortschreitungsrichtung sich sprungweise um Multipla von x ändern 
kann. Gemäf dem Charakter der folgenden Untersuchung genügt 
es, sich bei der Untersuchung auf die Nachbarschaft eines Punktes 
P der Linie b zu beschränken, wobei dann hôchstens ein kritischer 
Punkt in Betracht gezogen zu werden braucht, der eventuell mit 
P zusammenfallend gedacht werden kann. 


Erster Beweis des Theorems (unter Zuhülfenahme 
des allgemeinen Abbildungssatzes). Daf es unter den 
Voraussetzungen des zu beweisenden Theorems nicht môglich ist, 
den Bereich B (excl. Grenzpunkte) umkehrbar eindeutig und konform 
auf die geschlossene Vollkugel abzubilden, versteht sich von 
selbst. Es ist aber auch nicht müglich, den Bereich B (excl. Grenz- 
punkte) umkehrbar eindeutig und konform auf die einfach zu denkende 
ganze Ebene (excl. unendlich ferner Punkt) abzubilden. Denn ge- 
setzt, dies wäre môüglich; dann würden wir in der letzteren Ebene 
eine unendliche Folge von Kreisen K,, X,, K,, ... konstruieren 
kônnen, die sämtlich den Nullpunkt als Mittelpunkt haben und 
deren Radien mit wachsendem Index zunehmen und schlieBlich 
unendlich gro8 werden. Diesen Kreiïslinien würden auf der Fläche 
B unendlich viele Linien q,, 4, 4 . . . entsprechen. Betrachten 
wir die Ebene, über welcher der Bereich B ausgebreitet ist, wie 
vorhin, als Ebene einer komplexen Variablen x, so würde die ana- 
lytische Funktion (x), durch deren Vermittelang die Fläche B 
auf die erwähnte unendliche Ebene abgebildet wird eine auf der 
ganzen Fläche B eindeutige analytische Funktion sein, deren 
Werte, sofern man sich auBerhalb einer Linie g, mit hinreichend 
grofem Index n bewegt, dem absoluten Betrage nach oberhalb 
einer beliebig groBen positiven GrüBe liegen. Die Funktion à 
würde daher bei der Annäherung an einen beliebigen Punkt der 
regulären analytischen Linie b stetig in den Wert null übergehen, 
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also nach einem bekannten Satze der Funktionentheorie identisch 
verschwinden. Das letztere kann jedoch offenbar nicht der Fall 
sein. . 
Nachdem wir das Eintreten des Falles der geschlossenen Voll- 
kugel und des Falles der ganzen Ebene (excl. unendlich ferner 
Punkt) als unmôglich erkannt haben, schliefen wir aus dem all- 
gemeinen Abbildungstheorem, daB es eine im ganzen Innern des 
Bereichs B (excl. Grenzpunkte) eindeutige analytische Funktion 
v(x) gibt, durch deren Vermittelung das Innere des Bereichs B 
umkehrbar eindeutig und konform auf die schlicht zu denkende 
Fläche des Einheitskreises (excel. Peripherie) abgebildet wird. 
Innerhalb des Einheitskreises der Ÿ-Ebene konstruieren wir 
jetzt eine unendliche Folge von Kreisen K°, K°,... mit dem 
Nullpunkt als Mittelpunkt und mit Radien p0,, 0,,..., deren GrôBe 
mit zunehmendem Wert des Index wächst und schlieflich gegen 
eins konvergiert. Diesen Kreisen entsprechen auf der Fläche B ge- 
wisse Linien q”, q°,..., deren jede alle vorhergehenden um- 
schlieft. Die Fanktion — log | y(x)| ist nun offenbar eine auf 
der ganzen Fläche B (excel. Grenzpunkte) eindeutige und posi- 
tive Potentialfunktion, welche auferhalb q° nur Werte unter- 
halb — log o, annimmt. Hieraus folgt aber wegen lim o,— 1, daB 
n — @ 


die genannte Potentialfunktion stetig in den Wert null übergeht, 
wenn man sich auf der Fläche B einem beliebigen Punkte P der 
analytischen Linie b nähert. Mithin verhält sich die Funktion 
Y(x) auch im Punkte P regulär, sofern letzterer kein kritischer 
Punkt des regulären Linienstücks ist. Ist aber P ein kritischer 
Punkt, so verhält sich jedenfalls y als Funktion der oben er- 
wähnten HülfsgrôBe t regulär. In beiden Fällen verhält sich x 
als Funktion von (x) regulär. Denn, wenn man das Linienstück 
b im einen Sinne durchläuft, so muB sich dabei die GrôBe y(x) 
auf der Peripherie des Einheitskreises notwendig beständig in 
einem und demselben Sinne bewegen, da anderenfalls der Flächen- 
teil B, welcher an bd angrenzt, sich teilweise auf das Aeufere des 
Einheitskreises abbilden müfte, während doch | y(x) | im ganzen 
Innern von B, also auch von B, kleiner als eins ist. 

Hiermit ist das obige Theorem (excl. Zusatz) bewiesen. 

Zweiter Beweis des Theorems (unter Zuhülfe- 
nahme des allgemeinen Abbildungssatzes) Es ist of- 
fenbar môglich, den Bereich B über die Linie b hinaus ein Stück 
fortzusetzen und ïihn als Teïlbereich eines Bereichs B’ aufzufassen, 
für welch letzteren die Linie b im Innern liegt. Um das etwaige 
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Vorbandensein eines kritischen Panktes auf der Linie b gleich- 
mäBig mitzuberücksichtigen, denken wir uns den Uebergang vom 
Bereiche B zum Bereiche B’ dadurch ausgefübrt, daf wir an B 
längs d das Flächenstück $’ anheften, auf welches das in der t- 
Ebene (s. oben) befindliche zu 8 inbezug auf die Achse des Reellen 
spiegelbildlich symmetrische Flächenstück 8’ durch Vermittelung 
der oben erwähnten Funktion æ(f) abgebildet wird. Die Flächen- 
stücke 8 und $’ sind dann nach Schwarz inbezug auf die Linie b 
im analytischen Sinne Spiegelbilder von einander; ein kritischer 
Punkt auf der Linie L erscheint als innerer Windungspunkt der 
Fläche B'. 

Bildet man jetzt die Fläche B’ (excel. Grenzpunkte) konform 
auf einen die Ebene einfach bedeckenden Bereich B' ab, was ja 
nach dem allgemeinen Abbildungssatze sicher môüglich ist, so geht 
der Bereich B in einen die Ebene ebenfalls nirgends mehrfach 
bedeckenden Bereich B, über, welcher ein gewisses zweidimen- 
sionales Stück der Ebene unbedeckt läft und ein reguläres ana- 
lytisches Begrenzungsstück b, mit durchweg regulärer Aenderung 
der Tangentenrichtung aufweist, das der Linie b in regulärer 
Weiïise entspricht. Die Aufgabe der konformen Abbildung des 
Bereichs B auf die Fläche des Einheitskreises reduziert sich dem- 
nach auf die entsprechende Aufgabe für den Bereich B,, wobei 
insbesondere auch zu zeigen ist, daB bei der letzteren Abbildung 
der Linie b, ein bestimmtes Stück der Peripherie des Einheits- 
kreises in regulärer Weise entspricht. 

Wir wählen zu dem Zwecke in der üblichen Weise im Innern 
von BP, einen Punkt (0, als Unendlichkeitsstelle für eine Folge 
von Greenschen Funktionen, die zu immer grüBer werdenden 
Teilbereichen von B, gehôren und zu denen die Greensche. 
Funktion “, des Bereichs B, selbst als Grenzfunktion gehôürt. 
Als Majorante bietet sich im vorliegenden Falle jede im Punkte 
0, logarithmisch unendlich werdende Potentialfunktion dar, welche 
man erhält, wenn man in dem von B, frei gelassenenen Teile der 
Ebene, etwa im Gebiete (B} — B,) einen Kreis 4 konstruiert und die 
zum Aeueren dieses Kreises gehôrende Greensche Funktion mit 
der Unendlichkeitsstelle O0, bildet. Es kommt nur noch darauf an 
zu zeigen, daB das Potential u, stetig in den Wert null übergeht, 
wenn man sich innerhalb J}, einem beliebigen Punkte P, auf b, stetig 
nähert, der nicht ein Endpunkt von b, ist. Um dies einzusehen, 
hat man nur nôtig, den zur Bildung der Majorante benützten 
Kreis 4 so zu wählen, daf er dié Linie b, im Punkte P, berübrt 
und auferdem, wie vorhin, ganz auferhalb B, liegt. Denn die 
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bei dieser Wahl des Kreises À sich ergebende Majorante für die 
Fanktion «, verschwindet im Punkte P,, sodaB auch w, im Punkte 
P, verschwinden muf und also, weil P, ein beliebiger Punkt 
der regulären Linie b, ist, längs der ganzen Linie db, regulär ist. 

Dritter und vierter (independenter) Beweis des 
Theorems. Wir wählen auf der Fläche B einen inneren Punkt 
0 und ziehen um O in der üblichen Weïise unendlich viele ge- 
schlossene aus lauter analytischen Stücken gebildete Linien ZL,, L,, ..., 
von welchen jede die vorhergehende vollständig umschlieft und ganz 
im Innern von B verläuft, ohne die Grenze von B zu treffen. 
Die Linien sind aufBerdem so zu wählen, daf die von ïhnen 
umschlossenen einfach zusammenhängenden Bereiche B,, B,, . .. 
schlieflich das ganze Innere der Fläche B ausschôüpfen. Es ist 
zu zeigen, daf die Reïhe der zu den Bereichen B,, B,,... ge- 
hôrenden Greenschen Funktionen #,,u,,... konvergiert. 

Um diesen Nachweis zu führen, nehmen wir an, die Reiïhe der 
Werte, welche diese Funktionen annehmen, divergiere in einem 
Pankt À, den wir uns im Innern von B, liegend vorstellen dürfen. 
Wir werden jetzt aus dieser Annahme einen Widerspruch herleiten. 

Zu dem Zwecke wählen wir auf der Linie b zwei Punkte P 


1 
und P,, aus und konstruieren unendlich viele durch das In- 


nere von B führende Verbindungslinien L,,L,,... zwischen 
diesen beiden Punkten. Von diesen Linien darf keine sich selbst 
schneiden. Ferner ist die Wahl der Linien so zu treffen, daf, 
wenn mit Z. das von L, und dem zwischen P, und P, befind- 
lichen Stück der Linie b begrenzte einfach zusammenhän- 
gende Gebiet bezeichnet wird, B, und B,, im Innern von B, 
liegt, eine Bemerkung, die für jeden Wert des Index n gelten 
soll Bezeichnen wir mit %, die zum Bereiche B, gehôrende im 
Punkte O logarithmisch unendlich werdende Greensche Funk- 
tion, so gilt im Gebiete B, die Ungleichheit 


TEA 
A —= nn 


Aus der Annahme der Divergenz der von den Funktionen w,,u,, 
im Puankte À gelieferten Reïhe von Werten würde mithin folgen, 
daf auch die Reïhe der Werte, welche die Potentiale %,, &,, . .. 
im Punkte À annehmen, divergiert. 

Wir greifen jetzt auf der Linie Z, zwei von P, und P, ver- 


schiedene Punkte P, und P, heraus und verbinden P, mit P, durch 
eine Linie !, welche durch das Innere von B, läuft und weder den 


Pankt O noch die Linie b trifft. Der Bereich B, wird durch die 
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Linie ? in zwei Teilstücke zerlegt. Wir nehmen an, was durch 
passende Wahl der Linie ! stets erreicht werden kann, daB der 
an b angrenzende Flächenteil, f, den Punkt 0 weder in seinem In- 
nern noch auf seiner Begrenzung enthält. Es existiert dann eine in 
diesem Flächenteile eindeutige und endliche Potentialfanktion P, 
welche auf der Linie / den konstanten Wert eins und auf der 
ganzen übrigen Begrenzung von f den Wert null annimmt. Diese 
in den Punkten P,und P, mit je einer endlichen Discontinuität be- 
baftete Funktion soll uns jetzt als Vergleichsfunktion dienen. 
Das längs der Linie b von P, bis P, erstreckte Integral 


Ps 

ôoV 
+ db, 
F: 


in welchem mit _. die Ableitung in Richtung der inneren Nor- 


malen zu db bezeichnet ist, hat einen von null verschiedenen end- 
lichen positiven Wert p. 

Aus dem Umstande, da$ die positiven Potentiale 4,, 4,, . .. 
im Punkte À eine divergierende Reïhe von Werten annehmen, 
kônnen wir mit Hülfe des Harnackschen Satzes folgern, da, 
wenn mit ”, der kleinste Wert des Potentials %, auf l be- 
zeichnet wird, 

lim "”, = oc 
n = © 

ist. Aus der Vergleichung der Werte der Funktion %, und V 
auf der Grenze des Gebiets f ergibt sich, daf in diesem Gebiete 
überall die Ungleichheit l 


(7 VO A 
erfüllt ist. Mithin ist auch 
P, 
où 
" > 
a EM dd = m,:p 


Der Wert des auf der linken Seite dieser Ungleichheit stehenden 
Integrales würde also mit wachsendem Wert des Index # über 
alle Grenzen zunehmen. Letzteres ist jedoch nicht müglich, weil 
das über die vollständige Begrenzung von B, erstreckte Integral 


de für jeden Wert des Index x den Wert 2x, mithin 
v 


Egl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse, 1007. Hoft 6, 44 
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das von P, bis P, erstreckte Integral einen kleineren Wert hat 
wegen ce positiven Vorzeichens aller Integralelemente. 


P, 
Der Beweis dafr, daB mit lim m, auch lim : EL 
1H D n = P, Ôv 


lich groB würde, kann leicht auch ohne Zuhülfenahme des Poten- 
tials V geführt werden, indem man sich den Bereich f, für welchen 
dieses Potential erklärt wurde, umkehrbar eindeutig und konform 
auf die Fläche des Einheitskreises abgebildet und die Funktion &, 
durch das Poissonsche Integral dargestellt denkt. Der zu unter- 
suchende Integralausdruck ist gegenüber der erwähnten Hülfsab- 
bildung formal invariant. 

Die Annabme, daB die Reïhe der Potentiale #,, #,, . . . im 
Punkte À eine divergierende Reïhe von Werten liefert, ist durch 
die vorhergehende Betrachtung als unzutreffend erkannt. Sind wir 
aber sicher, daB im Punkte À Konvergenz stattfindet, so findet 
nach dem Harnackschen Satze gleichmäfige Konvergenz statt 
und es ergibt sich ein Grenzpotential w, so beschaffen, daf, wenn 
mit v das konjugierte Potential bezeichnet wird, durch Vermitte- 
lang der Funktion e“***” das Innere der Fläche B (excl. Grenz- 
punkte) auf das ganze Innere des Einheïtskreises (excel. Peripherie} 
abgebildet wird. Aber auch über das Verhalten der die Abbildung 
vermittelnden analytischen Funktion längs den regulären analyti- 
schen Begrenzungsstücken des Bereichs B kônnen wir jetzt sofort 
den gewünschten AufschluB erhalten, indem wir etwa die darauf 
sich beziehende Betrachtung des ersten Beweises wiederholen. 

Hiermit ist aufs neue das zu Anfang dieses Paragraphen be- 
hauptete Theorem (excl. Zusatz) bewiesen. 


Während die Bereiche B,, B,, . . . alle so gewählt waren, daf 
keiner derselben mit der Begrenzung von B einen Punkt gemein 
ht, haben die Bereiche B,, B,, ... je ein Stück der Begrenzung 


mit B gemeinschaftlich. Da Fr Stück für alle Bereiche ein 
und dasselbe ist, wie bei dem vorangehenden Beweise angenommen 
worden ist, kommt offenbar für den Beweisgang selbst nicht 
wesentlich in Betracht. Vielmehr kônnen wir, ohne unseren Beweis 
ändern zu müssen, zulassen, daB Anzahl und Grôfe der analyti- 
schen Begrenzungsstücke, welche der Bereich B, mit B gemeinsam 
hat, mit wachsendem Wert des Index n# beliebig wächst. Übrigens 
erkennt man sofort, daf das Grenzpotential, gegen welches die für 
die Bereiche B,, PB. ... erklärten Potentiale 4,, &,, . . . konver- 
gieren, kein anderes ist als das Grenzpotential, Ps nee die 
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für die Bereiche B,, B,, . . . erklärten Potentiale «,, ,, . . . kon- 
vergieren. 


Man bemerke, daf die Tragweite des letzten Beweises für die 
Existenz der Greenschen Funktion des Bereichs B eine wesent- 
lich weiter reichende ist, insofern als die Methode dieses Beweises 
sich offenbar bei jedem endlich- oder unendlich-vielfach zusammen- 
hängenden Bereich anwenden läft, sofern derselbe nur mindestens 
ein analytisches Begrenzungsstück aufweist. Hat der Bereich B 
zwar keine analytische Begrenzungslinie, aber doch mindestens 
eine Begrenzungslinie, über welche hinaus man sich die Fläche B 
ein Stück fortgesetzt denken kann, so bietet der Nachweïs der 
Existenz der Greenschen Funktion für diese Fläche ebenfalls 
keine wesentlich neue Schwierigkeit dar. Denn man kann dann 
den Bereich B als Teilbereich eines Bereichs B' auffassen, welcher 
ein analytisches Begrenzungsstück aufweist. Die zum Bereiche B' 
gehôrende Greensche Funktion kann bei der Bildung der zum 
Bereiche B gehôrenden Greenschen Funktion als Majorante 
dienen. 

Die letzte Bemerkung kann zu einem neuen (indepen- 
denten) Beweise des zu Anfang dieses Paragraphen ausge- 
sprochenen Abbildungstheorems dienen. 

Denkt man sich nämlich den einfach zusammenhängenden 
Bereich B, um dessen konforme Abbildung auf das Innere des 
Einheitskreises es sich in diesem Theorem handelt, wie beim 
zweiten Beweise, über die analytische Linie b hinweg ein 
Stück fortgesetzt, indem man etwa das oben erwähnte Stück 
B’ ansetzt, so kann man aus dem Innern des Gebiets B’ eine 
kleine Kreisscheibe, K,, ausschneiden. Die Fläche B+$—K, 
ist dann ein zweïfach zusammenhängender Bereich, für welchen 
die Existenz der im Punkte O unendlich werdenden Greenschen 
Funktion durch die in $ 1,a gegebene Entwickelung gewährleistet 
wird. Diese Greensche Funktion kann als Majorante bei der 
Bildung der Greenschen Funktion des Bereichs B benützt werden. 
Wählt man den Kreis Æ so, daB er die Fläche B in einem Punkte 
der Linie b von aufBen berührt, so erkennt man weiter, da die 
Greensche Funktion des Bereichs B stetig in den Wert null 
übergeht, wenn man sich dem betrachteten Punkte der Linie b 
aus dem Innern des Bereichs B stetig nähert. q. e. d. 

Auch die soeben mitgeteilte Methode kann dazu dienen, die 
Existenz der Greenschen Funktion für beliebige Bereiche von 


endlichem oder unendlich hohem Zusammenhang darzutun, sofern 
44* 
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pur mindestens ein analytisches Begrenzungsstück vorhanden ist 
oder doch wenigstens ein Begrenzungsstück, über welches hinaus 
man sich die Fläche ein Stück fortgesetzt denken kann. Denn 
die in $1,a gegebene Entwickelung läBt sich, wie auch Herr 
Poincaré bezüglich seiner analogen Entwickelung bemerkt, ohne 
weiteres auf jeden endlich- oder£unendlich-vielfach zusammenhän- 
genden Bereich anwenden, welcher mindestens eine geschlossene 
Kreislinie als Begrenzungslinie aufweist. 

Beweis des Zusatzes, (betreffend das stetige Ver- 
halten der Abbildungsbeziehung in Ecken und Spitzen). 
Wir betrachten auf der Begrenzung des Bereichs B eine belie- 
bige von zwei analytischen Linien, /, und ?,, gebildete Ecke oder 
Spitze, welche den oben näher angegebenen Bedingungen genügt. 
Den äufBersten Punkt derselben wollen wir, wie oben, mit p be- 
zeichnen. Vermôge der betrachteten konformen Abbildung des 
einfach zusammenhängenden Bereichs B auf die Fläche des Ein- 
heitskreises entsprechen nach dem Vorhergehenden den Linien !, 
und /, zwei bestimmte Bôgen 4, und 4, der Peripherie des Ein- 
beitskreises in regulärer Weise, wenn man zunächst den Punkt 
p ausnimmt. Es fragt sich nun, ob die Bôgen 4, und 4, auf einen 
und denselben Punkt x der Peripherie zustreben, welcher als Bild 
des Punktes p anzusprechen wäre. 

Wir heben nochmals hervor, was wir bereits über die Ab- 
bildungsbeziehaung festgestellt haben, nämlich, daB der Bereich B 
(exkl. Grenzpunkte)+alle regulären analytischen Be- 
grenzungsstücke (exkl. deren Endpunkte) durch die be- 
trachtete Abbildung umkehrbar eindeutig und konform bezogen 
wird auf die Fläche des Einheitskreises (exkL Peri- 
pherie)+gewisse Peripheriebügen (exkl. deren End- 
punkte). 

Nehmen wir nun an, die Linien 4, und 4, strebten nicht einem 
und demselben Punkte x, sondern zwei verschiedenen Punkten, 
a, und z,, der Peripherie zu, jenachdem man sich auf der Linie 
l, oder 7, dem Punkte p nähert. Dann bestimmen wir auf À, einen 
Puankt P,, welcher von x, die Entfernung & hat, auf À, einen Punkt 
P,, welcher von x, die Entfernung & hat. Wir ziehen ferner 
von P, und P, aus die Radien nach dem Mittelpunkte M 
des Einheitskreises, wodurch ein bestimmter Kreissektor definiert 
wird, welcher die Punkte x, und x, auf seiner Begrenzung hat. 
Dieser Sektor wird durch den Kreis mit dem Radius (1—e) und 
dem Mittelpankte M in zwei Stücke zerlegt, nämlich in ein Kreis- 
bogendreieck und ein Kreisbogenviereck, welch letzteres wir mit 
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V, bezeichnen wollen. Dieses Viereck zieht sich, wenn man s an- 
endlich klein werden läft, auf den Peripheriebogen x,x, zu- 
sammen. Dem Viereck V, entspricht vermôge der betrachteten 
konformen Abbildung ein RACE begrenztes Fünfeck Œ,, wobei 
mit 7 die Entfernung des vom Punkte p am weitesten SDL Senen 
Panktes dieses Fünfecks bezeichnet ist. LäBt man & gegen null 
konvergieren, so muf gleichzeitig auch n gegen null konvergieren. 
Denn anderenfalls wirden bei diesem Grenzübergang, dem eine 
stetige Zusammenschnürung der beiden Figuren V, und ®, ent- 
spricht, unendlich viele innere Punkte der Fläche B, die FU der 
Nähe des Punktes p liegen, ausgeschlossen werden, insofern als 
ibnen keine inneren Punkte des Einheitskreises entsprechen 
kônnten. 
Das gleichzeitige Bestehen der Gleichangen 


lime — O0, lim = 0 


bat zur Folge, daB die für das ganze Innere des Einheitskreises 
eindeutig erklärte analytische Funktion, welche die betrachtete 
konforme Abbildung der Fläche des Einheitskreises auf die über 
der z-Ebene ausgebreitete Fläche B vermittelt, längs des Peri- 
pheriebogens x,x, stetig in einen konstanten Wert übergeht, 
nämlich in denjenigen komplexen x-Wert, welcher dem Punkte p 
zugeordnet ist. Die analytische Funktion würde sich also über- 
haupt auf eine Konstante reduzieren. 

Die Annahme, daB x, und x, zwei von einander verschiedene 
Punkte der Peripherie des Einheitskreises sind, ist mithin unzu- 
treffend. 

Hat man aber die Identität der Punkte x, und x, erkannt, 
so sagen die Gleichungen 


Hme7=-20; lim y = 0 


das zu Beweisende aus, nämlich die Stetigkeit der Abbildung an 
dem Punkte pi). 

Ist der Bereich B mehrfach zusammenhängend, gleichgültig 
ob endlich- oder unendlich-vielfach, so kann man fragen, ob die 


1) Vgl mit dem vorstehenden Beweise Picard, traité d'analyse, t. II 
p. 303—305. 

Die Kenntnis eines anderen von dem hier mitgeteilten wesentlich verschiedenen 
sehr interessanten Beweises für das stetige Verhalten der Abbildungsfunktion an 
dem äu$ersten Punkte einer Ecke oder Spitze verdanke ich einer freundlichen 
mändlichen Mitteilung des Herrn H. À. Schwarz. Bei diesem Beweise wird 
vorausgesetzt, da8 die betreffenden die Ecke bezw. Spitze bildenden Kurvenstücke 
4, und 4, im Punkte p den Charakter algebraischer Kurven haben. 
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} 
zu einem solchen Bereiche gehôrende Greensche Funktion, deren 
Existenz kurz vorher unter gewissen sehr allgemeinen Voraus- 
setzungen bewiesen worden ist, auch an dem äufersten Punkte p 
einer Ecke oder Spitze der Begrenzung stetig in den Wert null 
übergeht. Das dies in der Tat der Fall ist, kann folgendermafen 
geschlossen werden. - 

Es sei 2ux der im Punkte p von den zusammenstofBenden 
Linien L,, !,, die übrigens für den folgenden Nachweïs nicht not- 
wendig analytisch zu sein brauchen, gebildete Winkel. Dann 
kônnen wir längs /, und !, ein einfach zusammenhängendes Flä- 
chenstück y an die Fläche B so anfügen, daf der Punkt hp als 
innerer Windungspunkt der Ordnung 2([u]+1) für die Fläche 
B+7 erscheint; mit [u} ist hierbei die grôBte in w enthaltene 
ganze Zahl bezeichnet. Innerhalb y kann man jetzt eine ge- 
schlossene reguläre analytische Linie y, konstruieren, welche 
durch p hindurchgeht und auf y ein einfach zusammenhängendes 
Flächenstück y, abgrenzt. Die Greensche Funktion der Fläche 
B+y—7,, welche im Punkte 0, dem Unendlichkeitspunkte der 
zur Fläche B gehôrenden Greenschen Funktion, unendlich wird, 
existiert und geht längs der ganzen Linie y, sicher stetig in den 
Wert null über. Indem man diese Greensche Funktion als 
Majorante für die andere benützt, erhält man das gewünschte 
Resultat. 


Schlussbemerkungen. 


Wie bereits in der Einleitung bemerkt worden ist, ergeben 
sich die Beweise der vier in meiner ersten Mitteilung ,über die 
Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven“ formulierten Uni- 
formisierungstheoreme als Anwendungen unserer beiden Abbildungs- 
theoreme ‘). Insbesondere tritt bei den beiden ersten auf beliebige 


1) Ich benutze die Gelegenheit, um auf einige Druckfehler in der ersten 
Mitteilung aufmerksam zu machen. 

Auf Seite 194 lies statt ,daf alle im Innern des Gebildes (x,, x, ..., æ,) 
etwa vorhandenen Häufungspunkte der definierten Punktmenge nicht zur Menge 
selbst gehôren“ folgendes: daB keiner der etwa vorhandenen Häufungspunkte 
der definierten Punktmenge dem Innern des Gebildes (2, 4,..., æ,) angehôrt. 

Auf Seite 194 ist Fufinote 2) fortzulassen. 

(Der gedruckte Text der pag. 194 stammt aus einem ursprünglich von mir angege- 
benen Wortlaute des zweiten Theorems, bei welchem die Existenz innerer Punkte des 
Gebildes zugelassen wird, welche Häufungspunkte für die Menge der markierten Punkte 
sind. Der Beweis des zweiten Theorems in dieser weiteren Auffassung ist im we- 
sentlichen genau derselbe wie der Beweis dieses Theorems in der erläuterten 
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komplexe Gebilde sich beziehenden Uniformisierungstheoremen der 
allgemeine Abbildungssatz, bei den beiden letzten speziell auf 
reelle Kurven sich beziehenden Uniformisierungstheoremen der 
speziellere für Bereiche mit analytischen Begrenzungsteilen geltende 
Abbildungssatz in Kraft. Es ist jedoch, wie mir scheint, die Be- 
merkung beachtenswert, daB für reelle analytische Kurven alle 
vier Uniformierungstheoreme aus dem dritten gefolgert werden 
kônnen, wenn man einen Gedanken benützt, welchen ich in der 
Arbeit ,Zur Uniformisierung der algebraischen Kurven“') u. a 
angegeben habe, um für reelle algebraische Kurven das Klein- 
Poincarésche Grenzkreistheorem zu beweisen. 

Alle von mir in meinen bisherigen Abhandlungen über Uni- 
formisierung betrachteten Theoreme führen, wenn man von den 
endlichen Gruppen und den bei den elliptischen Funktionen auf- 
tretenden Gruppen absieht, auf reelle Substitutionsgruppen, wobei 
die Determinante jeder einzelnen Substitution positiv oder negativ 
sein kann. Am Schlusse meiner ersten Mitteilung ,über die 
Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven“ habe ich die Be- 
hauptung ausgesprochen, daf durch meine Untersuchungen über- 
haupt alle Uniformisierungsprobleme erledigt würden, welche im 
Rahmen der reellen linearen Substitutionsgruppen mit endlich oder 
unendlich vielen Gruppenerzeugenden môglich sind. 

Inwiefern diese Behauptung zu Recht besteht, werde ich an 
anderer Stelle näher begründen. 


engeren Auffassung, deren besondere Wichtigkeit darauf beruht, daB bei Zu- 
grundelegung derselben die durch den Schwarzschen Differentialausdruck 


Da(t) definierte Funktion t(x,, x, . . . æ,) (s. p. 193) an jedeminneren 
Punkte des Gebildes (2, 2, ...,x,) den Charakter einer rationalen 
Funktion der Veränderlichen x;, x, . . ., æ, hat.) 


Auf Seite 193, Zeile 16 von unten, und Seite 196, Mitte, ist ,linearen“ 
fortzulassen. 
1) Gôtt. Nachr. 1907, vorgelegt durch Herrn D. Hilbert in der Sitzung 


am 6. Juli 1907. 


Ueber eine Anwendung der Invariantentheorie auf 

die Entwickelung von Integralen, insbesondere 

rationaler, elliptischer und hyperelliptischer, in 
Reihen. 


Von 
W. Fr. Meyer in Kônigsberg. 


Vorgelegt in der Sitzung am 21. Dezember 1907 durch Herrn F. Klein. 


Herr F. Klein hat betont, daB das elliptische Integral erster 
Gattung J(x,,x,) eine Kovariante der zugehôrigen biquadratischen 
binären Form f(x,,x,) — a,x+a,xix,+a,xix+a,x a+ a xt ist, 
und zwar in +,,#, von der Dimension Null, in den a von der Di- 
mension —X und vom Gewichte —1. Auf Grund dieser Tatsache 
läBt sich, wie sich zeigen wird, das, wieder nicht homogen ge- 
schriebene Integral J(x) in eine Reïhe nach steigenden Potenzen 
von z entwickeln, deren Koeffizienten in algebraischer wie arith- 
metischer Hinsicht ein einfaches Gesetz befolgen. 

Will man indessen dieses Gesetz auf beliebige elliptische und 
hyperelliptische, sowie rückwärts auf rationale Integrale über- 
tragen, so lôse man vorerst die Aufgabe, den Integranden in eine 
Reïhe zu entwickeln. Dieser Integrand hat die Gestalt: 


(ui) F(x) = fi(x)g,@)hF (a)... 


wo f(x), g,(x), h.(x),... eine endliche Anzahl binärer Urformen 
der Ordnungen », p,q... sind: 


1) Math. Annalen 14 (1879), p. 112f.; man vgl. auch Klein-Fricke, 
Elliptische Modulfunktionen, Bd. I (1890), Kapitel I. 
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[.(&) = G+at+.-.-+a ad, 
(1) 9, (x) — b,+ b,x+.-..+0,2, 

h,(2) = c+cm+...+ ca, 
und w,v,x... beliebig gegebene Exponenten bedeuten. Dabei 
dürfen sämtliche auftretenden GrôBen ebensowohl reell wie kom- 
plex sein. 


Dann läft sich die in Rede stehende Reihenent- 
wickelung von F(x) lediglich auf der einfachen Tat- 
sache aufbauen, daB F(x) eine simultane Kovariante 
der Urformenf,g,h,... ist. 

Denn, versteht man unter # den ProzeB: 


(1) Re Êa— 7 =+È; Ib, = an 00 

so genügt die Kovariante F(x) der linearen La Differential- 
gleichung : 

(M) PE() = Fa) 


Denkt man sich andererseits F(x) in die Maclaurinsche Reïhe 
entwickelt !): 


2 4 
(ŒV) F(x) — D,+D, + D Ste + DE +, 


so führt die Anwendung von (III) auf (IV) zu der Rekursions- 
formel ?): 


(V) FD D —0412 22) 
Setzt man: 
(VI) D'artbiter. = Zi 0,1; 2.) 
so geht Formel (V) über in die Rekursionsformel für die Z: 
(VID) Z,,= Zi(u—i)a,bc,...+(v—1i)ba,c-..+...}+a,bc...p2Z. 


Hieraus folgt, daf Z, in den a,b,c,... ganz rational ist, in 
diesen Koeffizientenreihen einzeln homogen von der Dimension i, 


1) Diese Reihe konvergiert jedenfalls innerhalb eines Kreises um den Null- 
punkt, der durch die nächstgelegene Wurzel der Gleichung fgh... — O hin- 
durchgeht. Es sind daher die Koeffizienten &@,bo, ©,... als von Null ver- 
schieden anzunehmen. 

2) Für endliche Kovarianten deckt sich (V) mit dem bekannten Cay- 
leyschen Quellengesetz. 


672 € W. Fr. Meyer, 


und in allen zusammen isobar vom Gesamtgewicht i. Demnach 
ist Z, ein Aggregat von der Gestalt: 

on Z, = 2. A ee Totem. A0 Gite Gene DUB... Dir, 
wo die 4° numerische Faktoren sind, und die Summierung über 
alle nichtnegativen ganzen Zahlen s,,... zu erstrecken ist, die 
den Relationen genügen: 


. . ue p 
(IX) DE = 1 ni...) Zre,+2Zsn+ 
r=1 = 


Für die 4% in (VIII) gelangt man auf etwas mühsamen Wege 
durch unvollständige Induktion zu dem Gesetze: 


Aie. En ToM---Nps°°: 
PR D À Ce D A Cm à D rafales 
8,/6,/...8,! M{M!...0,! 


Der Beweiïs wird durch vollständige Induktion geführt. Jeder 
der auf der rechten Seite von (VII) auftretenden Teilprozesse läBt 
aus einem bestimmten Gliede von Z, jeweils ein gewisses Glied 
von Z.,, erwachsen. Umgekehrt, denkt man sich aus Z,, ein 
bestimmtes Glied G herausgegriffen, so lassen sich sämtliche Glieder 
von Z, angeben, die vermüge wenigstens eines der Teilprozesse 
(VIII) das zu G gehôrige Potenzprodukt der a,b,c... erzeugen. 
Da das Gesetz (X) bis zum Index als richtig angenommen wird, 
so liefert jedes der in Rede stehenden Glieder von Z, zum ge- 
suchten :merischen Koeffizienten von G einen angebbaren Bei- 
trag. Die Summierung dieser Einzelbeiträge ergibt aber gerade, 
unter Benützung der Gewichtsrelation (IX), die für den Index +1 
gebildete, rechte Seite von (X). DaB das Gesetz (X) für die 
niedrigsten Werte des Index à gilt, ist leicht zu bestätigen. Damit 
ist die allgemeine Giltigkeit von (X) dargetan. 

Die Formel (X) läBt sich sich noch übersichtlicher schreiben, 


wenn man — auBer den Binominalkoeffizienten Hg (7, 
— die den Zerlegungen (IX) von 5—6,i—",... in die Sum- 
manden &,,8,,...8,; Myy-..,; ... entsprechenden Polynomial- 
koeffizienten L SC , (, Me D ... einführt Dann ent- 


Es Egs 19 Mas « 


steht die recto! Seite (ZX) Rtrel dadurch, da8 man das Produkt 
aller jener Binomial- und Polynomialkoeffizienten bildet, und 
noch den Faktor i/ hinzugefügt; letzterer hebt sich Hbrigens bei 
Einsetzen in die Reïhe (IV) wieder heraus. 
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Eine weitere Vereinfachung läft sich noch dadurch herbei- 
fübren, daB man die Formeln (1), (1), (VI), (VIIX), (X) bezüglich 
der Koeffizientenreihen der a, b,c,... nichthomogen schreibt, d. h. 
A — 0, = CU ,,. —11 sotst, 

Dann fällt D, mit Z, zusammen, in (X) sind die Differenzen 


1—6,;1—7,... resp. durch die Summen, Se, n, ... Zu er- 
setzen, und die Exponenten &6,,8,...6,; Fe) # j 7,3 -.. haben 
lediglich der Gewichtsrelation (IX) Èrs,+ Dent. —#t zû 
genügen. - 1. 


Durch Integration geht aus (IV) die eingangs verlangte Ent- 
wickelung hervor: 


CON OTOLCRES 
x x? Cr 
== C++ sr Dostyi at NT D,+:.: 


x? 
Le 
wo C die Integrationskonstante bezeichnet und yp' den durch 
i-malige Ausübung von (II) entstehenden ProzeB. Der Kon- 
vergenzbereich der Reiïhe (XI) läft sich bei vorgelegten Expo- 
nenten u,v,x... jederzeit nach bekannten Regeln bestimmen. 

Neben das Rekursionsgesetz (V) resp. (VII) tritt noch ein 
zweites, das zugleich als Kontrolle dient. 

Versteht man unter p, den ProzeB: 


= ; Ô ô 
(XII) Pa = DO +2 @-Dhu+ee 


so genügt, wie die Invariantentheorie nachweist, eine Kovariante 
K{(x,,x,) der Urformen f(x,,x,), g(x,,x,), h(x,,x,),... auch noch 
der folgenden linearen partiellen Differentialgleichung : 


(XI) Pa K (2, Ls) = à, Er C 


Se 20 Der À lue rh AS 
SF Fm ° (i+1)! < à 


Besitzt K(x,,x,) eine endliche Dimension d, bez. x,,x,, so läBt 
sich mittels des Eulerschen Satzes über homogene Funktionen 
K(z,,x,), die Gleichung (XIII) in die nichthomogene Gestalt setzen: 
(XIV) P,K(x) = ad, K(x)— x" K'(x). 

Wendet man dies auf die Kovariante F'(x) (1) an, und berück- 
sichtigt, daB die Dimension d, von F angegeben wird durch: 
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(2) d, = nu+pv+qn+..., 
so gewinnt (XIV) für die Form F(x) die Gestalt: 
ŒV)  7,FQ) = (nu+po+ant..)aF 2 F'(o). 


Bei Übertragung der Gleichung (XV) auf die Reïhe (IV) für 
F(x) erweist sich (XV) als gleichwertig mit der Rekursionsformel: 
(XVI) Palin = G+l)(nu+pr+gm+...—i)ab,c...D,, 
wo D, D,,, auch durch Z,, Z,,, ersetzbar sind. 

In dem besonderen Falle, daB die Dimension d, von F(x) den 
Wert —2 besitzt, wird das Integral J von F(x) selbst eine 
Kovariante der Urformen f,g,h,..., von der Dimension 0; 
das Integral genügt dann ebenfalls den beiden Differentialglei- 
chungen (III) und (XV)'), woraus sich einige spezifische Eigen- 
schaften des Integrals ergeben. 

Um einige Anwendungen von (XI) anzugeben, sei zunächst 
darauf hingewiesen, daf sich das Integral einer rationalen Funktion 
F(x) ohne weiteres in eine Reiïhe entwickeln läBt, ohne daB man 
eine Zerlegung des Nenners in Linearfaktoren zu kennen braucht. 

dx 
VF) 
f(x) = a,+a,x+a,x"+a,a +a,x ist n — 4, u — —}, die For- 


2it+1 


mel (VI) spezialisiert sich zu D, — a,* Z,, wo gemäB (VIII), 

(X), (X): 

(8) Z = SAP eee, A0 AË QË2 GËs QEs, 

(4) ete +eate,+e, = 1, 1.6,4+2.6,+8.e,+4.e, = 1, 
(—1)-% 1.3.5. “etre 


A = 
(G) £ £1 Ep £3 Ëa 91-£o En EX Des le, ! 


Für ein elliptisches Integral erster Gattung J'(x) — 


Die zugehôrige Reïhentwickelung (XI) des Integrals konver- 
giert in der ganzen Ebene. 

Im AnschluB hieran seien noch die beiden speziellen Entwicke- 
lungen für die Legendre-Jacobische und für die Weier- 
straBsche Normalform des elliptischen Integrals erster Gattung 
angegeben. 

Bei der ersteren Normalform: 


(6) J(a,k) = 


[ VA — = = — Ka) 
ist die Durchfübhrung der Rechnang nicht leicht. 


1) Da J die Dimension Null in x hat, reduziert sich (XV) auf p,J(x) 
= — 2 J'(x) — — x! F(x). 
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In dem Aggregate Z, treten die sukzessiven Potenzen von 
1+%° auf, jeweils mit einer gewissen Potenz von #’ multipliziert. 
Entwickelt man die ersteren nach dem binomischen Satze, und 
ordnet sodann wieder nach Potenzen von #, so bedarf man noch 
einer Erweiterung des binomischen Satzes auf Faktorielle d. i. 
Ausdrücke von der Form x(x+a)(x+2a)...(x+mna). SchlieBlich 
ergibt sich die einfache ana ; 


(7) J(x,k) — à DE ET (5) (5), 
wo unter w(f) die zahlentheoretische Fanktion: 
(8) 0 = GED po(0) = 1) 


zu verstehen ist. 

Die Reihe (7) erscheint als direkte Ausdehnung der elementar- 
bekannten von arcsinxz = J(x,0). In der Tat kann man auch 
umgekehrt von der letzteren Reihe ohne ue zu . gelangen, 


FL 
Vi— Tee — kr? 
multipliziert, und die so entstehende Reihe das 
Man vergleiche mit (7) die wesentlich verwickeltere Reïhen- 
Entwickelung von J(x,k) in der Schwarz-Weierstrafischen 
Formelsammlung, p. 53 f. 
Für das WeierstraBsche Normalintegral : 


(9) J(T; I59s) = 


indem man die beiden binomischen Reïhen für —— 


fees 
0 Vax* — JT — 93 
erhält man die Entwickelung : 
(10) ACHAT) 

o &=E($) pit PEL (—1)"E 287 : de Nt-8E 
T Pi 2 A à on CIE Re Een LE ae D gs ; 


oder, etwas übersichtlicher : 


(1) 


5 Jw ds) 


æ 8=E(ÿ) at (-1} de 2 (i— 2e) 
2 Pà, 1 HlRo re rt 


+28 FEI 


93 Js 


Ist hier g, reell und positiv, so werden V—9, und J zugleich 
rein imaginär, soda beide Seiten der Darstellung (11) reell bleiben. 
Das den obigen Entwickelungen zugrunde gelegte Prinzip, ein 
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Potenzprodukt von binären Urformen als eine Kovariante der 
letzteren aufzufassen, läBt sich nach verschiedenen Richtungen 
weiter ausdehnen. Einmal kann man zu ternären etc. Urformen 
aufsteigen, und dementsprechend zu mehrfachen Integralen; anderer- 
seits statt der Potenzen von Urformen andere Funktionen, z. B. 
Logarithmen'), wählen, und endlich statt endlicher Urformen 
ynendliche d. h. Potenzreihen zu Grunde legen. 


1) Entwickelt man z. B. nach dem Verfahren des Textes /f(x), 80 gelangt 
man zu den Waringschen Potenzsummenformeln: auch diese erscheinen also 
als direkter Ausflu8 der Tatsache, da8 7f(x) eine Kovariante von f(x) ist. 
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